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3. NON-CHORDALITY AND SMALL
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ø é�ö#îdð|î&í�î½ïeð _ n [	Î n Þ ¯½Ó�´ ÀFÔBÞ*Å ¬ × ´�¯j® ªOÖFÖ GTabc ´ Ö/���������B���´ ß GTabc − x ´ ÖWÞ*Å ¬ ß ¦�ª�ª ß §�¦XªO°�ªO¦ ô x ∈ {a, b, c} Ü
æ/ç�è%é�ê	ë�ìDí�î½ïeð _ n [�[ n ó ª ¯ GTabc

ÁOª!±H³ ´�®�´ ³�±�© ¯½Ó�´ ÀFÔ�Þ*Å ¬× ´�¯j® ªOÖ�Ö ´�®�¯½Ó ª À Ó §�¦R¿D±�© Ý ¦
±O¥ Ó G Ü Å Ó ª ® GTabc−c ´ Ök± ®/´½®�¯ ªO¦F°�±�©
Ý ¦
±F¥ Ó�ò × Ó ªO¦�ª {a, b} ´ Ö:±Q¿D§�³ ´�® ± ¯j´�®�Ý ¥0± ´ ¦ Üõ ê�ïeïPöJ÷ 9L���r���F�����

G′ = GTabc − c
����1#GHI���`�����������¡���

���#�����C����,���F�����e5e�
����-	�
GTabc

�����m���������B���h����&-F�Mtp9k+.� ������	�
� n
{ ���c��-	���#
�F��I0��-�������(���
�
"����c��J�? {a, b}

���:����a�mI�����������������
�J�����%5D���JI:���"��e��������k�Ox����R��6� �J�?��

P ′
ab $ ����� a

��
b
�&�

G′−N [y]
$ ���L�
�����<CD���
���x y ∈ V (G′)\{a, b} n Êe�� Q

1Y� �:-��&�&Z#"�� ������/� $
G′ n Íp���
���x y

I��#�	�<���� �����Y�%�?� ���v����GB1����X� $ Q
��J��L-	���#F�������

a
���

b
5:���JIE��NI0�#�	�r����r�����Y�%�?�N�������#G 1������Q1Y��~�k�	�	� ����

�
"�1��J�?����
Qa

���JI
Qb

� $ Q n Ê|��<"��L� �������"� �����
�W� $ ���	�����F������¤G���
�
"����g�����
Qa

�����Y�%�?���r1Y��~�k�	�	�
Qy

���JI
Qb

���
Q n �!�

�
���%�Õ�����
y
���*����	�N����:���M���#GN-F�����FI����	�
�*������N1Y��¤�L�	���(���#G

�J������� $ a, b, c
5V����C��&���g����Q-����#
�F��I0�&-O��&��� n s "��m��M����Q��1Y�?CD����
�
"�������������	5
y
���,����6-	���#F���&���%I���������k-	�����Y�����	�#

Cb

� $ G′−
N [a]

��J�?:-	����F�������
b nX{ "��
���������������5 a �&�c�B�
����������-	�&���,CD���
��Ox1#G � 1��
����C���������v_ n 405����JI P ′

ab

-����#F�������WCD���
���-	��� $ ����� NG′ (a)
5

���"��
y 6∈ NG′ (a)

�
����-	�
P ′

ab

�L��"��&IX����,�%CD���dIa����V���	�����01Y�������#��I
� $ y

��������
� ���
� n 9L���������� Pbc − c
���X-	���#F�������%I!���

Cb

�
����-	�
��*-����#F�������W����C����
���xQ� $ N [a]

5�����Iv��0"��
y
���W����*��I?i
��-	�	�#T��

���#GNC����
���xr���
Pbc − c n �!�X�0���%����J�? cy 6∈ E(GTabc)

5��
����-	�
1#G � 1��
�O��C��?��&���Q_ n 405 NGT abc

(c)
�&�L�X-	���&Z#"���5����JI���0"��

y
�k��"��dI

1Y����I�i
��-	�	�#c��v��������	�����01Y���X� $ c
���

Pab

� $ cy
�k�����B���(�%I����

���
E(GTabc)

n 'T�?���k�a�J�%CD�a��-����#
�F��I0�&-O��&���r�
����-	� y
��� ����T���

���#Gm-F�����FI0���	�
� �J����v1Y��~�k�	�	�r���#GQ�������W� $ a, b, c n
4.2 G is chordal and Rule 2 does not apply
ü é�ý ý<ì _ n [?^ n ó ª ¯ GTabc

ÁFªv±M³ ´�®�´ ³�±�© ¯½Ó�´ ÀFÔrÞ*Å ¬ × ´�¯j® ªOÖ�Ö
´�® ± Ý ¦R±O¥ Ó G ¯ §r× Ó#´ À Óg® ª ´�¯½Ó ªO¦ þ Û ©&ªBÿ(Â ´AÜ ª Ü G

À Ó §�¦R¿D±�© Æ ® §�¦
þ Û ©&ª��gÀ�± ® ÁFªm±O¥�¥Y© ´ ª
¿ Ü Å Ó ª ® ± ¯ ©&ª
±�Ö ¯ § ® ª�§ ß�¯½Ó ª/°�ªO¦ ¯j´ ÀFªOÖ ´�®
¯½Ó ªkÞ:Å {a, b, c} ´ ÖkÖ Ó ±�©�©�§�× ò ± ® ¿ ¯½Ó ªO¦�ª*ª
¾ ´ Ö ¯ ÖW±:³ ´�®�´ ³/±�©DÖ ´ ³T¥Y©&ªÞ*Å ¬ × ´�¯j® ªOÖ�Ö Gabc ò × Ó ªO¦�ª V (Gabc) ⊆ V (GTabc) Üõ ê�ïeïPöJ÷ Êe��

Pab, Pac, Pbc

1Y�L�
�����
��	�Rp-F�����FI0���	�
�V��������6-	���0+
F�������%IQ���

GTabc

5�����Im����
Gabc

1Y�:I��O`J���	Im1#G
Pab, Pac, Pbc

n �¤���a-	���%���a�����
GTabc

���a���������B���6������GM� $ Gabc

�&�a�������&�B��� n�Ø GÊe�����B�*_ n =�5��W"����W^#50���JIX���� $ ��-�k����� Gabc

�&�V�:���������B����tp9k+
� ������	�
�	5��k�T�����%�H��J�?<��k���%���Rk�����W� $ ���� CD�O�
��&-��	�k��� {a, b, c}�����a�
���������%� n



ü é0ý ý ì _ n [%; n ó ª ¯ G
ÁFªQ± Ý ¦
±O¥ Ó�¯ §N× Ó#´ À Ó!® ª ´�¯½Ó ªO¦ þ Û ©&ªQÿ

® §�¦ þ Û ©&ª��QÀ�± ® ÁFªX±O¥�¥Y© ´ ª
¿ ò ± ® ¿B©&ª ¯ GTabc

ÁFªc±�³ ´�®�´ ³�±�© ¯½Ó�´ ÀFÔÞ*Å ¬ × ´�¯j® ªOÖ�Ö ´�® G
× Ó ªO¦�ª c ´ ÖXÖ Ó ±�©�©�§�× Ü Å Ó ª ® ªO°�ªO¦ ô °�ªO¦ ¯ ª
¾ ´½®

Sc ´ Ö:±D¿��%±DÀFª ®�¯L¯ §vªO°�ªO¦ ô °�ªO¦ ¯ ª
¾ ´�® Sa ∪ Sb Üõ ê�ïPïeöJ÷ Êe�O
E′ = E(GTabc)

5P����Ig����c"��a���(�����-	���#
�F���
G
���JI�� �������"�m�����
�Q� $ ���	�����F������~GE���
�
"����M����� c′a′ 6∈ E′ $ ���
c′ ∈ Sc

���JI
a′ ∈ Sa

n Êe�� Pab = (a = v1, v2, ..., vr = b), Pbc

5
���JI

Pac

1Y��������
�����
��	�Rc��������*"��
�%Ir��rI0��`J�����m�
���������/tp9k+
� ������	�
� $ ��� {a, b, c} n �!�B� �&���<�
���?�u��J�?/�	������O�

{a′, b, c}
���

{a, vr−1, c}
���:���(tp9��&�g�B�
"�1����F�����N� $ GTabc

5�-	���#
�F��I���-�������
���� ���������B������~G nÍp���
���xg�
��

{a′, b, c}
�������!����I��	�Y�	��I��	�#c�
��X�
����-��

cb 6∈ E′ 5
a′b 6∈ E′ I�"����� |Pab| > 15 − 8

ºj�W"�����^�¼O5h���JI
a′c 6∈ E′ 1Y��+-	��"��
�

c
���L�
����������-	�&���J���

GTabc

5����JI/���"��
c′a′ ∈ E′ � $ a′c ∈ E′ nË,��������

v2 = a′ 5|��� a′v2 ∈ E′ �
����-	� a
�&�a�
�������&��-	�&���V���

GTabc
n

Pab − a + a′ �&���r�J�?�� $ ����� a′ �� b
��J����%CD���dI0�X��������	������+

1Y�������#��IN� $ c n �¤�r����c�������a�L�%G Pac − a + a′ ���:�������� $ �����
a′ �� c

5:���JI �
����-��
|Pab| > 7

������v��������%CD���&I0�Q����g�����&����+
1Y�������#��I�� $ b nBØ G � 1��
�O��C��?��&����_ n [�[�5 c′

���X��I?i
��-	�	�#a��v�
�����
C����
���xE��� ����M�J�?��

Pab = (a = v1, v2, ..., vr = b) n � $ c′���Q��I?i
��-��	�#m����
�����rCD���
��Ox
vi

� �������
i > 3

5<����	�H��������N���
�g�J�?��

c, c′, vi, ..., vr = b
��J�?B�%CD���&I0�/����m���	������1Y�������#��I¡� $

a′ 5<���JIH�k�r�J�%CD�v�g-����#
�F��I0�&-O��&���E�
����-	� a′, b, c
�k��"��dIK1Y�N���

tp9S���
GTabc − a n �!�c-%���M�������� $ �����/���
�
"����a��J�? vjc

′ ∈ E′ 5� �������
j ∈ {2, 3}

5*���JI¡�����B����O���g�Ox����R��m���
vic

′ ∈ E′ $ ������#G
i > 3 n 9L���X�
�� {a, vr−1, c}

���a���N���JI����Y�	�JI0�	�#*�
��%5J�
�&��-	�
cvr−1, avr−1 6∈ E′ n 9L���*�J�?�� a, v2, ..., vr−1

�%CD���&I0�k����W���	������+
1Y�������#��I�� $ c

5W����g�J�?��
c, c′, vj , ..., a

�%CD���&I0�Q����g�����&����1Y���
+
���#��I(� $ vr−1

5h���JI
Pbc − b + vr−1

�&�c�m�J�?�� $ ����� c
��

vr−1�����/�?C����&I��X����m���	������1Y�������#��I�� $ a
5,�
�&��-	�

b
�����
�&�������&-��d���<���

GTabc
n 9L���&�W���*�/-����#
�F��I0�&-O��&���N�
����-	� GTabc − b

-	���#F���&���W����
tp9

{a, vr−1, c}
n

ü é0ý ý ì _ n [	_ n ó ª ¯ G = (V, E)
ÁFª Ý ¦R±O¥ Ó!¯ §M× Ó�´ À Ó�® ª ´½¯½Ó ªO¦

þ<Û ©&ªBÿ ® §�¦ þ Û ©&ª��gÀ�± ® ÁFª�±O¥D¥Y© ´ ª�¿ Ü/ó ª ¯ GTabc

ÁFªB±Q³ ´�®�´ ³�±�©
¯½Ó#´ ÀFÔ�Þ*Å ¬ × ´½¯j® ªOÖ�Ö ´�® G

× Ó ªO¦�ª c ´ ÖQÖ Ó ±�©�©�§�× Ü�ó ª ¯ Cc

ÁFª ¯½Ó ªÀ�§ ®�® ª
À ¯ ª
¿vÀ�§�³T¥0§ ® ª ®�¯ § ß G−Sc ¯½Ó ± ¯ À�§ ®�¯ ± ´�® Ö c Ü Å Ó ª ® ªO°�ªO¦ ô°�ªO¦ ¯ ª
¾M§ ß Cc Ó ±�Ö ´�® G ¯½Ó ª/ÖO±�³�ª�Ö	ª ¯ § ßc® ª ´&Ý?Ó ÁF§�¦OÖ Sc

§ Û�¯ Ö ´ ¿#ª
Cc ò,´�® § ¯½Ó ªO¦c×V§�¦R¿�Ö ∀u ∈ Cc : NG(u) \ Cc = Sc Üõ ê�ïPïeöJ÷ Ø G�I���`����������� NG(u) \ Cc ⊆ Sc

n Êe�Oc"��X���
�
"����
$ ���L�*-	���#
�F��I���-�������/����� ux 6∈ E $ ���L�
����� x ∈ Sc

����I
u ∈ Cc

nf�����-	�
Cc

�&�L�X-	�������	-���%IB-	�����Y�����	�#p��������T��x0���R��<�X������ $ �����
u
��

c
�����
�&I��

Cc
n Ê|�� u′, c′

1Y�p~�L�T-	�����
�	-	"0��&C��kCD���
���-	���6���c������
������|5��
"�-F�m�����

Sc ⊆ NG(c′)
����I

u′x′ 6∈ E $ ���<�
����� x′ ∈ Sc
n9L�����������r-	����
�F��I���-�������|5p�
�&��-	�m1�G!Êe�	���B�Q_ n [%; x′ -����	����	����
�����
a������ $ ����� a

��
b
�����:�?C����&I��*����c���	������1Y�������#��IM� $ u′ 5���JI�1#G!"��
�&���

Pac − c
����I

Pbc − c
����I�����BCD���
���-	�	�

c′
���JI

u′ �L�v-%���E-O���%����r�
�����
m�J�?���� $ ����� a
��

u′ ����I $ ����� b
��

u′ �����B�%CD���dI!����v�����&����1Y�������#��I0��� $ b
���JI

a n 9L���������/���%���-	���#
�F��I���-�������e5Y�
����-��
{a, b, u′}

���*���(tp9E� ����M�B�
�������&�Xtp9k+
� ������	�
�a� �������/����/��"���1Y�O�:� $ 1��F����-O�������Q`����p�	I��������?���B= $ �������k������

a, a′, x′, b′, b
5D= $ ��� Pac−c

���JI
c′, u′ 5D���JIX= $ ��� Pbc−c���JI

c′, u′ 5�����C������������F���|� $ [%=�1��F����-F�������/�	I������ n
ü é0ý ý ì _ n [?= n ó ª ¯ G ÁFª Ý ¦
±F¥ ÓB¯ §�× Ó�´ À Ó/® ª ´�¯½Ó ªO¦ þ Û ©&ª:ÿ ® §�¦

þ<Û ©&ª��NÀF± ® ÁFªB±F¥D¥Y© ´ ª
¿ ò ± ® ¿v©&ª ¯ GTabc

ÁOª�± ¯½Ó#´ ÀFÔ�Þ*Å ¬ × ´�¯j® ªOÖFÖ
´½® G Ü Å Ó ª ®g¯½Ó ªO¦�ªBª
¾ ´ Ö ¯ Ö�±m³ ´�®�´ ³/±�© ¯½Ó�´ ÀFÔ/Þ*Å ¬ × ´½¯j® ªOÖ�Ö GTxyz´½® G ò × Ó ªO¦
ª V (GTxyz) ⊆ V (GTabc)

± ® ¿ z ´ Ö�Ö Ó ±�©�©�§�× ò Ö Û À Ó
¯½Ó ± ¯ z ∈ {a, b, c} Ü
õ ê�ïPïeöJ÷

GTxyz

� �����k1Y����1�F�������%I $ ����� GTabc

1#GgI��	����������
�����X� $ ����c�
����������-	�&���6CD�O�
��&-��	�*���N����Xtp9������aI0��`J���	� GTabc

5
���JIN���	�Y�%�?a������:"��#����,�Q�������&�B���P�����-F�MtV9k+A� ��������
�

GTxyz

���

��10F�������	I n '*����Q��J��/������GH�����&����1Y������� $ ����vI��	������%IHCD���
���x-%���¡1Y�	-������m�
�&�������&-��d���W� $ ��O�B�%��-F��I0�	����������|5k1#G � 1��
����C��?������_ n ] n tT�c�Q���	�
"���%5P����/I��	������%IgCD���
���-	�	�a����I�"�-�����c�����Ra������	�-	��������-���%I�-	�����Y�����	�#��	5�� ���O���W�	��-F��� $ ����<-	�����Y�����	�#��p���V��I�+i
��-	�	�#*��B�����X� $ ����cCD���
���-	�	� x, y, z n:Ø GrÊe�	���B�/_ n [?^������X� $���� CD�O�
��&-��	�
x, y, z

���V�
���������?� n Ê|��k"��p� �������"�k�����
�k� $ ���	�����F����+��~G����
�
"����k��J�?
z
���6����L�
���������?�¡CD���
��Oxc�&�

GTxyz
n,Ø G�Ê|�	���B�_ n z�56���������B���6�
�	�����F�?������X� $ GTxyz

�?���B�����
�N���������B���6�
���J���F�?+
������P� $ GTabc

5��
�T����h"��6���
�
"����,� �������"06�����
�h� $ ���������F���&��¤Ga��J��
z
����I

c
�����X-	���#F�������%Ir���r����c�������X-	�������	-O��%Ir-	�����Y�����	�#W� $

GTabc −NGT xyz
(z) n '*�����-	�*��J�? z

���JI
c
�������#<1Y�T����:�������

CD���
��Ox n�Ø G(Êe�	���B�B_ n [	_05 c
���c�
�J���&���%�u�&�g����/�������&�B���h�����-F�

tp9k+.� ������	�
�
GTxyc

n
ø é�ö#îdð|î&í�î½ïeð _ n [	] n�ñ ´ °�ª ® ± Ý ¦
±O¥ Ó G ¯ §�× Ó#´ À Ó/þ Û ©&ªOÖ:ÿ�± ® ¿��¿�§ ® § ¯ ±O¥D¥Y© ô ×kª*À�§�³*¥ Û0¯ ª:±XÖ	ª ¯ C(G) = C1∪C2 ∪ ...∪Cr

§ ß°�ªO¦ ¯j´ ÀFªOÖ ¯½Ó ± ¯ ±�¦
ª:Ö Ó ±�©�©�§�× ´�® ÖO§�³�ªT³ ´�®�´ ³�±�© ¯½Ó�´ ÀFÔcÞ*Å ¬ × ´�¯j® ªOÖ�Ö ò× ´�¯½Ó G \ C(G) = Rr

± ®M´�®�¯ ªO¦F°�±�© Ý ¦R±O¥ Ó�ò ±�Ö ß §�©�©�§�×,Ö	�
R0 := G; i := 0; C(G) := ∅;
 �P�½ã½� Ri ´ Ö ® § ¯ ± ®N´�®�¯ ªO¦O°�±�© Ý ¦
±O¥ Ó�� �

i := i + 1 Ã ´�® ¿ GTaibici

±�³ ´½®�´ ³/±�© ¯½Ó�´ ÀFÔ�Þ*Å ¬ × ´�¯j® ªOÖ�Ö ´�® Ri−1
× ´�¯½Ó

ci

Ö Ó ±�©½©�§�× 
ó ª ¯ Ci

ÁOª ¯½Ó ª�À�§ ®�® ª
À ¯ ª
¿rÀ�§�³*¥0§ ® ª ®�¯ § ß Ri−1−
NGT aibici

(ci) ¯½Ó ± ¯ À�§ ®�¯ ± ´�® Ö ci �¤���Mª
±DÀ Ó c ∈ Ci � � GTaibic := GTaibici
− ci + c 

Ri := Ri−1 − Ci 
C(G) := C(G) ∪ Ci ��� ��� 
 �P��ã½�

r := i

9L�������&�����B���h�����-F�MtV9k+A� ��������
�
GTaibici

��� $ ��"���I(1#GN`����R`J��I������*����tV9
{a, b, c}

5�����	�X���	���?C0�����*�
����������-	�&���0CD���
���-	�	�pI0� $ +
$ �O���	�# $ ����� a, b, c

��-	-	���FI������:�� � 1��
����C����������_ n ]T��:����V�W�����-F�tp9k+.� ������	�
�	5,����I(���������������G0�&���v����������#-	�%I0"����B����������0���#� $� $ Ê|�	���B�c_ n [?= n'*����N��J��m�L�g���&�
�H-	������"���	I����F�������
G = R0 ⊃ R1 ⊃

... ⊃ Rr

5�� ����
Rr
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