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¿ UEÀDH?A9eq7?>_KÝX[ZÄK¶\µV£=B^ÃN/X?`EaQbEcER�Vsr N
V → R

^

ä@å ∀v ∈ V
u�þ�ÿGôîþ�ð3ôî÷�ò

m(v) = min{w(u) | u ∈ N [v]} u�í6� N [v]
ï3è���ë��@ê}÷·ôî÷&hníBë4��ëæê;ÿr�n÷&sz÷�ò�ö�è

ï3÷
v
u}þ�. ÷��vì�U_��U`ï�ëæòv÷�ôQ. ÷�ê��v÷�ö�ó3ôî÷¦þ)íBê���ì�ëæì�ð}è�ï3÷

v
÷�ìlï3÷a�v÷��^hníBë4�vëæê��

ø�å
β = maxv∈V {m(v)} ÷��vìAôî÷�ógíBì�ì�ôî÷�ê}÷)þ�9¬ö½ëæê3ëæö�ð3ö-ï�ð��@òSÿGñ:�}÷�ñgíBê}ï3è�òvè

(G,w)ü�å
BDS = {v ∈ V | w(v) ≤ β} ÷���ìAð3ê�7PíBì�ì�ôî÷�ê}÷)þ�9µç�íBö½ëæê;ÿGì�ëæê:��;�÷�ìAñgíBð3ò (G,w)

÷��vì�ï3íBê}þ°ÿGð¹ö�íBëæê��
m(v)

å�cEê¬þ)íBê���ëîï3è�òSÿGêUìYìvíBð3ì<ôî÷"�@òSÿGñ:�}÷�uoþ��;ÿ65Uð}÷&�víBö½ö�÷�ì�ï3íBëæì t ì�òv÷lï3íBö½ëæê}è
÷�ìYôî÷�óríBì�ì�ôî÷�ê}÷)þ�9�ö½ëæê3ëæö�ð3ö ï�ðk�@òSÿGñ:�}÷&�v÷�òSÿ�ï3íBê}þlô²ÿ8hBÿGôî÷�ð3ò�ö�ÿ�û�ëæö�ÿGôî÷·ï3÷lìvíBð��<ôî÷��

m(v)
åUý ô²ÿ

é}ê*u;ìvíBð���ôî÷��I�víBö½ö�÷�ì��°ÿØUÿGêUì�ð3êµñgíBëîï:�lëæêPs�è�ò�ëî÷�ð3ò·ÿGð�óríBì�ì�ôî÷�ê}÷)þ�9Àö½ëæê3ëæö¦ð3ö �víBêoì°þ��}íBë4��ë4��ñríBð3ò
ôî÷��°ÿ�e�íBð3ìv÷�òlï}ÿGê��lôQ. ÷�ê��v÷�ö�ó3ôî÷�ï3íBö½ëæê;ÿGêUì�å
;oð3òAôQ. ÷�û3÷�ö½ñ3ôî÷�ï3÷·ô²ÿ�é��@ð3òv÷�ü�åùüPu�ôî÷��Aê}íBöD�Aï3÷��^�víBö½ö�÷�ì���þ)íBò�òv÷��vñgíBê}ï3÷�êoìI��ôî÷�ð3òAñgíBëîï:�PñríBð3òPê}÷
ñ;ÿ6�^�vð3òvþ��;ÿGò��n÷�òlô²ÿ�é��@ð3òv÷@å�TIíBð3òAôî÷a�víBö½ö�÷�ìI1%u3íBê�ÿ

m() = min{4, 3, 7, 2} = 2
å3ýlñ3òvõ���ÿhníBëæò

èªh@ÿGôæð}è
m(v)

ñríBð3ò°þ��;ÿ65Uð}÷��víBö½ö�÷�ìugíBê¸íBó3ì�ëî÷�ê}ï�òSÿk5Uð}÷
β = 

÷�ì�ôî÷87PíBì�ì�ôî÷�ê}÷)þ�97ç·íBö½ëæê;ÿGì�ëæê:�
;�÷�ìD�S÷�òSÿþ)íBê���ì�ëæì�ð}èÀï3÷��D�víBö½ö�÷�ì��½ï3íBêoì�ôî÷¬ñgíBëîï:�½÷��vì�ëæêPszè�ò�ëî÷�ð3ò�íBð[èª�UÿGô"�Í� n�÷�êUìvíBð3òvè��¹ï/. ð3ê
ï3íBð3ó3ôî÷7þ)÷�òvþ�ôî÷2o�ågfl÷�ö�ÿGò�5oð}íBê���5oð}÷���ð3ò�þ)÷�ì¹÷�û�÷�ö½ñ3ôî÷�uEôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷7ñríBð3òD7Yç�; ÿDì�òvíBð:hnèÀð3ê
÷�ê��S÷�ö�ó3ôî÷Aï3íBö½ëæê;ÿGêUìEö½ëæê3ëæö�ÿGôQu@þ)÷w5oð3ë�÷��vì	ôîíBëæê½ï/. t ì�òv÷YìvíBð6e�íBð3ò��Môî÷Yþ�ÿ6��å6lg. ÷�ê��v÷�ö¦ó3ôî÷Pì�òvíBð:hnèYê*. ÷���ì
þ)÷�ñr÷�ê}ï}ÿGêUì�ñ;ÿ6��ð3ê¸÷�ê��v÷�ö�ó3ôî÷�ï3íBö½ëæê;ÿGêUì�ö½ëæê3ëæö�ð3ö�ugþ�ÿGò {, , } ÷��vì�ð3ê7÷�ê��v÷�ö¦ó3ôî÷�ï3íBö½ëæê;ÿGêoìï3÷�ìSÿGëæôæôî÷�ü�å
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6

8

2

7

9
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5

Æ@ÇHÈ@É ü�åùüPÊ�Zsôæôæð���ì�òSÿGì�ëîíBê�ý°ô��nírU¥7Yç�;
ÙEð�5oð}÷<þ)÷�ìIÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷P÷���ì	ì�òvõ���òSÿGñ3ëîï3÷�u�ëæôo÷��vì�ð3ê�óríBê�þ�ÿGê}ï�ëîï}ÿGì	ñríBð3ò	è�ô²ÿGóríBòv÷�ò	ð3ê}÷m�}÷�ð3ò�ë4��ì�ë45oð}÷
5oð3ë@ôQ. ð3ì�ëæôæë4�v÷@å�lg. ëîï3è)÷+÷���ìJï3÷+þ��}íBë4��ëæò�þ)íBö½ö�÷VszíBê}þ�ì�ëîíBê

w
ð3ê}÷Eñg÷�ò�ö¦ð3ìSÿGì�ëîíBê�ÿGôîè�ÿGìvíBëæòv÷�ï3÷��dê}íBö�ó3òv÷��

÷�êoì�ëî÷�ò��+ï3÷·äw�
n
5Uð3ë3ÿ�¦r÷)þ�ìv÷�òSÿa�°þ��;ÿ65oð}÷^�víBö½ö�÷�ìMð3ê�ñgíBëîï:�8å�cEê��vð3ëæìv÷�uBôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷ZK�� È � O � R'¨

÷��vìl÷�û�è)þ�ð3ìvè�ñgíBð3òlôî÷��@òSÿGñ:�}÷�ï/. ÷�êoì�òvè)÷�ö¦ð3ê3ë	ï3÷¦þ)÷�ì�ìv÷aszíBê}þ�ì�ëîíBê
w
å¨v	ëæê;ÿGôî÷�ö�÷�êoìu{íBê�ñ3òvíoþ)õ)ï3÷��

ð3ê}÷½íBñ3ì�ëæö½ë4�¶ÿGì�ëîíBêmï3÷�ôQ. ÷�ê��v÷�ö�ó3ôî÷¹ï3íBö½ëæê;ÿGêUì�ì�òvíBð:hnè�ñ;ÿGò�K�� È � O � R'¨ åjY°êDñg÷�ð3ì�÷�û3è)þ�ð3ìv÷�ò�þ)÷�ì
ÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷lñ3ôæð���ëî÷�ð3ò��VszíBë4�+÷�ì+÷���ñrè�òv÷�òg5Uð*. ëæô;ì�òvíBð:hn÷�ï3÷Pö�÷�ëæôæôî÷�ð3ò��<÷�ê��v÷�ö¦ó3ôî÷��<ï3íBö½ëæê;ÿGêoì��<ñríBð3òEôî÷
�@òSÿGñ:�}÷�ï/. ÷�êUì�òvè)÷�u{ö�ÿGë4��íBêµê}÷·ñr÷�ð3ì�ñ;ÿ6� t ì�òv÷��%$3òC5oð*. ëæôJþ)íBê(hn÷�ò��n÷8hn÷�ò���ð3ê}÷a�víBôæð3ì�ëîíBê7íBñ3ì�ëæö�ÿGôî÷@å

ø��
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-/.)02123547698�:ut ý°ô��níBò�ëæì��3ö�÷a�}÷�ð3ò�ë4��ì�ë45oð}÷�ó;ÿ6�vèa��ð3òC7Pç�;

v?R��D`IA9eq7Q>ÃKÝX[ZÄK¶\]VY=B^_NPX?`EaEbQcER�V¦É�@QRQ`EaS@*z9HSCE> N/=DC�@*z,RE`�V y TFAxwSbE@�z J*z{>ERE` NP=?C�@*z,RQ` ^

D y opt← Vg?h�iEj
i = : Ë z9sFo5jFm5s2u�h5~2pt mFu9jFo {Sjl|Qo5j[iE~Fo~}Fo5jSr?iEsFm5sBu5h5~ÅmQ}8|Em�sDhFu9jDo

w Î o[}Emqp�i2u9sFo ..n
BDS ← ¿ UEÀDHDAÒeq7?>'Ó

G
Ô

w
Ö

gDh5iQj
j = : Ë �EÍ�Ì��x}Qs2uÒr�uSpSo5jt mDu�jDo

D ← wSbE@�z,J�z{>ERE`�Ó
BDS

Ö
| u |D| < |D y opt|mQ}Eh5j2p

D y opt← D

l�ÿ8szíBê}þ�ì�ëîíBê�� Ü�G/Ç j Ç)¨9×2� h@ÿ�ÿ6����ð3òv÷�ò@5Uð}÷
D
�SíBëæìAÿGð¬ö�íBëæê��Pð3êÀ÷�ê��v÷�ö¦ó3ôî÷�ï3íBö½ëæê;ÿGêUì�ö½ëæê3ëæö�ÿGô�å

TIíBð3ò�þ)÷�ô²ÿPug÷�ôæôî÷�þ)íBê��vëîï3õ�òv÷¦þ��;ÿ65Uð}÷��víBö½ö�÷�ì
v ∈ BDS

÷�ì�ï3è�ìv÷�ò�ö½ëæê}÷i�vë	÷�ôæôî÷�ñr÷�ð3ìlôQ. ÷�ê3ôî÷ªhn÷�ò·ï3÷
ôQ. ÷�ê��v÷�ö¦ó3ôî÷7ï3íBö½ëæê;ÿGêoì��SÿGê���5oð*. ëæô"Ø[ÿGëæì¹ï3÷����víBö½ö�÷�ì��¹ê}íBêuï3íBö½ëæê}è��±ï}ÿGê���ôî÷��@òSÿGñ:�}÷@åw;oë°ô²ÿ
��ð3ñ3ñ3òv÷�����ëîíBêmï3÷�þ)÷k�víBö½ö�÷�ì�ê}÷½òvíBö½ñ3ì¦ñ;ÿ6��ô²ÿÀï3íBö½ëæê;ÿGê}þ)÷�uMÿGôîíBò���÷�ôæôî÷½ôQ. ÷�ê3ôîõªhn÷�uj��ëæê}íBê*uJ÷�ôæôî÷�ôî÷
ô²ÿGë4���S÷¦ï}ÿGê���ôQ. ÷�ê��v÷�ö¦ó3ôî÷�ï3íBö½ëæê;ÿGêoì�å/lJ÷���ìv÷���ì���íBêUì·ö�íBêUì�òvè�5oð}÷i��ëI÷�ôæôî÷�þ)íBê���ëîï3õ�òv÷�ôî÷��
�víBö½ö�÷�ì��
ï}ÿGê��Pð3êµíBòvï�òv÷�ÿGôîè�ÿGìvíBëæòv÷�u�ôî÷��Aòvè��vð3ôæìSÿGì��^�víBêUìAö�÷�ëæôæôî÷�ð3ò��C5oð}÷�ôîíBò���5oð*. ÷�ôæôî÷·ôî÷��Aþ)íBê���ëîï3õ�òv÷·ìvíBð6e�íBð3ò��
ï}ÿGê��¬ôî÷¸ö t ö�÷íBòvï�òv÷@ålú&. ÷���ìµÿGð�����ë·ñríBð3ò¬þ)÷�ô²ÿPu@5oð*. íBê ñg÷�ð3ìÀþ��}íBë4�vëæòµï/. ÷�û�è)þ�ð3ìv÷�òÀô²ÿÖszíBê}þ�ì�ëîíBê� Ü�G�Ç j Ç7¨�×I� ñ3ôæð���ëî÷�ð3ò��Cs�íBë4�AñríBð3òAð3ê

BDS
ì�òvíBð:hnè�ñ;ÿGòZK�� È � O � R'¨ å

;�ÿGê���ô²ÿ�s�íBê}þ�ì�ëîíBê�� Ü�G/Ç j Ç)¨9×2� uEôî÷���òvè���ð3ôæìSÿGì��¹ï3÷µôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷��víBêUì±ÿ6���v÷,�µö�è)ï�ëîí�þ�òv÷��ug��ë°íBê
ôQ. ÷�û3è)þ�ð3ìv÷µð3ê}÷�s�íBë4�u�ÿGôîíBò���ôî÷���òvè���ð3ôæìSÿGì����víBêoì¹ï3è[e��Dór÷�ÿGð}þ)íBð3ñ ö�÷�ëæôæôî÷�ð3òv÷��±÷�ìk��ë°íBê[ôQ. ÷�û�è)þ�ð3ìv÷
ñ3ôæð���ëî÷�ð3ò��IszíBë4�u}ôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷�ì�òvíBð:hn÷�ï3÷��I�SíBôæð3ì�ëîíBê���þ)íBö½ñ;ÿGòSÿGó3ôî÷���ÿGñ3òvõ���ö�íBëæê��·ï/. ëæìvè�òSÿGì�ëîíBê��·÷�ì
÷�êµð3êÀìv÷�ö½ñ��lð3êÀñg÷�ð�ñ3ôæð��Añg÷�ì�ëæì�å
lJ÷°ìSÿGó3ôî÷�ÿGðÀï3÷lìv÷��vìYï3÷°ô²ÿ·é��@ð3òv÷�ü�åùø�ÿ�è�ìvè�íBó3ìv÷�êUðÀï}ÿGê��Yôî÷��<ö t ö�÷��Pþ)íBê}ï�ëæì�ëîíBê��^5oð}÷°þ)÷�ôæð3ëgñríBð3ò
ôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷�ï/.ùÿGñ3ñ3òví)û�ëæö�ÿGì�ëîíBêÍ�@ôîíBð3ìvíBêJå¨TIíBð3ò ØQG�×2���qG/Ç � �*¨ ÷�ì�� ��O � Ü�G/Ç j Ç7¨�×I� u;íBêÿ�þ��}íBë4�vë
ôî÷��^h@ÿGôî÷�ð3ò���ä��÷�ìløPu�òv÷���ñr÷)þ�ì�ë�hn÷�ö�÷�êUì�å�Y°ê�hníBëæìAìvíBð3ìlï3÷a��ð3ëæìv÷a5oð}÷·ôî÷��Pìv÷�ö½ñ��lï/. ÷�û3è)þ�ð3ì�ëîíBê��víBêoì
ñ3ôæð����@òSÿGê}ï:�D5oð}÷¬þ)÷�ð�û$ï3÷¬ôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷Àñ3òvè)þ)è)ï3÷�êoì�å+ýÔhn÷)þ¬ð3ê}÷��S÷�ð3ôî÷¬ëæìvè�òSÿGì�ëîíBê[÷�ì½ð3ê}÷��S÷�ð3ôî÷
ñ:�;ÿ6�v÷Àï/. íBñ3ì�ëæö½ë4�¶ÿGì�ëîíBê*u<íBê ÿGð3òSÿGëæì�þ)÷�ñr÷�ê}ï}ÿGêUì¹íBó3ìv÷�êoð ï3÷��½ìv÷�ö½ñ���ï/. ÷�û3è)þ�ð3ì�ëîíBê þ)íBö½ñ;ÿGòSÿGó3ôî÷��
�¹ôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷½ï/.ùÿGñ3ñ3òví)û�ëæö�ÿGì�ëîíBêJåÜc+êþ)÷�5oð3ëIþ)íBê}þ)÷�ò�ê}÷�ôQ. íBñ3ì�ëæö�ÿGôæëæìvè�ï3÷��&�SíBôæð3ì�ëîíBê��udþ)÷�ì�ÿGô��nírU
ò�ëæì��3ö�÷�ê}íBð���szíBð3ò�ê3ëæì�ÿGð����vë<ï3÷���óríBê���òvè���ð3ôæìSÿGì��8åÔY°êmñr÷�ð3ì�òv÷�ö�ÿGò�5oð}÷�òi5oð}÷½ñríBð3ò�ôî÷����@òSÿGñ:�}÷��
þ�òv÷�ð�û/u3ëæôJì�òvíBð:hn÷¦ï3÷�ö�÷�ëæôæôî÷�ð3òv÷��&�víBôæð3ì�ëîíBê��l÷�ì�ñríBð3ò�ôî÷��"�@òSÿGñ:�}÷��lï3÷�ê��v÷��u{þ�. è�ìSÿGëæì�ôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷�ü
5oð3ë}ì�òvíBð:h@ÿGëæì<ï3÷Aö�÷�ëæôæôî÷�ð3ò���òvè���ð3ôæìSÿGì��u���ð3ò�ìvíBð3ì�ñgíBð3ò<ôî÷��]�@òSÿGñ:�}÷���í6�

γ
÷���ì+ñr÷�ì�ëæìm�·ô²ÿ·ó;ÿ6�S÷@å��¸ÿGë4�

ô²ÿ�5oð;ÿGôæëæìvè±ï3÷����víBôæð3ì�ëîíBê��½ï�ëA¦dõ�òv÷<�v÷�ð3ôî÷�ö�÷�êUì½ñr÷�ð�÷�ì�ô²ÿ�ö�÷�ëæôæôî÷�ð3òv÷��víBôæð3ì�ëîíBê�ñríBð3ò�ï3è�ìv÷�ò�ö½ëæê}÷�ò
ð3ê¸÷�ê��v÷�ö�ó3ôî÷�ï3íBö½ëæê;ÿGêUì·ï3÷�ìSÿGëæôæôî÷�ñg÷�ì�ëæìv÷��S÷�òSÿGëæì°ï/. ÷�û3è)þ�ð3ìv÷�ò°ôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷�ï/.ùÿGñ3ñ3òví)û�ëæö�ÿGì�ëîíBêD÷�ì
÷�ê���ð3ëæìv÷�þ)÷�ôæð3ëAU`þ�ë	ÿ�hn÷)þ�ÿGð3ìSÿGêUìlï/. ëæìvè�òSÿGì�ëîíBê��de ð���5Uð*.B��þ)÷�5oð*. íBêµ÷���ìC�SÿGì�ë4��szÿGëæì�ï�ðµòvè��vð3ôæìSÿGì�å

ø�ä
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ê ï3÷�ê���ëæìvè
γ(G)

ì�òvíBð:hnè§U�ö�íØ ì�òvíBð:hnè§U�ö½ëæê ì�òvíBð:hnè§U�ö�ÿ�û ìv÷�ö½ñ���ï/. ÷�û3è)þ�ð3ì�ëîíBê
ø������ �Sï =�� =�íPuB��K =r� ä�@ø ä�uæä��í��
ø������ �Sï í�� =�ä�uÄ16� í�í =�� ä�uæä@äª���
ø������ �Sï 16� í��Puùø@ø í�� í�= ä�uæä@ä���
ø������ ø��Sï ø�� ø�KPu²í�� ø�K ø�í üPuB���r���
ø������ ø��Sï ø�� ør��uB��� ø@ø ø�K øPu²í�K@ø��
ø������ ø��Sï ä� ø@øPuB=@ø ø�ä ør� øPuBK������
ø������ ���Sï í =PuB�@ü í ä� ��uB�@ø�ä��
ø������ ���Sï 1 íPuBK@ü 1 ä� üPuÄ1��Eí��
ø������ ���Sï K íPuùø�= K = üPuB��ä�ü��
ä������� �Sï ä�ø�� ä�ø��PuB=�� ä�ø@ø ä�ø�í ��ä�uB=r��1��
ä������� �Sï ä@ä� ä@ä=PuB�@ø ä@äK ä�ø@ø ���Pu²ír�����
ä������� �Sï ä��� ä@ä�üPuB�r� ä@ä@ä ä@ä21 ���Puùø���1��
ä������� ø��Sï ø�K ü�ä�uB�r� ü�� ü@ü í�=PuB��í�=��
ä������� ø��Sï ør� ü��PuB�r� ø�1 ü@ø í�KPuBK��@ø��
ä������� ø��Sï ø@ø ø�=PuB=r� ø�í ü�ä í��PuB�@ø�í��

�µ���jÉ ü�åùøPÊ�\�÷��vì���ï3÷�ôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷N� ×I�*�@O � R'¨ ��ð3ò�ï3÷��C�@òSÿGñ:�}÷��lï/. íBòvï�òv÷�ø������½÷�ì¦ä�������

ø@ø



� � �('�� 4�����"/� %���' # ��� �32 �����

�ky�x Ì����Î���[~C�I�Ï�C�I���(�Hó¨�/�SaD�C�mó �d� òa�)(
�
�(���*�8���mó �dÏ^ò"ñV��ó

ç�ÿGê���ôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷DøF�Dô²ÿDñ;ÿr�n÷�1%u+ôî÷���ï3÷�ð�û[óríBò�ê}÷��/��� ���'×IØ��*Ù ÷�ì/��� ���'×BÛ��*Ü ê*. è�ìSÿGëî÷�êUì
hníBôîíBêoìSÿGëæòv÷�ö�÷�êUì�ñ;ÿ6��þ)í�ï3è��¦÷�ê�ï�ð3òuIñ;ÿGòvþ)÷k5oð*. íBê$÷����Sÿ�Øn÷±ï}ÿGê���þ)÷�ì�ìv÷k�v÷)þ�ì�ëîíBê ï3÷±ï3íBê3ê}÷�ò�ï3÷��
�}÷�ð3ò�ë4��ì�ë45oð}÷���ñríBð3ò¦ôî÷���ï3è�ìv÷�ò�ö½ëæê}÷�ò�ï3÷±ö�ÿGê3ëîõ�òv÷±ñ3ôæð��½íBñ3ì�ëæö�ÿGôî÷@å]T	íBð3ò���� ���'×BÛ��*Ü u+íBê$ñr÷�ð3ì
ñ3òv÷�ê}ï�òv÷�ôî÷�òvè���ð3ôæìSÿGìAï3÷lôQ. ÷�û3è)þ�ð3ì�ëîíBêµï/. ð3êµÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷�ï3÷lô²ÿ�ñ;ÿGò�ì�ëî÷�ü�å3úY÷)þ�ë��S÷�òSÿGëæì�ñ;ÿGò�ì�ëîþ�ð3ôæëîõ�òv÷§U
ö�÷�êoì°ëæêoìvè�òv÷����SÿGêUì·ñríBð3ò°ôQ.ùÿGñ3ñ3òví�þ��}÷i×`ï�ð0�;ÿGð3ìIhn÷�ò��°ôî÷�ó;ÿ6��×�u}ö�ÿGë4��íBê0h@ÿ�÷����¶ÿ�Øn÷�ò�ëîþ�ë�ñ3ôæð3ì��Bì·ï3÷
ï3è�ìv÷�ò�ö½ëæê}÷�ò�ð3ê}÷�ö�÷�ëæôæôî÷�ð3òv÷ihBÿGôî÷�ð3ò°ñgíBð3ò¥��� ���*×2Ø��*Ù å�\JòvíBë4�°ö�è�ì��}íoï3÷��&�víBêUì�ð3ì�ëæôæë4�vè)÷��lëîþ�ë�ñríBð3ò
ì�òvíBð:hn÷�ò�ð3ê}÷�ógíBò�ê}÷�ëæêPszè�ò�ëî÷�ð3òv÷�ñríBð3ò�ô²ÿ�ìSÿGëæôæôî÷�ï/. ð3ê�÷�ê��S÷�ö�ó3ôî÷�ï3íBö½ëæê;ÿGêoìlö½ëæê3ëæö¦ð3öµå

� û�������þ��[ù
lJ÷�ï�ë²ÿGö�õ�ì�òv÷�ï/. ð3ê��@òSÿGñ:�}÷

G = (V,E)
÷���ìAô²ÿ�ôîíBê:�@ð}÷�ð3ò�ï�ðµñ3ôæð��AôîíBê:��þ��}÷�ö½ëæê�ñ;ÿGò�ö½ë�ìvíBð��lôî÷��

ñ3ôæð��Pþ)íBð3ò�ì��Yþ��}÷�ö½ëæê��Aï}ÿGê��Yôî÷C�@òSÿGñ:�}÷@åPTIíBð3òYôî÷°ï3è�ìv÷�ò�ö½ëæê}÷�òu3íBê¹÷§¦d÷)þ�ì�ð}÷�ñgíBð3òYþ��;ÿ65oð}÷&�SíBö½ö�÷�ì
ð3êuñ;ÿGòvþ)íBð3ò��±÷�ê6ô²ÿGò��n÷�ð3ò©n¢7wvg;:o�å^;�íBëæì

dist(u, v)
ô²ÿDôîíBê:�@ð}÷�ð3òÀï/. ð3ê ñ3ôæð��¬þ)íBð3ò�ì¹þ��}÷�ö½ëæê=ï�ð

�víBö½ö�÷�ì
u
ÿGð��víBö½ö�÷�ì

v
å¨l�ÿ��;ÿGð3ìv÷�ð3ò·ï3÷�ôQ.ùÿGò�ó3òv÷�òvè��vð3ôæìSÿGêUì�ï�ð7ñ;ÿGòvþ)íBð3ò��·÷�ê7ô²ÿGò��n÷�ð3ò�ñríBð3òlôî÷

�víBö½ö�÷�ì
v
ï3íBê3ê}÷½ô²ÿ±ôîíBê:�@ð}÷�ð3ò�ö�ÿ�û�ëæö�ÿGôî÷

max{dist(v, u) : u ∈ V } ï3÷�ìvíBð���ôî÷���ñ3ôæð���þ)íBð3ò�ì��þ��}÷�ö½ëæê��¹ë4����ð���ï3÷
v
å@;oë�íBêu÷§¦d÷)þ�ì�ð}÷µð3êuñ;ÿGòvþ)íBð3ò��±÷�êuô²ÿGò��n÷�ð3ò¹ñríBð3ò�ìvíBð��¹ôî÷����víBö½ö�÷�ì��u<íBê

íBó3ì�ëî÷�ê}ï�òSÿ�ôî÷�ï�ë²ÿGö�õ�ì�òv÷
diam(G) = max{dist(u, v) : u, v ∈ V } ÷�êµìv÷�ö½ñ�� O(n + nm)

å
;oë�íBê½þ)íBê3ê;ÿ�îìIôî÷Yï�ë²ÿGö�õ�ì�òv÷Pï/. ð3ê��@òSÿGñ:�}÷�uGíBê��SÿGëæìV5oð*. ð3ê��víBð���U`÷�ê��v÷�ö�ó3ôî÷Pï3÷@�víBö½ö�÷�ì��Mï�ði�@òSÿGñ:�}÷
ëæê}ï�ð3ëæì	ð3ê¦þ��}÷�ö½ëæê�þ)íBêUìv÷�ê;ÿGêoì

diam(G) + 
�víBö½ö�÷�ì���å�l�ÿ�ï3íBö½ëæê;ÿGì�ëîíBê�ï/. ð3ê¦þ��}÷�ö½ëæê�÷���ìÜszÿBþ�ëæôî÷"Ê

ëæôÜ�vðPW�ìlï3÷�þ)íBö½ö�÷�ê}þ)÷�òlñ;ÿGòlôî÷�ï3÷�ð�û�ëîõ�ö�÷i�víBö½ö�÷�ìlï�ð�þ��}÷�ö½ëæê7÷�ìlï3÷�ñ3òv÷�ê}ï�òv÷�÷�ê���ð3ëæìv÷�þ��;ÿ65Uð}÷
ì�òvíBë4��ëîõ�ö�÷�ñgíBð3ò�ôQ.ùÿ�e�íBð3ìv÷�òi�ÀôQ. ÷�ê��v÷�ö�ó3ôî÷±ï3íBö½ëæê;ÿGêUì�åjXlêXþ��}÷�ö½ëæê

Pn
ï3÷½ôîíBê:�@ð}÷�ð3ò

n− 
ÿGð3òSÿ

ï3íBê}þ°þ)íBö½ö�÷�ê}íBö�ó3òv÷�ï3÷�ï3íBö½ëæê;ÿGì�ëîíBê
γ(Pn) = dn/e åoúY÷)þ�ë{ê}íBð��<ï3íBê3ê}÷�ð3ê}÷lñ3òv÷�ö½ëîõ�òv÷�óríBò�ê}÷ëæêPszè�ò�ëî÷�ð3òv÷�ñríBð3ò�ô²ÿ�ìSÿGëæôæôî÷�ï/. ð3ê��¸ç�;±ï�ð��@òSÿGñ:�}÷DÊ

γ(G) ≥
⌈

diam(G)+


⌉

lJ÷��Yòvè���ð3ôæìSÿGì��Yï3÷�þ)÷�ì�ìv÷°ï3è�ìv÷�ò�ö½ëæê;ÿGì�ëîíBêµï/. ð3ê}÷°ógíBò�ê}÷°ëæêPszè�ò�ëî÷�ð3òv÷°ê}÷I�víBêUìP÷�ê��nè�ê}è�òSÿGôgñ;ÿ6�Y÷�û3þ)÷�ñPU
ì�ëîíBê3ê}÷�ôæôî÷�ö�÷�êoì�óríBê��urþ�ÿGò
�S÷�ð3ôî÷�ö�÷�êUì�ð3ê}÷�ñr÷�ì�ëæìv÷�ñ;ÿGò�ì�ëî÷½ï�ð��@òSÿGñ:�}÷�n ôî÷�þ��}÷�ö½ëæêmï3íBê3ê}è�ñ;ÿGò·ôî÷
ï�ë²ÿGö�õ�ì�òv÷2o�÷���ì�þ)íBê���ëîï3è�òvè)÷@å

ø@ü



� � °(²6¯&ë�ê�ê���¯wéqêQ²�ìCê¢°´�Öæ�æ�æ
÷ký��*�'�pû#þ.���©ù������3�����¶�@�/û7� �qþ6û �k���]ý ���qþÒ�k�
ÙEðÛ5oð*. íBêuþ)íBê3ê;ÿ�îì¬ð3ê|s�ÿBþ�ìv÷�ð3ò¹ï/.ùÿGñ3ñ3òví�û�ëæö�ÿGì�ëîíBê=ñríBð3ò±ôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷¸ï3÷7ô²ÿF�S÷)þ�ì�ëîíBê ü�åæä�uYíBê
ñr÷�ð3ìPôQ. ÷�û�ñ3ôîíBëæìv÷�òAñríBð3òAíBó3ìv÷�ê3ëæòAð3ê}÷�ógíBò�ê}÷�ëæêPszè�ò�ëî÷�ð3òv÷·ñgíBð3ò

γ(G)
åPTMÿGòAð3ê}÷�ì�òSÿGê���s�íBò�ö�ÿGì�ëîíBêµï3÷

ôQ. è�5oð;ÿGì�ëîíBê7ï�ð<s�ÿBþ�ìv÷�ð3òlï/.ùÿGñ3ñ3òví�û�ëæö�ÿGì�ëîíBêï3÷�þ)÷�ì°ÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷�u;íBê7íBó3ì�ëî÷�êUìI5oð}÷

γ(G) ≥ A(G)
+logn

í6�
A(G)

÷���ìYô²ÿ�ìSÿGëæôæôî÷·ï/. ð3ê¬÷�ê��v÷�ö�ó3ôî÷·ï3íBö½ëæê;ÿGêoìAòv÷�ìvíBð3ò�ê}è°ñ;ÿGòYôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷�ï/.ùÿGñ3ñ3òví)û�ëæö�ÿGì�ëîíBê
�@ôîíBð3ìvíBêJå
ÙEðk5Uð}÷Aôî÷^szÿBþ�ìv÷�ð3òYï/.ùÿGñ3ñ3òví)û�ëæö�ÿGì�ëîíBê¬÷��vì+òv÷�ô²ÿGì�ë�hn÷�ö�÷�êUìYö�ÿGð:hBÿGë4�<ñgíBð3ò�þ)÷�ìYÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷l÷�ì�ñ;ÿGòvþ)÷
5oð*. ÷�ê�ñ3òSÿGì�ë45Uð}÷�uGëæô�ì�òvíBð:hn÷@�víBð:hn÷�êUì+ï3÷��V�víBôæð3ì�ëîíBê��Mór÷�ÿGð}þ)íBð3ñ�ñ3ôæð��	ñ3òví�þ��}÷��Eï3÷YôQ. ÷�ê��v÷�ö¦ó3ôî÷Aï3íBö½ëAU
ê;ÿGêoìPö½ëæê3ëæö�ð3ö�u�þ)÷�ì�ìv÷�ÿGñ3ñ3òví�þ��}÷�ì�òvíBð:hn÷�ÿGð�����ëgï3÷��<óríBò�ê}÷���ëæêPs�è�ò�ëî÷�ð3òv÷��Aÿ6���v÷,��ñr÷�ì�ëæìv÷���åUç�ÿGê��Yôî÷��
ìv÷��vì��uGëæô3ÿ�è�ìvèPþ)íBê���ìSÿGìvè^5oð}÷<ñríBð3òEï3÷��V�@òSÿGê}ï:�]�@òSÿGñ:�}÷��uBþ)÷�ì�ìv÷@�}÷�ð3ò�ë4��ì�ë45oð}÷Yì�òvíBð:hn÷Aï3÷�ö�÷�ëæôæôî÷�ð3òv÷��
òvè��vð3ôæìSÿGì��^5Uð}÷·þ)÷�ôæôî÷·ó;ÿ6�vè)÷
��ð3òYôî÷·ï�ë²ÿGö�õ�ì�òv÷�u;ÿGôîíBò��^5Uð}÷�þ�. ÷���ìPôQ. ëæê(hn÷�ò��S÷·ñgíBð3òPôî÷��Pñr÷�ì�ëæì��@�@òSÿGñ:�}÷���å

	��x����ø��qûS���
;oëIíBê7þ)íBê���ëîï3õ�òv÷�ð3ê0�víBö½ö�÷�ì

v ∈ V
u{ÿGôîíBò���ÿGð�ö�íBëæê��

v
íBð7ð3ê�ï3÷8�S÷��ChníBë4��ëæê��·ÿGñ3ñ;ÿGò�ì�ëî÷�ê}ï�òSÿk�

ôQ. ÷�ê��S÷�ö�ó3ôî÷±ï3íBö½ëæê;ÿGêUì�å+úY÷�ì�ìv÷¹ÿGñ3ñ3òví�þ��}÷khBÿµï3è�ìv÷�ò�ö½ëæê}÷�ò¦ð3ê}÷�ógíBò�ê}÷½ëæêPszè�ò�ëî÷�ð3òv÷¹ñgíBð3ò�ô²ÿµìSÿGëæôæôî÷
ï/. ð3ê��¸ça;D÷�ê þ)íBê���ëîï3è�òSÿGêoì�ìvíBð3ìv÷��¦ôî÷��¦ñgí����vëæó3ëæôæëæìvè��¦ï3÷¹ï3íBö½ëæê}÷�ò

v
åÔT	íBð3ò�þ��;ÿ65oð}÷��víBö½ö�÷�ì

u5oð3ë	ï3íBö½ëæê}÷
v
ugþ�. ÷���ì�U_��U`ï�ëæòv÷¦ñgíBð3ò�þ��;ÿ65oð}÷i�víBö½ö�÷�ì

u ∈ N [v]
u{íBê�h@ÿ�þ)íBôîíBò�ëî÷�ò

u
÷�ìI�v÷��"hníBë4��ëæê��

÷�ê ��� Ç7� ÷�ì�íBêXëæê}þ�òvè�ö�÷�êUìv÷¹ô²ÿ¬óríBò�ê}÷½ëæêPszè�ò�ëî÷�ð3òv÷@åÜcEê���ð3ëæìv÷�u�íBê©szÿGëæì�ô²ÿ¬ö t ö�÷�þ��}í��S÷�ñríBð3ò�ôî÷��
�SíBö½ö�÷�ì������ ���'� �lòv÷���ìSÿGêUì��8å
-/.)021B3�47698�:�� ø�U¥TMÿBþ�9�ëæê:�¹ñríBð3ò�ï3è�ìv÷�ò�ö½ëæê}÷�ò���� ���*×IØ��'Ù

� ACAQaExq��zÒCSÀLKÝX ZÄK%\]VY=2^ÃNPXQ`QaEbEcQRd^_NP=DC�@�z{RE`

∀v ∈ V, couleur[v]← eFUSa?CSx
eIH�`QCERFÉ5CQÊ ← >
perm[]← }Fo5j�rDiEsFm5s2u�h5~ÅmE}�|Em�sDhDu�jDo Î oDp[p�h�rQrIo�sIp Î o Vg?h�iEj

i = : Ë nt mDu9jFo | u
couleur[perm[i]] =

eDUEaQCSx
mE}Qh5jIp ∀v ∈ N [N [perm[i]]], couleur[v] ← y HBz,`e2H5`QCERFÉ�CEÊ ← e2H5`QCERFÉ�CEÊ ;�:jDo�sDh�iEjE~Fo5j eIH�`QCERFÉ5CQÊ

ç�ÿGê��IôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷CKI5Uð}÷whníBëîþ�ëQuBíBê�þ)íBê��vëîï3õ�òv÷�ôî÷��V�víBö½ö�÷�ì��Mï}ÿGê��Mð3ê�íBòvï�òv÷AÿGôîè�ÿGìvíBëæòv÷@å@ý þ��;ÿ65oð}÷
szíBë4�&5Uð*. íBêþ��}íBë4��ëæì�ð3êÍ�víBö½ö�÷�ì�÷�ì
5oð*. ëæô	÷���ì°ó3ô²ÿGê}þ�ugíBêï�ëæòSÿk5Uð}÷¦þ)÷i�víBö½ö�÷�ì�ÿGñ3ñ;ÿGò�ì�ëî÷�ê}ï�òSÿ¬ÿGð
ñ;ÿBþ�9oëæê:�

S
å¨Y°ê¸þ)íBôîíBò�ëî÷¦ÿGôîíBò���÷�ê���� Ç)� þ)÷8�SíBö½ö�÷�ìu-�v÷��"hníBë4��ëæê��l÷�ì°ôî÷��"�víBö½ö�÷�ì��
�½ï�ë4��ìSÿGê}þ)÷�ø

÷�ì°íBêÀëæê}þ�òvè�ö�÷�êUìv÷¦ô²ÿ�ógíBò�ê}÷�ëæêPszè�ò�ëî÷�ð3òv÷@å
l�÷��"�víBö½ö�÷�ì��C5oð3ë�ÿGñ3ñ;ÿGò�ì�ëî÷�ê3ê}÷�êUì�ÿGðµñ;ÿBþ�9oëæê:�

S
�SÿGì�ë4��szíBêUìAô²ÿ½þ)íBê}ï�ëæì�ëîíBê��vð3ë�hBÿGêoìv÷�Ê

ør�



� æA« �d°Ò� Vr´����¯Ú���2²6¯�´4ì®¢´10:²?��ì��2®më�ê��:°¯�´Q®��F�P��ì��%��ë(³2®¼ì

∀s, s′ ∈ S : dist(s, s′) > 

ý|þ�ÿGð��v÷�ï3÷�ô²ÿ�ñg÷�ò�ö¦ð3ìSÿGì�ëîíBêÿGôîè�ÿGìvíBëæòv÷¦ï3÷��"�víBö½ö�÷�ì��2u}þ)÷�ì°ÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷¦ñg÷�ð3ì t ì�òv÷�÷�û�è)þ�ð3ìvè�ñ3ôæðPU
��ëî÷�ð3ò���s�íBë4�½ñríBð3ò�íBó3ìv÷�ê3ëæò¹ï3÷���ö�÷�ëæôæôî÷�ð3ò���òvè���ð3ôæìSÿGì���åw;oëlíBê ôî÷µþ)íBö½ñ;ÿGòv÷�ÿhn÷)þµôî÷���ÿGð3ì�òv÷����}÷�ðPU
ò�ë4��ì�ë45oð}÷�����ð3ò�ï3÷��¦ëæê��vìSÿGê}þ)÷���ï3÷¹ìv÷���ìuIíBê òv÷�ö�ÿGò�5oð}÷<5Uð}÷¢¡ O£P�����gjÇ7�*È íBó3ì�ëî÷�êUì�ñ3òSÿGì�ë45oð}÷�ö�÷�êUì
ìvíBð6e�íBð3ò���ô²ÿ�ñ3ôæð��^�@òSÿGê}ï3÷�ógíBò�ê}÷·ëæêPszè�ò�ëî÷�ð3òv÷�ñríBð3ò

γ(G)
å

0

4

1 2

5 6 7

3

8 9 10 11

Æ@ÇHÈ@É �}åæä�Ê:cMû3÷�ö½ñ3ôî÷¦ø�U¥TMÿBþ�9�ëæê:�
úYíBê���ëîï3è�òvíBê��	ôQ. ÷�û3÷�ö½ñ3ôî÷+ï3÷Eô²ÿYé��@ð3òv÷d�}åæä@å�ýAï�ö�÷�ì�ìvíBê��Ô5oð}÷EôQ.ùÿGô��níBò�ëæì��3ö�÷�þ��}íBë4��ëæìIþ)íBö½ö�÷<ï/.ùÿGóríBòvï
ôî÷I�víBö½ö�÷�ì@K�å�Z`ôgþ)íBôîíBò�ëî÷�ÿGôîíBò���ìvíBð���ôî÷��m�víBö½ö�÷�ì��^��ð3ê}÷lï�ë4��ìSÿGê}þ)÷·ÿGð�ñ3ôæð��Pø�÷�êY��� Ç)� å(cEê���ð3ëæìv÷�u
ëæôrþ��}íBë4��ëæòSÿPu�ñ;ÿGòP÷�û3÷�ö½ñ3ôî÷°ôî÷
�víBö½ö�÷�ì�ü¦÷�ì�ñ3ð3ë4�Pôî÷&�víBö½ö�÷�ìC�Pu�þ)÷I5oð3ëdþ)íBôîíBò�ëî÷°ìvíBð3ìPôî÷I�@òSÿGñ:�}÷·÷�ê
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