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D���D������Þ�v��4!������4!���<����D�n@������ C3��':����1L(���!D���'1?,����D�D����?,����D�+%��D�i���� ���D���m*,�����!D���'7?,����D����?,���7��
*,�!�:��� ��)�*!�:+%��D�i���� ���D � Ø �n>��*,
239��!9������ ��D���������D
+,��*���n,����?,��/�':��D7��� ��4!������4Ã����

k
���!D���'7?,����D

D����?,����D^��
l

��� ��)�*!��D��

EÖ����?,��/�':�+�$w v xKy pr{zp
k, l D t { q �N:Rv �po�Ö�����9����,AB�ß2N����n,4!�1�!���%HÆ�����������9

G = (V,E)±~��������Ý�
k

���!D���'1?,����D<D����?,����D
I1, I2, ..., Ik

��
l

��� ��)�*!��D
C1, C2, ..., Cl

eÃ���*!D�+%��D�i���� ���D)eq����Ü)�*!�
�G�
�K����+%� �Ã��� � �9�+,�m����*,��*,�,�����

I1∪ I2∪ ...∪ Ik ∪C1∪C2∪ ...∪Cl
��D�[�G�<n,� *!D[2N�����!+,�mn>�ND�D�� ?,��� �

	<���!D5���ß��4Ã��n,� ����Yn,��9���9�+,����)e«���g��9��*!+%��9ß���W�K��D:��
k = 2

��
l = 0

� 	��8nÃ����:�G�I�Ã���*,���
����'5n,��9�':�������� ���W+,��DÓ+,��*�� n,����?,��/�':��D��Þs y�� { oi��ÖkWl mTo�prq�s�o t�u-v q�s�o6eÜ���in>��*,Ó�	�%9���*,����
���á��� 23����� �4,':��n,��9���9�+,����^D�*,�«���m2N����n,4!������'5n,��9�':�������� ���<n>��*,�[��9�D���*!+%���������K��D

k = 0
��

l = 2
�

�Ö� 239��!9�������e D������Ì�8*,�Ì��� 23����� �4,':�:n>��*,�
k = a

��
l = b

eÊ��������D7���i�ß��*!D�D��Ö*,�i��� 23����� �4,':�
n@��*,�

k = b
��

l = a
à%� � D�*�f:ÊiÂ*!D���<+,�<nÃ��D�D����B��*Y2N����n,4!�1����'5n,��9�':�������� ���Ó��CN�����+�� �	�%9���*,����

���á��� 23����� �4,':� �
¨«���!D���+,9������!D:���Y�K��D

k = l = 1
e�����������D�n>���!+!����Ý�1w v xzy pr{zp t �$s y£u}t {nq �N:Rv �po � Ø �ñCN�

?,����/�C3��':�����+,9������ ���<*,�£��� 23����� �4,':�1n@��*,�j������9�D���*!+%��� �
�Ê��DÜD���'5':���DÖ+,��'5�ÒHÀ�!��� ��DÜ�!�[n@��*,C3����ÖnÃ��DÜ��n,nÃ��������,� �ú�B��� ���!D���'7?,���j+,��D.D���'5':���D ?,�G���!��D

C
ª��G�

��� ��)�*!�U¬j��j����D^D���'5':���D^+,��'5�ÒHÀ?,�G���!��Dm�!��n@��*,C3����^nÃ��DB��n,nÃ��������,� �Þ����� ���!D���'1?,���7+,��D^D���'5':���D
�!��� ��D

I
ª���� ���!D���'1?,���<D����?,���U¬ � Ø �8*,�� � ��D��B����D«'Ö��':��D«n>����+,D«)�*!��+!���!D[������4Ã��n,� ���� ��� �Ê��D«��9�+%*!�zH

������!DÜD�����Ö����� ����DÜ+%*���4Ã��n,� ���� � �KC3���[+,��D.��9�23/�����DÜ':�~+%�Ò°Ã�K��������!D��k�����!�[������ ��[nÃ��D ����DÜD���'5':���D
+,��'5�ÒHÀ?,�G���!��D[+!���!D�����D�?,�����!��4!��':�����Dj�������DÖ��9�+%*!��������!D©L�e � ��«P<������(D�*,n,n,��� ':�B�G����9�+%*!��������
?�� �a� ��+,9��¥��D�1)�* � ���Ì��4!������4!�(��� ���!D���'1?,���¥D����?,���(����'5':�v+!���!D
���á��� 23����� �4,':�vn@��*,�1���T�%� '1*,'
ï«� nÃ������ ��¥±�*,?,2N����n,4i��7)�* � ���Ì��4!������4!�v�G�ß��� ��)�*!�:+,�5�G�8'Ö��':�Ó$À��Q����ÌD�*,�1���Ó2N����n,4!�(����'5n,��9zH
':�������� ��� � ���Ó��9�+%*!�������� ? ��D�j����'5n,�G����9��
nÃ���^����Dj?,�����!��4!��':�����Dm+%*W�K��D � +!���!Dj���á��� 23����� �4,':�
���ÒHÆ+,��D�D���*!D �
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��

V = F
ª�� �Ê� � �	�%��D����nÃ��D^+,�
D���'5':��B+,��'5�ÒHÆ����������9U¬

E.��*,�5���:n,����?,��/�':�eÜ���Ì�!�(n@��*,7nÃ��D7D�� '5n,����':����5�������������7*,�`D���'5':��7)�*!���������!)�*!�v���
+,��'5�ÒHÀ�!��� � � E ��*,��w v xzy pW{Kp 9 y � v;:Lu�y¡u o t {nq �N:Rv �poÊe3��� ���!D���'7?,���B+,��D�D���'5':���D�?,�G���!��D
�������� *,� +,��DBD���'5':���DB�!��� ��Dm9����� m����'5n,��/����':����<� ���������4Ã���,23�K��?,���e ���
)�*,�Ê� � ��D�mnÃ��D^���
�K��DB����� �

�3¬
∃u : d(u) ≥ 5¨«�����������

u
���i�!��� �8ª����á�Ti���*,����æ�

I
¬(ª
−f

¬���*i���f+,��'5�ÒHÀ?,�G���!�ª
+h − f

¬ � ±��
u

��D�
����������97���ß�!��� �)eÃ��*W':��� �!DBPÓC3����D�� �!D^+,��C������,�!����m+,��'5�ÒHÀ?,�G���!��DÓª

+5h− 5f
¬ �

T (n) ≤ T (n + 5h− 6f) + T (n + h− f)

?q¬
n ≤ 11��9�D���*!+%���
���<n,����?,��/�':�1���ß���'5n!Dm�����!D������

�U¬
∃u : 3 ≤ d(u) ≤ 4¨«�����������

u
�����!��� �:ª

−f
¬	eq����?,�G���!�Wª

−f
¬B��*D�*,n,n,��� ':���

u
ª
−f

¬ � ±��
u

��D�<����������9
����!��� �)e D���D�C3����D�� �!D<+,��C������,�!����7+,��'5�ÒHÀ?,�G���!��D(ª

+d(u)h − d(u)f
¬ � ±R� � ����D�
����������9

���I?,�G���!�e@���*!DmD���Dm�!���%HÀC3����D�� �!D<+,��C~�����,�!����<+,��'5�ÒHÀ�!��� ��D:ª
+(11 − d(u))h − (11 −

d(u))f
¬ �

T (n) ≤ T (n + 4h − 5f) + T (n + 7h− 8f) + T (n− f)

T (n) ≤ T (n + 3h − 4f) + T (n + 8h− 9f) + T (n− f)

+Ã¬
∆(G) ≤ 2��9�D���*!+%���
���<n,����?,��/�':�1���ß���'5n!DBn@��� =~�!��'5�G���

L �
B 6= ∅Ø �I*,�� � ��D��7����DB?,�����!��4!��':�����D<+,�7�G�:D����������� ��� Lv�KC3���1����Dm'Ö��':��D���/�2N����Dm+,�7��9���*,�������!���e
'(����DmD����!Dj����D^�K��D^D�=�':9������)�*!��Djn>��*,�^����D^D���'5':���D^+,��'5�ÒHÀ?,�G���!��D �

���
B = ∅

��
W 6= ∅Ø �v*,�� � ��D��^����D�'Ö��':��D���/�2N����D«+,�^?,�����!��4!��':�����DjD�*,�����B2N����n,4!�B+,��'5�ÒHÆ����������9�����'5n,��9�':���%H

���� ��� � �Ê�©����'5n,��9�':�������� ���B+�� *,�Ó2N����n,4!�j+,��'5�ÒHÆ����������9
G = (V, F,B,W,E)

��D�.���«2N����n,4!�
+,��'5�ÒHÆ����������9

Ḡ = (V, F,W,B, Ē)
�KC3���

Ē = V × V −E
�

�Ê��D���/�2N����D[+,�j?,�����!��4!��':����j+%*(�K��D � ����[9��9^��4!����D�����D�+,�©$À��Q��������!�^nÃ��D���*,2N':��������«���j���'5n!D
+�� �	�%9���*,������W��?,�����*WnÃ���©����D«��9���*,�������!����D^+%*ß��4Ã��n,� ���� � ��j����^��� 23����� �4,':�<D)� �	�%9���*,��<+,���!�����
���'5n!D

O∗(1.6330n)
9�2�������':���� �

E ��*,�Ö��9�D���*!+%���Hw v xzy pr{zp
k, l D t {nq �N:Rv �poß+!���!D ���«�K��D.239��!9�������e�*,�!�['(���,��/����©��D�Ü+�� 9���*,':9������

����D
k, l

HÆD���*!DÂHÀ2N����n,4!��D^'(�T�~� '(��*��¥nÃ���«� �!+%*!��������W��j+,��':9�':������D����©*,�ß+,������D«D���*!DÂHÀ2N����n,4!��Dj+,�
���� � ���B'(�T�%� '(����� � AB�

k, l
HÆD���*!D�HÀ2N����n,4!�m��D�['(�T�~� '(���@nÃ���«� �!+%*!��������8D��q���(�!�mn>��*,�nÃ��D«��?,����,� �

*,� ��*,����
k, l

HÆD���*!DÂHÀ2N����n,4!�Y���Ø� *,���TiÂ��*,�����(*,�gD���'5':��v+%*Ø2N����n,4!�W� �,� ��G��� � 	<���!D3��ï«=%D�M�Oj��e
ï«=~D��3�UC:n,��9�D�������m+,��Dj��� 23����� �4,':��D©n>��*,�«9���*,':9������©+,��D©D���*!D�HÀ2N����n,4!��D

k
HÆ������������?,����D)e%����)�*,�>��D�

9�)�*,� CN��������¦�79���*,':9������^+,��D
k, 0

HÆD���*!DÂHÀ2N����n,4!��D � �#�@��D�[� '5':9�+%�G��j)�* � ���8n>��*,[*,�� � ��D����©����Dj��� 23��H
��� �4,':��D�n>��*,��9���*,':9������©+,��D

0, l
HÆD���*!DÂHÀ2N����n,4!��D«���:������D����,�Ã����[D�*,�����©2N����n,4!�m����'5n,��9�':�������� ��� �

L �
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�I����D«��*!D�D��,n>��*,������D���*,�����D«�K��D)eN����D������4,�,��)�*!��D�n,��9�D������9���D«+!���!DW��ï«=~DtM�O&e3��4Ã��n,� �����PT�Ãn>��*,C3����
�������*,�� � ��D�9���Djn>��*,�j�����!D����*,� ���
+,��D^��� 23����� �4,':��Dm�k°!�W+�� 9���*,':9������^����D

k, l
HÆD���*!DÂHÀ2N����n,4!��D^'(�T�%�ÒH

'(��*��ßnÃ���j� �!+%*!�������� eq��C3���1*,�!��n@���� ��
����D��������������£D�*,�j��� 9���*,':9�����������I+,��D
1, 1

HÆD���*!D�HÀ2N����n,4!��D �
E.���.'(���!)�*!�[+,��n,�G�����e~i����!��C�����D nÃ��D�������������Ö+!���!D�����D.+,9����� ��D)ek'(����D&iÂ*!D���Ön,��9�D���������Ü�������?,���K��*
��C3���(����D1�����!D���������D

α
+!���!D
���Ó���'5n!D�+�� �	�%9���*,������

O∗(αn)
n>��*,�
����D
+%�Y× 9����������D7CN������*,��D1+,�

k
��

l
� �Ê��D¥��� 23����� �4,':��D¥n@��*,�

k + l ≥ 3
��:n>��*,�

k = l = 1
D�����¥+,��Dv��� 23����� �4,':��D¥nÃ���

n,����2N����'5'(��������I+%=~�Ã��'5��)�*!�
��j����DB��*,�����D^*,�� � ��D�����m+,��Dm����?,����DB+,��������4!������4!� �
�8Lk� M � L �

≥
O

M H �� ONO�L �NM �� ���L�O M L ���)@ MÚ L � O�MNL �
� �� ONO�L �NM ���@?��)�NM L ���)@ MÚ L � O�MNL � L � O�MNL �
L �� ���L�O M L ���)@ MÚ L � O�MNL � L � O�MNL � L � O�MNL �
� L ���)@ MÚ L � O�MNL � L � O�MNL � L � O�MNL � L � O�MNL �
≥

O L � O�MNL � L � O�MNL � L � O�MNL � L � O�MNL � L � O�MNL �

� y�� ÜÃO ��� �,� ��D�����^����D
k, l

HÆD���*!DÂHÀ2N����n,4!��Dm'(�T�%� '(��*��8nÃ���B� �!+%*!��������

M E.��*,�
����D��K��D)e@� �.�	�%��D����+,��D�':��� � ����*,��D
��� 23����� �4,':��D�n@��*,�������*,C3���<+,��D
k, l

HÆD���*!DÂHÀ2N����n,4!��D<+,�
���� � ���('(�T�%� '(����� � E ��*,�+kWlnmdo�prqRsLo t�u-v q�s�o ª

k = 1, l = 0
¬
�� �Þs y�� {nogª

k = 0, l = 1
¬	e�� �

�	�~��D���7*,� ��� 23����� �4,':�:���
O∗(1.1889n)

� lB��?ÃM � �Làqn>��*,�
k + l = 2

e@� �Ö�	�~��D���Ó+,��D
��� 23����� �4,':��D
���

O∗(1.6330n)
n,��9�D������9�Dm+!���!D^��������n,n>���� �

����á �G¢ �Þ�'ô å�ô O~¤��æåW÷Êç � C å jå��ã�¢ ��øQP �¡� øW��å¦��â

AB�!�v��*,����:'(���,��/����¥+,�:�K���������9�����D���������D
n,����?,��/�':��D7n,��9���9�+,�����DÓ��D�1���Ì+,���,�Ã����7����*,��D�D���*!DÂH
2N����n,4!��D^� �!+%*,� �DB� �������+%� �D �
é �Ö�!D���'7?,����±����?,���

≡
w v xKy pr{zp�|~l �z{ ? o&� t {nq �N:Rv �poSR y£u o ìz{ u

K2é ¨[� ��)�*!�
≡
w vnxzy pr{zp�|~l �z{ ? o&� t { q �N:Rv ��oTR y£u o ìK{ u

K2é ���T�~� '7*,' ï«� nÃ������ ���±�*,?,2N����n,4
≡
w v xzy pr{zp�|~l �úÜ t { q �N:Rv �poTR y¡u o ìK{ u

Ci, i impairé ���T�~� '7*,' ±�n,� � �±�*,?,2N����n,4
≡
w v xKy pr{zp}|~l �n{ ? o$� t {nq �N:Rv �poTR y£u onìz{ u

2K2, C4, C5

� y�� Ü,O � L��
K2

e
K2

e
2K2

e
C4

e
C5
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k �8CN����DÓn,��9�D���������v�����j*,�g��� 23����� �4,':�W)�*,�©��9�D���*,(���vn,����?,��/�':�.w v xzy pW{Kp |~l �z{ ? o&� t { q D�N:Rv �po�R y¡u o ìK{ u

H
��

H
��D�Ê*,�72N����n,4!�[+,������ � ����°0�,����=�����Ü*,�1���'5n!D.+�� �	�%9���*,�������':��� � ����*,�

)�*!���G�¥����'5n,���	�%� �9Ó���� C��G�����
O∗(2n)

� ¨«�Ón,����?,��/�':�5�����!D���D���Ó+,���!�Ö�v�����*,C3���<*,��D���*!DÂHÀ2N����n,4!�
� �!+%*,� B+,�

G
+,�<���� � ���
'(�T�~� '(�����
)�*,� � �á�ÓnÃ��Dj���
2N����n,4!�

H
����'5':�7D���*!DÂHÀ2N����n,4!�<� �!+%*,�  �

AB�:��� 23����� �4,':�©���� C~�G���%n@��*,�Ö���«n,����?,��/�':�jD�������� Ö+�� 9���*,':9����������*!DÜ����D
2n D���*!DÂHÀ2N����n,4!��DÜ� �!+%*,� �D

+,�
G

���C39����Ò°Ã���<n>��*,�<��4Ã����*,� D)� � ���
H

����'5':�5D���*!DÂHÀ2N����n,4!�Ó� �!+%*,�  � �a�á��� 23����� �4,':�5n,��9�D������9
�����ÊCN��n,������9�+,���B����'5':�1D�*,� ��
Ø �Y��4!������4!�1+��á��?>����+Y���ß���'5n!DBn@��� =~�!��'5�G���Ê���*!D^����DBD���*!DÂHÀ2N����n,4!��DB+,�

G
��D���':����n,4!��Dr�

H
��

���5�����!D����*,� Ü*,�!�«����� ������������:+�� ���!D���'1?,����D
C

+,����Ö��4Ã��)�*!�j���!D���'7?,���©����������D�n@���!+:��*���D���'5':���D
+�� *,�5D���*!DÂHÀ2N����n,4!�P�À� �������+%� :�j+,�

G
� �Æ�~�!��n>��*,ÜnÃ��DÖ�	�~��D����� n,� *!DÖ+,�

n|H| D���*!DÂHÀ2N����n,4!��DÜ� �������+%� �D
��
� ����D��$À����� ���:+,�5�����*,C3���7*,�i��� 23����� �4,':�:n>��� =~�!��'5�G����n>��*,�1�����!D����*,� ���:�������v����� ������������

C
e

nÃ���B�	�,��'5n,���
���Y���Ã��� =~Dt����B���*!D^����D^D���*!DÂHÆ���!D���'7?,����DB+,�
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