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1. En metode “kaller geselv”

[** en heltallsfunksjofakultet (fctorial (!))defneres som

* ol=1
*(n+l) = (n+1) *
*/

[** Algoritme som begnerfact(n)
* @paramn>=0

*  @return fact(n)

*  @exception ingen unntak  **/

int fact(intn){
intr=1;
while (n > 1)
r=r*n;
n=n-1,
return r;

}
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1. En metode “kaller geselv”

[** en heltallsfunksjofakultet (ctorial (1)) defheres som

* ol=1
*(n+l) = (n+1) *
*/

[** Algoritme som begnerfact(n)
* @paramn>=0

*  @return fact(n)

*  @exception ingen unntak  **/

int fact(intn){
intr=1;
while (n > 1)
r=r*n;
n=n-1,
return r;

}

int fact(intn){
if (n<=1) return 1,
else return n *fact( n—1);



1. En metode “kaller geselv”

[** en heltallsfunksjofakultet (ctorial (1)) defheres som

* 0=1
*  (n+l) =(n+1) *n
*/
/** Algoritme som begnerfact(n) int fact(intn){
* @paramn>=0 if (n <=1) return 1;

" @return fact(n) else return n *fact( n-1);
*  @exception ingen unntak  **/ }

int fact( int n
( A - fact(n) vil alltid terminere —Hvorfor?

intr=1;
while (n > 1)

r=r*n: * Hva med:

n=n-1: int_ hack(intn) {
return r; if (n <=1) return 1;

} else return n *hack( n+1);

}




1. En metode “kaller geselv”

[** heltallsfunksjorfact (!). int fact(intn){
* 0=1 if (n<=1)return 1
*  (n+l) =(n+1) *n else return n *fact( n-1);
*/ }

fact( 3 ){

n=3 <=1
NEI ¢
3*
| »|fact(2) {
n=2 <=1
NEI ¢
2*
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1. En metode “kaller geselv”

[** heltallsfunksjorfact (!). int fact(intn){
* 0=1 if (N <=1) return 1
*  (n+l) =(n+1) *n else return n *fact( n-1);
*/ }

fact( 3 ){

n=3 <=1
NEI ¢
3*
| »|fact(2) {
n=2 <=1
NEI ¢
2*
| » [fact( 1) {
n=1<=1




/**
*

*

*/

fact( 3 ){

heltallsfunksjorfact (!).

o=1
(n+1) = (n+1) *n

n=3 <=1

NEI ¢

3*

1. En metode “kaller geselv”

»|fact(2) {

int fact(intn){
if (n<=1) return 1
else return n *fact( n-1);

fact(1){

n=1<=1 1




/**
*

*

*/

fact( 3 ){

heltallsfunksjorfact (!).

o=1
(n+1) = (n+1) *n

n=3 <=1

NEI ¢

3* 2=

1. En metode “kaller geselv”

»|fact(2) {

Int

I

B

fact(intn) {
if (n<=1) return 1
else return n *fact( n-1);

» |fact( 1) {

n=1<=1 1

\p\_/




1. En metode “kaller geselv”

[** heltallsfunksjorfact (!). int fact(intn){
* 0=1 if (n<=1)return 1
*  (n+1) =(n+1) *n else return n *fact( n-1);
*/ }
fact( 3 ){ 6
n=3 <=1
NEI ¢
3r 2=
| »|fact(2) {
n=2 <=1
NEI ¢ 2
2+ 1=
| » |fact( 1) {
n=1<=1 1

\16\_/




1. Rekursjonse og -dybde

fact(0) =0 int fact(int n) {
fact(0) = 1 if (n <= return §

. else
fib(n+1) = (n+1) * fact(n) returnn * fact(n-1);

}




1. Rekursjonse og -dybde

fact(0) =0 int fact(int n) {
fact(0) = 1 if (n <= D return 1
, else
fib(n+1) = (n+1) * fact(n) returnn * fact(n-1);
1

returner | basistilfelle |r—




1. Rekursjonse og -dybde

fact(0) =0 int fact(int n) {
fact(0) = 1 if (n <= D return 1
else

fib(n+1) = (n+1) * fact(n) returnn * fact(n-1);

1

returner i basistilfelle

ellers beregn
rekursivt enklere
(mindre) deler og
sett disse sam-




1. Rekursjonse og -dybde

fact(0) =0 int fact(int n) {
fact(0) = 1 if (n <= D return 1
else

fib(n+1) = (n+1) * fact(n) returnn * fact(n-1);

1

returner i basistilfelle

f(4)

\ ellers beregn
f(3) rekursivt enklere

(mindre) deler og
sett disse sam-




1. Rekursjonse og -dybde

fact(0) =0
fact(0) = 1

fib(n+1) = (n+1) * fact(n)

int fact(int n) {
if (n <=1 return %
else
returnn * fact(n-1);

1

f(4)

S

f(3)

returner i basistilfelle

ellers beregn
rekursivt enklere

\ (mindre) deler og
sett disse sam-

f(2)

N

f(1)

'

1



1. Rekursjonse og -dybde

fact(0) =0 int fact(int n) {
fact(0) = 1 if (n <=1 return 1
: else
fib(n+1) = (n+1) * fact(n) returnn * fact(n-1);
1
returner i basistilfelle
f(4)
S ellers beregn
f(3) rekursivt enklere
\ (mindre) deler og
sett disse sam-
f(2)

24 tre av rekursive kall



1. Rekursjonse og -dybde

fact(0) =0 int fact(int n) { f(4) ...?
fact(0) = 1 If (n <= D return 1 (3.7 rekkef;lgen
: else s
fib(n+1) = (n+1) * fact(n) returnn * fact(n-1); — 1@ av kel
) ‘\ f(1) ...?
returner i basistilfelle
f(4) \ Y
\ ellers beregn
f(3) rekursivt enklere
\ (mindre) deler og
sett disse sam-
f(2)

N

f(1)

'

tre av rekursive kall



1. Rekursjonse og -dybde

fact(0) =0
fact(0) = 1
fib(n+1) = (n+1) * fact(n)

int fact(int n) {
if (n <=1 return %
else

24

returnn * fact(n-1);
} ‘\
returner i basistilfelle

\

ellers beregn
rekursivt enklere

\ (mindre) deler og
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1. Rekursjonse og -dybde

fact(0) =0
fact(0) = 1
fib(n+1) = (n+1) * fact(n)

int fact(int n) {
if (n <=1 return %
else

24

returnn * fact(n-1);
} ‘\
returner i basistilfelle

\

ellers beregn
rekursivt enklere

\ (mindre) deler og

sett disse sam-

tre av rekursive kall

f(4) ...?
— 1(3)...7
- 1) ..?
f(1) ...?
>1
- > 2
> 6
> 24
_

rekkef¢ lgen
av kall

rekursjonsdybde



1. Rekursjonse og -dybde

fact(0) =0
fact(0) = 1
fib(n+1) = (n+1) * fact(n)

int fact(int n) {
if (n <=1 return %
else

24

returnn * fact(n-1);
} \
returner i basistilfelle

\

ellers beregn
rekursivt enklere
(mindre) deler og
sett disse sam-

tre av rekursive kall

f(4) ...?
— f(3)...? rekkef¢ lgen
- 1) ..? av kall
f(1) ...?
>1
- > 2
> 6
> 24
_
rekursjonsdybde
#svarte = #r¢ de linjer = #rekursive kall .....

inntil basistilfelle er nddd (=hgyden a\est)



1. Rekursjonse og -dybde;Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) = 0 int fib(int n) {
fio() = 1 f(n==0 | n==}retu 3
f|b(n+2) = flb(n) + f|b(n+1) returnfib(n-l) +f|b(n-2),
1 ‘\
returner i basistilfelle
f(4) \
ellers beregn
f(3) / \ f(2) rekursivt enklere
(mindre) deler og
/ \ / \ sett disse sam-
f(2) f(1) f(1) f(0)
/ \
f(1) f(0)

tre av rekursive kall
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1. Rekursjonse og -dybde;Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) = 0 int fib(int n) {
fib(1) = 1 if (n==0 || n==)return 3
else

fib(n+2) = fib(n) + fib(n+1) returnfib(n-1) +fib(n-2);

1 \
returner i basistilfelle

f(4) \
/ \ ellers beregn
f(3) f(2) rekursivt enklere

/ \ / \ (mindre) deler og

sett disse sam-
f(2) f(1) f(1) f(0)

PN

f(1) f(0)

| |
\/ \/

U | y y
Sa s Sa s
N

tre av rekursive kall



1. Rekursjonse og -dybde;Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) = 0
fib(1) = 1

fib(n+2) = fib(n) + fib(n+1)

int fib(int n) {
if (n==0 || n==)return %
else

returnfib(n-1) +fib(n-2);

f(4)

e

f(3)

e

f(2)

s

f(1)

1 \
returner i basistilfelle

\

ellers beregn
rekursivt enklere
(mindre) deler og
sett disse sam-

tre av rekursive kall

f(4) ..?
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Q).

f(1) .7

rekkef¢ lgen
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1. Rekursjonse og -dybde;Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) = 0
fib(1) = 1

fib(n+2) = fib(n) + fib(n+1)

int fib(int n) {
if (n==0 || n==)return %
else
returnfib(n-1) +fib(n-2);

f(4)

e

f(3)

e

f(2)

PN

f(1) f(0)

\/ \

1

N

1 \
returner i basistilfelle

\

ellers beregn
rekursivt enklere
(mindre) deler og
sett disse sam-

tre av rekursive kall

f(1) .7

f(4) .7

. f(3)..?

__f2)..?
>1

f(0) ...7

rekkef¢ lgen
av kall



1. Rekursjonse og -dybde;Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) = 0
fib(1) = 1

fib(n+2) = fib(n) + fib(n+1)

int fib(int n) {
if (n==0 || n==)return %
else
returnfib(n-1) +fib(n-2);

f(4)

e

f(3)

e

f(2)

PN

f(1) f(0)

\/ \/

1 1

e

2

1 \
returner i basistilfelle

\

ellers beregn
rekursivt enklere
(mindre) deler og
sett disse sam-

tre av rekursive kall

f(4) .

2
f(3) .7

_fQ)..?

- >2

f(1) .7

>1

f(0) ...7

>1

rekkef¢ lgen
av kall



1. Rekursjonse og -dybde;Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) = 0 int fib(int n) { f(4) ...?
fib(1) = 1 if (n==0 || n::;tretl;rn it — f(3)...? rekkef¢ lgen
: _ : else . f(2)..? av kall
fib(n+2) = fib(n) + fib(1+1)  retunnfib(n-1) +fib(n-2) i
) \
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>
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1. Rekursjonse og -dybde;Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) = 0 int fib(int n) { f(4) ...?
fib(1) = 1 if (n==0 || n==lrett;rn i — f3)..? rekkef¢ lgen
- _ - else L f(2)..? av kall
fib(n+2) = fib(n) + fib(n+1) returnfib(n-1) +fib(n-2), () (1) .2
) ,\
returner i basistilfelle -1
@ \ f(Ol) L2 v
>
ellers beregn
£(3) 5T f(2) rekursivt enklere — —>2
(mindre) deler og - f0)..?
/ \ / \ sett disse sam- 51
f(2) f(1) f(1) f(0)
— >3
/ \ — (2 ..?
f(1) f(0)
| | — —f(1)..?
. >1
vl vl - _—_f(0)..?
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1. Rekursjonse og -dybde;Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) = 0 int fib(int n) { f(4) ...?
fib(1) = 1 if (n==0 || n::;tretl;rn it — f(3)...? rekkef¢ lgen
, , , else o
fib(n+2) = fib(n) + fib(n+1) returnfib(n-1) +fib(n-2); — @ (1) .2 avial
) ,\
returner i basistilfelle -1
@ \ f(Ol) L2 v
>
ellers beregn
£(3) 5T f(2) rekursivt enklere — —>2
(mindre) deler og - f0)..?
/ \ / \ sett disse sam- 51
f(2) f(1) f(1) f(0)
— >3
/ \ - f(2)..?
f(1) f(0)
| | — —f(1)..?
. >1
v1 v1 - —_f(0)..?
N B | \ o
2 1 1 1 — >2
>5
3 2
\ /
5 tre av rekursive kall




1. Rekursjonse og -dybde;Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) = 0
fib(1) = 1
fib(n+2) = fib(n) + fib(n+1)

int fib(int n) {
if (n==0 || n==)return %
else
returnfib(n-1) +fib(n-2);

f(4)

5 T

f(3)

PN PN

f(2) f(1) f(1)

PN

f(1) f(0)

| |
\/ \/

1

U A |

s s

NG

1 \
returner i basistilfelle \

ellers beregn

f(2) rekursivt enklere
(mindre) deler og
sett disse sam-

f(0)

\

tre av rekursive kall

#svarte = #r¢de linjer =

f(4) .7

. f(3)..?
__f2)..?
f(1) .7
>1
f(0) ...?
>1

rekkef¢ lgen
av kall

. >2
Q) ..?
_— > 1
- >3
_f2)..?
— —f(1)..?
. >1
_ _f0)..?
_— > 1
- >2

>5

— rekursjonsdybde

# rekursive kall .....

inntil basistilfelle er nadd (=hgyden a\ett)



Rekursjonse og -dybde; Quicksort

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign

Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn er basis tilfelle

2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra Igsninger for noen instansemindre enn n
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Rekursjonse og -dybde; Quicksort

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign

Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn er basis tilfelle

2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra Igsninger for noen instansemindre enn n

P = sorter input array A

/<int[] SSint[] A k) {
* initielt kall med SS(A,0)

*n =A.length;

* if (k==n-1) { returnA; }

*  else{

* I= indeksen til minste elementet
* 1A[K...n-1];

* bytt A[k] med A[i];

returnSSA, k+1); }} */



Rekursjonfre og -dybde; Quicksort

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign

Gitt en instans av et poblempP ;
1. hva gjer jg narn_er basis tilfelle

2. hvoran lonstruee lgsning fon utfra lgsninger for noen instansemindre enn n

P = sorter input array A

[*int[] QuickSort (int[] A) {

* int n =A.length;

* if (n==1){returnA; }

* else{

* p = A[n/2] —pivot

* tl=[X:xXeA&X<p]logt3=[x:XeA&X>p];
* t2=[x:xeA&X=p];

* sorter rekursit begge (mindre) array

* rl =QuickSort (t1)og
* r3 =QuickSort (t3)

* returnrl + t2+r3

* 1}



QS[41325] QS (Ar]l...h])
n =Ar.lenght
if (n == 21)return Ar;
else
p =Aln/2];
return QS(Ar[<p])
+Ar[=p]

+QS(Ar>p])
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QS[41325]

QS[12] 0S[45]

m=1

QS (Ar[l...h])
n =Ar.lenght

if (n == 21)return Ar;
else

p =Aln/2];

return QS(Ar[<p])
+Ar[=p]

+ QS (Ar[>p])



QS[41325] QS (Ar[l...n])
n =Ar.lenght
if (n == 21)return Ar;
else
Qs[12] p =A[n/2];

QS[45]

QS [2]

QS [9]

return QS(Ar[<p])
+Ar[= p]
+QS(Ar[>p])



QS[41325] QS (Ar]l...h])
n =Ar.lenght
if (n == 1)returnAr,
else
QS[12] p =A[n/2];
1 QS[45] return QS(Ar[<p])
m= _ +Ar[=p]
=4
05 [2] +QS(Ar[>p])

4 QS [5]




QS[41325]

Qsliz] QS[45]
L
QS [2]
QS [5]
5
1 2

[43]

QS (Ar]l...h])
n =Ar.lenght

if (n == 1)returnAr;
else

p =A[n/2];

return QS(Ar[<p])
+Ar[=p]
+QS(Ar[>p])




QS[41325]

QS[12] 0S[45]
m=1
QS [2]
QS [9]
5
1 2

QS (Ar]l...h])
n =Ar.lenght

if (n == 1)returnAr;
else

p =A[n/2];

return QS(Ar[<p])
+Ar[=p]
+QS(Ar[>p])




pre-, post- og (for binaere tragnjorden
A
(S

inn(T) =

if (T =! null)

{ in(T.left)
write(T.data)
in(T.right)

}
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pre-, post- og (for binaere tragnjorden
A
(S

inn(T) =

if (T =! null)

{ in(T.left)
write(T.data)
in(T.right)

}

1+2*3



pre-, post- og (for binaere traer) innorden
A
(S

inn(T) = pre(T) =

if (T =! null) if (T =! null)

{ in(T.left) { write(T.data)
write(T.data) pre(T.left)
in(T.right) pre(T.right)

} }

1+2*3




pre-, post- og (for binaere traer) innorden
A
(S

inn(T) = pre(T) =

if (T =! null) if (T =! null)

{ in(T.left) { write(T.data)
write(T.data) pre(T.left)
in(T.right) pre(T.right)

} }

1+2*3 *+123




pre-,post og (for binaere traer) innorden
AN
(Y

inn(T) = pre(T) = post(T) =

if (T =! null) if (T =!null) if (T =! null)

{ in(T.left) { write(T.data) { post(T.left)
write(T.data) pre(T.left) post(T.right)
in(T.right) pre(T.right) write(T.data)

} } }

1+2*3 *+123




AN
AN

inn(T) =

if (T =! null)

{ in(T.left)
write(T.data)
in(T.right)

}

1+2*3

pre(T) =

if (T =!null)

{ write(T.data)
pre(T.left)
pre(T.right)

}

*+123

pre-,post og (for binaere traer) innorden

post(T) =

if (T =! null)

{ post(T.left)
post(T.right)
write(T.data)

}

12+3*



AN
AN

pre-, post- og (for binaere traer) innorden

inn(T) = pre(T) = post(T) =

if (T =! null) if (T =! null) if (T =! null)

{ in(T.left) { write(T.data) { post(T.left)
write(T.data) pre(T.left) post(T.right)
in(T.right) pre(T.right) write(T.data)

} } }

1+2*3 *+123 12+3*

inn(T) =

if (T =! null)

{ write( ()
in(T.left)
write(T.data)
in(T.right)
write())

}

((W+@©2)*@d))




2. Induktve DataTyper (vilkérlig store men endelig)

naturlige tall N:
basis: OeretN
hvis neretN

serr ntletN
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2. Induktve DataTyper (vilkérlig store men endelig)

naturlige tall N: | array av N: A(N)

basis: 0eretN basis 0 -> N er A(N) L 0 }»N
hvis neretN

serr ntletN \



2. Induktve DataTyper (vilkérlig store men endelig)

naturlige tall N:

basis: OeretN
hvis neretN

ser. ntletN

\

array av N: A(N)
basis 0 -> N er A(N) [0 [»N
hvis [0...k] -> N er A(N)

s er [0...k,k+1] -> N en A(N)



2. Induktve DataTyper (vilkérlig store men endelig)

naturlige tall N: ‘
basis: OeretN
hvis neretN

ser. ntletN \

array av N: A(N)
basis 0 -> N er A(N) [0 [»N

hvis [0...k] -> N er A(N) 0

s er [0...k,k+1] -> N en A(N)

Lister av N: L(N):
basis: null er en L(N)




2. Induktve DataTyper (vilkérlig store men endelig)

naturlige tall N: | array av N: A(N)

basis: OeretN basis 0 -> N er A(N) [0 }»N

hvis neretN hvis [0...k] -> N er A(N) 0
- N

s er: ntletN \ s er [0...k,k+1] -> N en A(N)

Lister av N: L(N):
basis: null er en L(N) [

O,

hvis LerL(N)ognerN

s er: (n,L)enL(N) @ z




2. Induktve DataTyper (vilkérlig store men endelig)

naturlige tall N: ‘ array av N: A(N)

basis: OeretN basis 0 -> N er A(N) [0 }»N

hvis neretN hvis [0...k] -> N er A(N) 0
- N

s er: ntletN s er [0...k,k+1] -> N en A(N)

Lister av N: L(N):
basis: null er en L(N) [

O,

hvis LerL(N)ognerN

s er. (n,L)enL(N) @ z
e —
L —

Binre Trr av N: BT(N):
basis: null er et BT(N) [ @

hvis t1,t2erBT(N)ognerN A @\‘
oo (t1 t2) et BT(N
s er: (t1,n,t2) et BT(N) A A




2. Induktve DataTyper (vilk&rlig store men endeli) “Strukturell ordering”

naturlige tall N: | array av N: A(N) [0 ]» N

basis: OeretN basis 0 -> N er A(N) L 0 N < [0

hvis neretN hvis [0...k] -> N er A(N) 0 .. p N
.. N L k]

s er: ntletN \ s er [0..kk+1] ->NenA(N) [k+1

Lister av N: L(N):

basis: null er en L(N) ] \

hvis LerL(N)ognerN

s er: (n,L) enL(N) @ z
/—\ —

o ——

Binre Trr av N: BT(N):
basis: null er et BT(N) [ @

hvis t1,t2er BT(N)ognerN A @\‘
s er: (t1,n,t2) et BT(N) A A




2. Induktve DataTyper (vilkérlig store men endelig)

“Strukturell ordering”

naturlige tall N: | array av N: A(N) [ 0 J» N
basis: OeretN basis 0 -> N er A(N) [0 [»N < [0]
hvis neretN hvis [0...k] -> N er A(N) 0 .. p N
e N [0 |
< .. N
s err n+tletN s er [0..kk+1]->NenAN) [k+1 *
Lister av N: L(N):
basis: null er en L(N) o ® \
hvis LerL(N)ognerN ®
s er: (n,L)enL(N) @ z
/_\ /’\

Binre Trr av N: BT(N):
basis: null er et BT(N) [ @

hvis t1,t2er BT(N)ognerN A @\‘
s er: (t1,n,t2) et BT(N) A A




2. Induktve Dataly

PEr (vilkarlig store men endelig)

“Strukturell ordering”

naturlige tall N: | array av N: A(N) [ 0 J» N
basis: OeretN basis 0 -> N er A(N) [0 [»N < [0]
hvis neretN hvis [0...k] -> N er A(N) 0 .. p N
k]

- N LK [0 |

< .. .N
s err n+tletN s er [0..kk+1]->NenAN) [k+1 *
Lister av N: L(N):
basis: null er en L(N) o ® ® < \
hvis LerL(N)ognerN @
s er: (n,L) en L(N) @ z

A e S

Binre Trr av N: BT(N): \
basis: null er et BT(N) L @

hvis t1,t2erBT(N)ognerN A

s er: (i1, n,t2) et BT(N)

AN




2. Induktve DataTyper (vilkérlig store men endelig)

“Strukturell ordering”

naturlige tall N: | array av N: A(N) [ 0 J» N
basis: OeretN basis 0 -> N er A(N) [0 [»N < [0]
hvis neretN hvis [0...k] -> N er A(N) 0 .. p N
k|

. N LK [0 |

< . N
s err n+tletN s er [0..kk+1]->NenAN) [k+1 *
Lister av N: L(N):
basis: null er en L(N) ] ® < \

O,

hvis LerL(N)ognerN

s er: (n,L) enL(N)

LD
==

Binre Trr av N: BT(N):
basis: null er et BT(N) [ @

hvis t1,t2er BT(N)ognerN A @\‘

s er: (i1, n,t2) et BT(N)




2. Induktve DataTyper (vilkérlig store men endelig)

naturlige tall N:

\

basis: OeretN

hvis neretN

ser. ntletN

Lister av N: L(N):
basis: null er en L(N)

hvis LerL(N)ognerN

s er: (n,L)enL(N)

“Strukturell ordering”

array av N: A(N) [ 0 J» N
: N
basis 0 -> N er A(N) [0 J»
< [O0]
hvis [0...k] -> N er A(N) 0] . N
Kk
s er [0..k,k+1] ->NenA(N) : < . »N
S =
e ® < \

O,

LD
==

Binre Trr av N: BT(N):
basis: null er et BT(N)

hvis t1,t2erBT(N)ognerN A

s er: (t1,n,t2) et BT(N)

®

AN

/




2. Induktv oppbygging -> rekurge bergninger

induktiv defnisjon = fra basis g oppwer ***** rekursjon = fra toppen mot basis

Nat int fib(n) { int fact(n) {
basis: 0 if (n==0 || n==)return % if (n<=0return %
ind: n+1 else returriib(n-1)+ fib(n-2), else return n fact(n-1)
} }

i-120 : H-03 5. Rekursjon: 56



2. Induktv oppbygging -> rekurge bergninger

induktiv defnisjon = fra basis g oppwer ***** rekursjon = fra toppen mot basis

Nat int fib(n) { int fact(n) {
basis: 0 if (n==0 || n==)return % if (n<=0return %
ind: n+1 else returriib(n-1)+ fib(n-2), else return n fact(n-1)
} }
Array[int] void inc(int[] A, int k) { int sum(int[] A, int k) {
basis: [0] -> Int AlK]++; if (k==0) returnA[Q];

ind: [O.. k-1, k] -> Int if (k> 0)inc(Ak-1); } else returiA[k] + sum@A,k-1); } }



2. Induktv oppbygging -> rekurge bergninger

induktiv defnisjon = fra basis g oppwer ***** rekursjon = fra toppen mot basis

Nat int fib(n) { int fact(n) {
basis: 0 if (n==0 || n==)return % if(n<=0return %
ind: n+1 else returriib(n-1) + fib(n-2), else return n fact(n-1)
} }
Array[Int] void inc(int[] A, int k) { int sum(int[]A, int k) {
basis: [0] -> Int A[K]++; if (k==0) returnA[0];
ind: [O.. k-1, k] -> Int if (k> 0)inc(Ak-1); } else returiA[k] + sum@A,k-1); } }
Liste[Int]
basis: null

ind: (n,hale)



2. Induktv oppbygging -> rekurge bergninger

induktiv defnisjon = fra basis g oppwer ***** rekursjon = fra toppen mot basis

Nat int fib(n) { int fact(n) {
basis: 0 if (n==0 || n==)return % if (n<=0return %
ind: n+1 else returriib(n-1)+ fib(n-2), else return n fact(n-1)
} }
Array[Int] void inc(int[] A, int k) { int sum(int[]A, int k) {
basis: [0] -> Int AlK]++; if (k==0) returnA[Q];
ind: [O.. k-1, k] -> Int if (k> 0)inc(Ak-1);} else returiA[k] + sum@A,k-1); } }
Liste[Int] class LS { void inc(LS L) { int sum(LS L) {
basis: null int n; if (L==null) {} if (L==null) return Q
ind: (n,hale) LS hale } else {n++; else return

inc(L.hale) }} sum(.hale)+ n; }



2. Induktv oppbygging -> rekurge bergninger

induktiv defnisjon = fra basis g oppwer ***** rekursjon = fra toppen mot basis

Nat int fib(n) { int fact(n) {
basis: 0 if (n==0 || n==)return % if (n<=0return %
ind: n+1 else returriib(n-1)+ fib(n-2), else return n fact(n-1)
} }
Array[Int] void inc(int[] A, int k) { int sum(int[]A, int k) {

basis: [0] -> Int
ind: [O.. k-1, k] -> Int

A[k]++;
if (k> 0) inc(A,k-1); }

if (k==0) returnA[Q];
else returr\[k] + sum@A k-1); }}

Liste[Int] class LS { void inc(LS L) { int sum(LS L) {
basis: null int n; if (L==null) {} if (L==null) return Q
ind: (n,hale) LS hale } else {n++; else return
inc(L.hale) } } sum(.hale)+ n; }
Bin rtTre[Int] class BT { void inc(BT B) { int sum(BTT) {

basis: null int n;
ind: (left,n,right) BT left;
BT right;}

if (T==null) {}

else {n++;
inc(T.left);
inc(T.right); } }

if (T==null) return Q
elsereturn
n +sum(T.left) + sum(T.right) ;

FRAKTALer



f(x:

Hva bergnes & fglgende... ?

- int) = if (x <= 0) then O else x + f(x—1) ;

- int) = if (x <= 0) then 0 else x*x + f(x—1) ;
cint) = if (x<=0) then O else 1 + f(x—1) ;

2 int) = if (x <=0) then 5 else f(x—1) ;

-int) = if (x <= 0) then 1 else f(x—1) + f(x—1) ;

int) = if (x<=0) then 1 else 2 * f(x—1) ;

int) = if (x <=1) then 0 else 1+ f(x—2) ;

f(n) =
f(n) =
f(n) =
f(n) =
f(n) =
f(n) =

f(n) =

Tegn tre av rekursive kall for hver f-funksjon ved kall f(3);

i-120 : H-03

?

?

?
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5. Rekursjon: 61



Hva bergnes & fglgende... ?

f (x:int) = if (x <=0) then 0 else x + f(x—1) ; f(n) = ?
f (x:int) = if (x <= 0) then 0 else x*x + f(x—1) ; f(n)= 7
f(x:int) = if (x<=0) then O else 1 + f(x—1) ; f(n)= ?
f (x:int) = if (x <= 0) then 5 else f(x—1) ; fln)= ?

f (x:int) = if (x <= 0) then 1 else f(x—1) + f(x—1); f(n)= ?
f(x:int) = if (x <=0) then 1 else 2 * f(x—1) ; f(n)= ?
f (x:int) = if (x <= 1) then 0 else 1+ f(x—2) ; fln)= ?
Tegn tre av rekursive kall for hver f-funksjon ved kall f(3);

Gjensidig rekursjon:
(La [] betegne en tom liste mens x::xs en liste med x som f¢ rste elementet etterfulgt av listen xs;
f.eks. listen [1,2,3] kan skrives som 1::2::3::[].)
flat([]) =11
flat( I::2ls ) = aux(|, Is)
aux([], Is) =flat(Is)
aux( x::xs, Is) =x:aux(xs,lIs)
Hva slags argument (av hvilken type) forventes av flat ?
Hva blir resultatet av flat( [ [1,2], [2,3]]); ? av flat([[1,2], [2,3], [], [4,5,6]]) ; ?



Hva bergnes & fglgende... ?

f (x:int) = if (x <=0) then 0 else x + f(x—1) ; fnN)=1+2+3+..+n

f (x: int) = if (x <= 0) then 0 else x*x + f(x—1) ; f(n) =12+ 22+ 32+ ...+ n?
f(x:int) = if (x<=0) then 0 else 1 + f(x—1) ; fnN)=1+1+1+..+1=n
f(x:int) = if (x <=0) then 5 else f(x—1) ; f(n) =5

f (x: int) = if (x <= 0) then 1 else f(x—1) + f(x—1);  f(n)=2"
f (x:int) = if (x<=0) then 1 else 2 * f(x—1) ; f(n) = 2"
f (x:int) = if (x <=1) then 0 else 1+ f(x—2) ; f(n) =n//2
Tegn tre av rekursive kall for hver f-funksjon ved kall f(3);

Gjensidig rekursjon:
(La [] betegne en tom liste mens x::xs en liste med x som f¢ rste elementet etterfulgt av listen xs;
f.eks. listen [1,2,3] kan skrives som 1::2::3::[].)
flat( []) =]
flat( I::2ls) = aux(l, Is)
aux([], I1s) =flat(Is)
aux( x::xs, Is) = x :raux(xs,lIs)
Hva slags argument (av hvilken type) forventes av flat ?
Hva blir resultatet av flat( [ [1,2], [2,3]]); ? av flat([[1,2], [2,3], [], [4,5,6]]) ; ?



3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign

Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn_ er basis tilfelle?

2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre ennn ?

P(n) = bergen 2"
1. hvagjerjgnarn=07?

2. hvordan lonstruee lgsning fon utfra lgsning for n—=1 ?



3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign

Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn_ er basis tilfelle?
2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre ennn ?

P(n) = bergen 2"
1. hvagjerjgnarn=07?
returner 20 = 1
2. hvordan lonstruee lgsning fon utfra lgsning for n—=1 ?
2N =2*2"1 arts3
returner 2 * PO—1)




3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign

Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn_ er basis tilfelle?
2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre ennn ?

P(n) = bergen 2"
1. hvagjerjgnarn=07?
returner 20 = 1
2. hvordan lonstruee lgsning fon utfra lgsning for n—=1 ?
2N =2*2"1 arts3
returner 2 * PO—1)

PO)=1 P(x) = if (x=0) then 1
P(n+1) =2 * P(n) else 2 * P(nh—1)




3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dyide and Conguer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign
Gitt en instans av et poblempP ;

1. hva gjer jg narn_er basis tilfelle

2. hvoran lonstruee lgsning fon utfra lgsninger for noen instansemindre enn n

P =finn et gitt element x i en array A
HvisA er usortert : Hvis A er sortert ...

[* initielt kall med

*BS(A, x?, 0,A.length) */

int BS(int[] A, x, I, h) {

m = (I+h) / 2;

if (I >h) return -1

else if (A[m] == x) return m

else if (A[m] < x)
returnBS(A, x, m+1, h)

else returBS(A, x, |, m-=1} }




3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign
Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn er basis tilfelle

2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre enn n

P = finn et gitt element x i en array A

HvisA er usortert : Hvis A er sortert ... BS(A, 7,0.1)
sjekkA[n]; _ /* initielt kall med
hvis x ikle er derlett iA[O...n—1] * BS(A, x?, 0,A.length) */
[* initielt kall med FE(A, x?A.length-1) */ int BS(int[] A, x, I, h) {
. . 1135718911011 ]13
int FE(int[] A, x. k) { m = (I+h) / 2; S 5 15 112 21(1)
if (K<0) return —=1; if (1 >h) return -1 S
else if (A[k]==x) return k; else if (A[m] == x) return m
else returrFE(A, x, k-=1); } else if (A[m] < x)
FE(A, 7, 11) returnBS(A, x, m+1, h)

else returBS(A, x, I, m-1} }

113(5|7]18(9]10|11(13]|15|19|20

0 1 2/3U4 U5U6U7U BU 9 kle kjll




3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign
Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn er basis tilfelle

2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre enn n

P = finn et gitt element x i en array A

HvisA er usortert : Hvis A er sortert ... BS(A, 7,0.1)
SRl : /* initielt kall med
hvis X ikle er derlett iA[0...n—1] * BS(A, x2, 0 A length) */
[* initielt kall med FE(A, x?A.length-1) */ int BS(int[] A, X, I, h
int FE(int[] A, x. k) { mi((l+[l!|)/2; ) 1135|7819 (10(11113(15(19]20
if (k<0) return —1 (1> h) returmn -1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
else if (A[k]==x) return k; else if (A[m] == x) return m
else returrFE(A, X, k—1); } else if (A[m] < x) \
FE(A, 7, 11) returnBS(A, x, m+1, h) 1135718
else returrBS(A, x, |, m-1) } 0 1 2 3 4

113(5|7]18(9]10|11(13]|15|19|20

0 1 2/3U4 U5U6U7U BU 9 kle kjll




3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign
Gitt en instans av et poblemp :

P = finn et gitt element x i en array A
HvisA er usortert :

sjekkA[n];

hvis x ikle er derlett iA[O...n—1]
initielt kall med FE(A, x?A.length-1) */

/*

1. hva gjer jg narn er basis tilfelle

int FE(int]] A, x. k) {

if (k<0) return-1;

else if (A[k]==x) return k;

else returrFE(A, x, k-1); }

FE(A, 7, 11)

1

3|15|7(8]9(]10|11|13(15(|19(20

0

1 2/3U4 U5U6U7U BU 9 kjZI.O kjll

2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre enn n

Hvis A er sortert ...

/* initielt kall med
*BS(A, x?, 0,A.length) */
int BS(int[] A, x, I, h) {

BS(A, 7,0,11)

m = (+h) / 2;

co

13

15

19

20

if (1 >h) return -1

else if (A[m] == x) return m

else if (A[m] < x)
returnBS(A, x, m+1, h)

else returBS(A, x, |, m-1} }

9110|111
5

8

co

N

9

10

11




3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign
Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn_ er basis tilfelle?
2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre ennn ?

P(s) = les input strengen tegn-for-tegn s lenge det er et siffer,
og returner heltallet (samt resten av strengen):

P(101)=(101,[]), P(02sd)=(2,sd), P(abcd) = (0, abcd ), osv.



3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign
Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn_ er basis tilfelle?
2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre ennn ?

P(s) = les input strengen tegn-for-tegn s lenge det er et siffer,
og returner heltallet (samt resten av strengen):

P(101)=(101,[]), P(02sd)=(2,sd), P(abcd) = (0, abcd ), osv.

1. hva er basistilfelle? —



3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign
Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn_ er basis tilfelle?
2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre ennn ?

P(s) = les input strengen tegn-for-tegn s lenge det er et siffer,
og returner heltallet (samt resten av strengen):

P(101)=(101,[]), P(02sd)=(2,sd), P(abcd) = (0, abcd ), osv.

1. hva er basistilfelle? s er tom, elle’'d::r est” der tgnetd ikke er et sikr,
hva gjar jg da?

2. hvordan lonstruee lgsning for‘d::r est” utfra lgsning for“r est” (nard er et sifer) ?



3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign

Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn_ er basis tilfelle?

2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre ennn ?

P(s) = les input strengen tegn-for-tegn s lenge det er et siffer,
og returner heltallet (samt resten av strengen):

P(101)=(101,[]), P(02sd)=(2,sd), P(abcd) = (0, abcd ), osv.

1. hva er basistilfelle? s er tom, elle’'d::r est” der tgnetd ikke er et sikr,
hva gjar jg da? — eturneer det akkumulertessultatet g resten av sengen

—P@, [D =G, [)
—P(i, d::rest) = (i, d::rest)

2. hvordan lonstruee lgsning for‘d::r est” utfra lgsning for“r est” (nard er et sifer) ?



3. “Splitt og hersk’ (engelsk: Dride and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategof problemlgsning og algoritmedesign

Gitt en instans av et poblemp :
1. hva gjer jg narn_ er basis tilfelle?
2. hvordan lonstruee Igsning fon utfra lasninger for noen instansemindre ennn ?

P(s) = les input strengen tegn-for-tegn s lenge det er et siffer,
og returner heltallet (samt resten av strengen):

P(101)=(101,[]), P(02sd)=(2,sd), P(abcd) = (0, abcd ), osv.

1. hva er basistilfelle? s er tom, elle’'d::r est” der tgnetd ikke er et sikr,
hva gjar jg da? — eturneer det akkumulertessultatet g resten av sengen

—P@, [D =G, [)
—P(i, d::rest) = (i, d::rest)

2. hvordan lonstruee lgsning for‘d::r est” utfra lgsning for“r est” (nard er et sifer) ?
—1*10 + d er den nye akkumulerte talhdien

~ fortsett med:’(l 10+d, rest) parselnt(s:string) = first( P(0,s) );

PG.0) = (i, 1)

P(i,d::rest) = if (not digit(d)) then (i, d::rest)
else P(i*10 + int(d), rest)




4. lterasjon til rekursjon

[** @paramn >0
@return 1+2+...+n */
int sumlter(int n) {
int res =0;
while (n > 0) {
res = res +n
n=n-1
}

return res;




4. lterasjon til rekursjon

[** @paramn >0

| @returr.\ 1+2+...4n */ /* @paramn > 0
"t sil:‘t[nrl(tezrgg 1 @return 1+2+...+n */
A int sumR(int n) {
Whr"ees(il ;g)f if (n == 0) return O;
= ; 1 : else returm +sumR(n-1)
o }
}
return res;




4. lterasjon til rekursjon

[** @paramn >0

| @returr.\ 1+2+...+n */ j* @paramn >0
int sumlter(int n) {
: @return 1+2+...+n */
int res =0; : :
while (n > 0) { int sumR(int n) {
‘6s = res + if (n == 0) return O;
- 4 else returm +sumR(n-1);
n=n-1 }
}
return res;
}
Geneellt, dog ikke 100% riktig:
int Iter (int n) { int Rekursiv(int n) {
res= init; if ( fortsett(n) ) return basetilfelle / init;
while ( fortsett(n) ) { else returnKroppen(n,Rekursiv(oppdater(n)));
res= Kroppen(n,res) }
oppdater(n);
}
return res;
}
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[** @paramn >0

| @returr.\ 1+2+...+n */ j* @paramn >0
int sumlter(int n) {
: @return 1+2+...+n */
int res =0; : :
while (n > 0) { int sumR(int n) {
‘s = res 4+ if (n == 0) return O;
- 4 else returm +sumR(n-1);
n=n-1 }
}
return res;
}
Geneellt, dog ikke 100% riktig:
int Iter (int n) { int Rekursiv(int n) {
res= init; if ( fortsett(n) ) return basetilfelle / init;
while ( fortsett(n) ) { else returnKroppen(n,Rekursiv(oppdater(n)));
res= Kroppen(n,res) }
oppdater(n);
} Enhveriterasjonkan skrives somekursjon
return res; _
} ... t.o.m. sonhale-rekuisjon




4a. Rekursjon implementeres med en stabel

publicint fact(intn) {
if (n <=1) return 1,
elsereturn n *fact( n—-1);

}

fact( 3 ){ 6
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4a. Rekursjon implementeres med en stabel

publicint fact(intn) {
if (n <=1) return 1,

elsereturn n *fact( n—1); 1
} n=1
fact(1)
fact( 3 ){ 6 n* ? n* 1
n=3 <=1 n=2 -z
fact(2) fact(2)
2 n* ? n* ? n* 2
3* _ _ _
=3 =3 n=3
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.




‘Method Stack’

main( ) {
int N=5;
int z=2;

28

}

int aa(int z) {
int m=3;

96 bb(...);
return 8;

}

201 void bb(...) {

}

main( ) {

int n=5;
int z=2;

inta=aa(z); | - - -

int a= aa(z\

i

A

aa( 2){

zZ=2;

int m=3;
bb(...) —_|
| -

return 8;

PC=201
bb(...) \
m=3 m=3
z=2 z=2
PC= 96 PC= 96
aa(2) aa(2)
z=2 zZ=2
n=>5 n=>5
PC= 28 PC= 28
main( ) main( )
\ bb( ... ) {




Kompleksitet & en rekurar funksjon

avhengr av Analyse vha REKURSJONSTRE

— “stagrrelsen pa stegeti hvert ekursivt kall (hgyden av d¢et)
— antall rekursive kall i hvert stg (“bredden” av fogreninger)
— arbeidsmengden vegammensettingav resultater fa rekursive kall. Anta dette O(1) i eksemplene under

R(n) har 2 rekursive kall til R(n-1)
R(n+1) =R(n) +R(n) O@"*1 —1)

/*\ h=3
/\ /\
(\(\;/\/\
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Kompleksitet & en rekurar funksjon

avhengr av Analyse vha REKURSJONSTRE

— “stgrrelsen pa stegeti hvert iekursivt kall (hgyden av ¢et)

— antall rekursive kall i hvert stg (“bredden” av fogreninger)
— arbeidsmengden vedammensettingav resultater fa rekursive kall. Anta dette O(1) i eksemplene under

R(n) har 3 rekursive kall til R(n-1) R(n) har 1 rek. kall til R(n-1)

R(n) har 2 rekursive kall til R(n-1)
R(n+1) =R(n) +R(n) +R(n) OB —1)| R(n+1)=R(n)+c O(n)

R(n+1) =R(n) +R(n) OE"*1 —1)
h=3 * h=3

*/ \* 5 * / sk\ * 5 */ 2
(\* (\* 1 */i\* Ji\% ¢</+>* 1 */ 1
{ i\f/ x 7( 34{ \* 0 *ﬁ)ﬁﬁi‘***************** 0 */ 0

R(n) har rek kall til R(n-1) og R(n-2)
R(n+1) = R(n) + R(n-1)  O(1.6")

h=3

4 h=3
3/\2
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Kompleksitet & en rekurar funksjon

avhen@r av

Analyse vha REKURSJONSTRE

— ‘“stgrrelsen pa stegeti hvert ekussivt kall (hgyden av ¢et)
— antall rekursive kall i hvert stg (“bredden” av fogreninger)
— arbeidsmengden vedammensettingav resultater fa rekursive kall. Anta dette O(1) i eksemplene under

R(n) har 2 rekursive kall til R(n-1) R(n) har 3 rekursive kall til R(n-1) R(n) har 1 rek. kall til R(n-1)
R(n+1) =R(n) +R(n) OE"*1 —1) R(n+1) =R(n) + R(n) +R(n) OEB™'—1)| R(n+1)=R(n)+c O(n)
* h=3 * h=3 * h=3
/ \ * / slk\A * */ 2
SN S NG AN W 1
{ \’(/ \§ ’(/ \ '/ \ *\7( ****************** 0 */ 0
R(n) har rek kall til R(n-1) og R(n-2) Fibonacci kan dog R(n) har 2 rek. kall til R(n/2) 2'99M*+1_1 = -1 = O(n)
R(n+2) = R(n+1) + R(n)  O(1.6") | forenkles til: O(n) R(n) = R(n/2) + R(n/2)
4 h=3 4 % h= 3 for n
N l AW NV 2 (n/2)
2/\1 1/\0 1 Z/l */\* */\* 1 (n/4)
2 0 P! FALYLEMN o




5. Korrekthet

Gitt en instans av et poblempP :
1. hva gjar j@ narn_er basis tilfelle

2. hvodankonstruee lgsning fomn utfralgsninger for noen instansanindre enn n

Terminering: Korrekthet:
P(n)
if Basisq)

return ??7?
else

return
Kombine(P(m1) ... P(mk))
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P(n)
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return ??7?

else
return
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else
return
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return — hvern-1<n,
n+sum(n-1) er neermer@asis
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5. Korrekthet

1. hva gjar j@ narn_er basis tilfelle
2. hvodankonstruee lgsning fomn utfralgsninger for noen instansanindre enn n

sum(n)
if n ==
return O

else
return
n+sum(n-1)

Terminering:

sum(n)
if n<=1
— stopper rekursjon

else
— hvern-1<n,
er neermer@asis

kombinasjoropptettholde

Korrekthet:

sum(n)
if n ==

0
— resultater0 : > =0
i=0

else HER MAVI VISE Hvis -> SA

— Hvis rekursvt kall sum(n-1)
returnerer riktig resultat

I DET OVENSTAENDE ANTAR VI !

— SAgirn+sum(n-1)

n-1
riktig resultat: > =n+ |
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Korrekthet: rekursjons-variant

[*int[] QS(int[]A) { int n=A.length;
* if(n==1) {returnA;}

*  else{

* velg pvot pe A og

* delAi :

* Al={xeA|x<p} og A2 = {xeA | x > p}
* sorter rekursit (mindre) delene

* r1=QS(Al)og

* r2=QS(A2)

* return rl +r2 }

*/

Invariant:
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Korrekthet: rekursjons-variant

[*int[] QS(int[]A) { int n=A.length;
* if(n==1) {returnA;}

*  else{

* velg pvot pe A og

* delAi :

* Al={xeA|x<p} og A2 = {xeA | x > p}
* sorter rekursit (mindre) delene

* r1=QS(Al)og
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Korrekthet: rekursjons-variant

*int[] QS(int[]A) {int n=A.length; *int[] MS(int[] A) {int n= A.length;

* if (n==1) { returnA; } * if(n==1) { returnA; }

*  else{ *  elsef

* velg piot pe A og * delA i midteni:

* delAi : * Al1=AJ0...n/2] og A2 =A[n/2+1...n];
* Al={ xeA | x< p} og A2 = {xeA | x > pk; * sorter rekursit (mindre) delene
* sorter rekursit (mindre) delene * r1=MS(A1) og

* rl1=QS(Al)og * r2=MS(A2)

* r2= QS(A2) * returnflettet resultat\a

* return rl +r2} * rekursve kallFL(r1,r2) }

*/ */

Invariant; Invariant:

QS(A) returneer Sortert agumen-ﬁ: ................................................................................

if Igh==1—-daerA ...................
else—delerA i to disjunkte deler
Al1=A[0...n/2] og A2=A[n/2+1...n]

if n==1—-da erA sortert

else—delerA i to disjunkte deler
Al={xeA | x<p} og A2 ={ xeA | x> p}

r1= QSAL) returnerer sorterAl 1= MSAL) ..o,
r2= QSA2) returnerer sorterA2 2= MSA2) oo,
VIS e

men da er r1+r2 sortersidenAl <A2 .
sa returneer hele else-gmen sorterf




Korrekthet

[*int[] MS(int[] A) { int n=A.length;

*

*

*

*

*

*/

if (n==1) {returnA;}

else{

delA i midten i:

t1=A[0...n/2] og t2 =A[n/2+1...n];

sorter rekursit (mindre) delene
rl=MS(tl) og
r2=MS(t2)

returnflettet resultat\a
rekursve kallFL(r1,r2) }

. rekursjons-yrariant

*

*

*

*

*

*/

[* int BS(int[] A, int x, int |, int h){

int m= (I+h) / 2;

if (1> h) return =1

else if A[m] == x) return m

else if A[m] < x) returnBS(A, x, m+1, h);
else returBS(A, x, |, m-1); }

Invariant:
MS(A) returneer sortert agumentA:

Invariant:

argumentef er sortert &
erxiA, saer den mellonjl ... h]
(initielt kall med(A, x, 0,A.length-1)

if lgh==1 —da erA sortert

else—delerA i to disjunkte deler

t1=A[0...n/2] og t2=A[n/2+1...n]

rl= MS(1) returnerer sorterttl
r2= MS({2) returnerer sortertt2

hvis FL fletter lorrekt to sorterte amy,
sa returneer hele else-gmen sorterf

if | > h —x kan ikke veere der<1 er riktiq)

else ifA[m] = x —da har vi funnet den i er riktiq)

else ifA[m] < x —
erxiA, sa maden vasg mellonim+1... h]

BS(A, x,m+1, h) vil returnere riktig resultat

else Aim] > x —
erxiA, sa ma den vaemellonl ... m-1]

BS(A, x,1, m=1) vil returnere riktig resultat




Oppsummering

. Rekursjon—"Splitt og herskK
—bestem hva som ma ggari basis tilfelle(r)

— konstruer (*hersk’) en lgsning fa (rekursive) Igsningr for (“splitt’’) noen minde instanser

. Enhver induktiv datatype (nat, int, listéreer ...) gir opphav til ekuisive algoritmer

. Rekusjon vs. iteasjon (ekuisjon implementes iteativt med bruk av stabel)

. Korrekthet

— bestem&kursjons-irvarianten
o verifiser at basistilfelle(r) etablear invarianten

» underantakelseat rekursive kall etablegr invarianten,vis at konstruksjonen vil opttholde
den



