Et enlelt eksempel

har en metode som

[** leser en linje fra terminalen

*  @return innleste String

*  @exception |IOException - tilfelle i/o problem

*/
* i~
public String readin() /* public l?t myRead() {
* String s= readin();
11 * int k= hent int fra s;
08 yit fase en som . * if (alt ok) return k;
[** leser en linje fra terminalen N -
N else // pregv neste linje
* inntil den leser et heltall N

' returnmyRead();
*  @return innleste tall y 0

@exception ingen unntak

* —anta det kmmer et heltall
*

[* public int iRead() {

* String s= readIn();

*/ }

*

publicint myRead() {
try{
return Intgerparselnt(readin()); }
catch(IOException e) {

* int k= hent int fra s; returnmyRead(); }
* 1 | ]
Wh"_e ( alt ok) _ . catch(NumberdrmatException e) {
* gjenta: k = hent int fra neste linje; returnmyRead(); }
* return k; ’
. }
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Rekursgon

I. TRE AV REKURSIVE KALL,

rekursjonsdybde
terminering — ordning

II. INDUKTIVE DATA TYPER

og Rekursjon over slike
IIL. ““SPLITT OG HERSK’> — PROBLEML@SNING VED REKURSJON (Kap.8.1.1)

IV. REKURSJONS EFFEKTIVITET

“memoisering”

avskjaering

V. STABEL AV REKURSIVE KALL

iterasjon til rekursjon
rekursjon implementert som iterasjon

VI. KORREKTHET

terminering

invarianter (notat til Krogdahl & Haveraaen)
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1. Rekursjonsge og dybde; Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) =0 public int fib(int n) {
fib(1) = 1 iefég:(’ |l n==}return 1 - £3).2 rekkefglgen
- _ . _ _ 1(2)..? av kall
flb(n+2) = flb(n) + flb(n+1) returnfib(n-1) +fib(n-2); B T
) - .
—— N\ s
returner ibasistilfelle
0.2
T~ ellers bergn >t
£(3) f(2) rekursvt enklere — —>2
/ \ / \ (mindre) deler og . f1)..?
sett disse sammer N |
f(2) f(1) f(1) f(0)
/ \ — >3
— f2)..?
f(1) £(0) @)
| | D).
_ _—>1
vl vl - f(0)..?
A Y Y \ I
2 1 1 1 — >2
™~ 7 N o
a 4 a 4
3 5 —_— rekursjonsdybde
N _— - o _ )
A a4 tre av rekursive kall #s\arte = #adelinjer # rekursive kall ...
inntil basistilfelle er ndadd (=hgyden av treet)

i-120 : H-00

5. Rekursjon: 4

Iteragon til rekurgon

[** @paramn>0
@return 1+2+...+n*/
int sumW(int n) {
int res =0;
while (n > 0) {
res=res+n;
n=n-1;
}

return res;

}

Generellt, dog ikke 100% riktig:

int Iter(int n) {
res= init;
while ( fortsett(n) ) {
res= Kroppen(n,res);

oppdater(n);
}
return res,
}
i-120 : H-00

[** @paramn >0
@return 1+2+...+n*/

int sumR(int n) {
if (n==0) return O;
elsereturn n + sumR(n-1);

int Rekursiv(int n) {
if (!fortsett(n) ) return basetilfelle;
elsereturn Kroppen(n, Rekursiv(oppdater(n)));

Enhver iterasjon kan skrives som rekursjon

... Lo.m. som hale-rekursjon

5. Rekursion: 3



Variasjoner ger tema

induktiv definisjon = fra basis og oppover ***** rekursjon = fra toppen mot basis

N int fib(n) {
basis: 0 if (n==0 || n==)return %

int sum(k) {
if (k==0) return Q

ind: n+1 else returriib(n-1) + fib(n-2); else return k sum(k-1)
} }
Array[N] void inc(AN A, int k){ int sum(AN A, int k) {
basis: [0] -> N A[K]++; if (k==0) return AJO},
ind: [0.. k, k+1] -> N if (k> 0) inc(Ak-1); } else return A[k] +sum(A k-1) } }
Liste[N] class LS { void inc(LS L) { intsum(LS L) {
basis: null int hodedata; if (L==null) {} if (L==null) return Q
ind: (L,n) LS restliste; } else { hodedata++; else returrsum(L.restlistethodedata;

inc(L.restliste) }

}

BineertTre[N] class BT { void inc(BT B) { int sum(BT T) {
basis: null int n; if (T==null) {} if (T==null) return Q
ind: (t1,n,t2) BT left; else { n++; else returnn +
BT right;} inc(T.left); sum(Tleft) +
inc(T.right); } } sum(Tright) ; }
FRAKTALer
i-120 : H-00 5. Rekursjon: 6

2 . | nd u ktve Data -y-per (vilkarlig store men endelige)

Strukturell ordering

naturlige tall N: array av N: A(N) [ 0 |» N

basis: 0eretN basis 0 -> N er A(N) [0 =N < [0]

hvis mneretN hvis [0...k] -> N er A(N) 0| Do
=N o]

. . < .. .N
saer: ntletN sa er [0..k.k+1] -> N en A(N) -
Lister av N: L(N): \
basis: null er en L(N) () * <

hvis LerL(N)ognerN

saer: (L,n) en L(N)

™|

e ——
Binaere Trzer av N: BT(N):
basis: null er et BT(N) ([ ] ii @
hvis  t1,t2 er BT(N) ogn er N A @\‘
3er: (tl,n, t2) et BT(N
s er: (tl,n,t2) et BT(N) A /%

T —
° >
< 1\, t2
<
t1 t2

i-120 : H-00
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Iteratvt eksempel: Seleksjonsortering

[* S8 - sorterer input arrayS¢leksjonSort)
* @param - int tab[0...n]

* @return - sortert tab

* for (k=0,1,2...n) {

* i=k

* for (j = k+1...n)

* if (tab[j] < tab[i]) i = j;

* bytt elementeneed indeks k og i

* }

*/

for en viikarlig input tabell med lengde n:
* utfprer n iterasjoner (for k=1,2...n) og

* [ hver iterasjon gar gjennom sluttsegment [K...n), (for j=k+1...n), dvs.

0 n 0
tidskompleksisteSS(n) = 2h; k=1+2+.. +(n-1)+nJ= (n+n)/2 = O(n°)
=1

i-120 : H-00 5. Rekursjon: 8

En teknisk bemerkning
Lister av N: L[N]:
basis: null er en L[N] o ° <

> S
hvis LerL[N]JognerN <

saer: (L,n)en L[N] :ﬁ @

Rekursjon implementert “utenfra” datastrukturen :

class LN { inc(LN L) { int sum(LN L) {
public int hodedata; if (L==null) {} if (L==null) return 0;
public LN restliste; else { Lhodedata++; else returrsum(L.restliste}L.hodedata;
.} inc(L.restliste) } }

eller “innenfor” datastrukturen :

(y’ofn inc() { int sum() {

hodedata+#+ if (restliste != null)
if (restliste !=null) returnrestliste.sumfjhodedata;
class LN { ded restliste.inc()} elsereturn hodedatd
private int hodedata; _ .
private LN restliste; inc(LN L) { int sum(LN L) {
inc() {...} if (L !=null) if (L !=null)
intsum0 .} } L.inc(); return Lsuny);
} else return 0; }

i-120 : H-00 5. Rekursjon: 7



Rekursvt eksempel:MageSort

/* FL - fletter to sorterte array: /* MS - sorterer input array:
* @param - int t1[0...n1], t2[0...n2] - sorterte * @param - int tab[0...n-1]
® @return - sortert t[0......n1+n2] * @return - sortert tab
*  ga (samtidig) gjennom t1 og t2 (med il og i2) * if (n == 1)return tab
* jf t1[i1] < t2[i2] plasser t1[il] it og gk il, i * else { k=n/2;
*  else plasser t2[i2] i t og gk i2, i * return FL ( MS(tab[0...k]), MS(tab[k+1..n-1]) ); }
* hvis noe igjen i t1 eller t2, flytt det til t */
*  returnt;
*/
FL(nl,n2) =0 (nl+n2)
n =n
nf2 + n/2 =n

n/4 + nf4  + n/4 + n/4 =n g
)
....... Feeeens =n L
MS(n) =0 (n *logy(n) ) 2 2 2 =n
VRN SN N
+ + =n
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3. “Splitt og hersk’ (eng: Dvide and Conquer)

Rekursjon som en generell strategi for problemlgsning og algoritmedesign

Gitt en instans n av et problem P :

1. hva gjor jeg ndr n er basis tilfelle

2. hvordan konstruere lgsning for n utfra lgsninger for noen instanser mindre enn n

P = sorter input array An = A.length)

/*int[] SS(int[] Ak) { 0 (nZ) f*int[] MS(int[] A) {int n= A.length; O (n*log n)
* initielt kall med SS(A,0) * if (n==1){return A; }

*n = A.length; * else {del A i midten i

* if (k==n-1) { return A; } * t1= A[0...n/2]ogt2= A[n/2+1...Igh]

* else{ * sorter rekursit begge (mindre)

* i= indeksen til minste elementet * r1=MS(t1) og r2=MS(t2)

i LALK..n-1] *  return flettet resultatvarekursie kall FL(r1,r2)

* bytt A[K] med A[iJ;

* returnSS(A, k+1);}} */ * FL - fletter to sorterte array i en sortert array */

P =finn et gitt element x i en array A
Hvis A er usortert : sjekk A[N]; hvis x ikke er der, lett i A[O...n—1] 0 (n)

Hvis A er sortert ...
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4. Rekursjon og é&kktivitet

— Reduser antall rekursive kall -

1. “Memoisering’ :

int fib(int n) {

if (n==0 || n==1) return 1, Istedenfor gjentatte rekursive kall til (k) med samme k,
else return fib(n-1)+fib(n-2); kan i dette tilfelle resultatet av f(k) lagres for senere bruk:
n
) 0(1.6")
” int Fib(int n) { Om)
int[] ar= new int[n+1];
f(3) / \ @) ar[0]=]; ar[]_]:]_; @
2 D 2 returnfibo(n, ar);
163 [y } N\
2 int fibo(int n, int[] ar) { 3
f(1) if (ar[n] >0 { £2) /
return ar[n] }
else { \
int z=fibo(n—1) +fibo(n-2); f)
ar[n]=z £(0)
return z;
b}
i-120 : H-00 5. Rekursjon: 14
Binger Sgk
/% finn indeks i A til et element x: int BS(int[] A,x,l,h) { 0 (logn)
* @param A int A[...] sorterint m= (I+h) / 2 ;
*  @paramx finn xiA if (I > h) return -1
* @param 1, h sgk i A bare fom. | tom. h else if (A[m] == x) return m
*  @return indeks til x; else if (A[m] < x) returmBS(A,x,m+1,h}
* —1 hvis x ikle finnes else returBS(A,x,I,m-1); }
*/ [l initielt kall med BS(A, x, 0, A.length—1)
Ngkkel er 48
1. kall 2. kall 3. kall basis tilfelle
binSgk(A, 48, 0, 9) binSgk(A, 48, 5, 9) binSgk(A, 48, 5, 6)
All Al All
[0] 1] < I=0 [0] a7 [0] 11
[1] 19 [1] [19 [1] 19
[2] [2a [2] [22 [2] [24
[3] [ 30 [3] [30 [3] [30
[4] [32 | <= m=(0+9)2 [4] [32 [4] [32
[5] | 48 [5] [ 48 | «— =5 [5] | 48 |«— 1=5 - m=(5+6)2
[7] | 55 [7] [ 55 | -@=m=(5+9)2 [7] [ 55 rotUrn 5
[8] | 72 [8] | 72 [8] | 72
[9] [ 99 | =-— h=9 [9] [ 99 | «—h=9 [9] | 99
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5. Rekurgon implementert med stabdl. . .
For Fib kan vi bruke f.eks. 3 stabler ar(argument), op(operator), re(resultat)

int Fib(int n) {
if (n==0|| n==1) return 1, F
ese F
return Fib(n-1) + Fib(n-2);} F 01+ +
2 |F 1| F Fl1
f(4) 4 |F 3]+ 3]+ 31+]1
T alo]|r alol|r alo]|r alol|r
f(3) - al®)
& a
f(2) f(l) (1) £(0) F
PN F F
(1) t(O) F F +
¢ F 1|+ +]1 0]l+]1
| + + + 1]1+1]2
0o (] 0o a (]
“a /
1
/ “a /
2 1
\ pe +11 2
5 + |1 + |1 3
+ ]2 2 + ]2 * 5
a 0o r a (] r a 0o r a (]
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Kompleksitet & en rekursi funksjon
Analyse vha REKURSJONSTRE

avhenger av
— “stgrrelsen pa steget” i hvert rekursivt kall (hgyden av treet)
— antall rekursive kall i hvert steg (“bredden” av forgreninger)
— arbeidsmengden ved “sammensetting” av resultater fra rekursive kall. Anta dette O(1) i eksemplene under.

R(n) har 2 rekurse kall til R(n-1) R(n) har 3 rekurse kall til R(n-1) R(n) har 1 rek. kall til R(n-1)
R@+1) = R@) + R@) O@2"1_1) R@+1) = R@) + R@) + R@) O3 -1) R@+1) =R@) +c  O(n)

U EO= s o EPE
SRR AN N AN /

° 1 1 ® 1
Y /\/\ AN AN ¥
[ J LN 0 000000000000000000000000000 0 ([ ] 0
R(n) har rek kall til R(n-1) og R(n-2) | Fibonacci kan R(n) har 2 rek. kall til R(n/2)2'°9™M*1_1 = 2-1=0(n)
RMm+2) = Rp+1) + R@)  O(1.6" dog forenkles til: R(n) = R(/2) + RM/2)
4 he 3 0(2) ° h= 3 forn
14w, , l \3 . - \. 2 (n2)
SR 2R 2/l K] I 1 (n/a)
2 1 1 0 1 \ [ ] [ ] [ [ ]
N ' Y Y Y A .
1 0 0 1] 1 e o0 o0 o000 o
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6. Korrekthet

Gitt en instans n av et problem P :
1. hva gjgr jeg ndr n_er basis tilfelle

2. hvordan konstruere lpsning for n utfra lgsninger for noen instanser mindre enn n

Terminering: Korrekthet
P(n) P(n) P(n)
if Basisf) if Basisf) if Basisf)
return ??7? — stopper rekursjon — kontroller lorrekt utfgrelse
else else else HER MA VI VISEHVIS -> SA
return — garanter at hermi < n, — Hvis hvert rekursit kall P(mi)
Kombine(P(ml1) ... P(mk)) er neermer@asis returnerer riktig resultat

” 1 DET OVENSTAENDE ANTAR VI !

— SA gir Kombine(P(m1) ... P(mk))
riktig resultat

kombinasjon opprettholder “\

rekursjons-invariant

i-120 : H-00 5. Rekursjon: 18

Rekursjon til iterasjon

(kan alltid omgjgres v.hj.a. Stabel) int fibS(int a) {

String o; int n, al, a2;
Stackop = new Stacklmp();
Stackre = newv Stacklmp();
int Fib(int n) { Stackar = nev Stackimp();

if (n==0]| n==)return % op.push(F"); ar.push( ne Integer(a) );
else while (lop.empty(){
returnFib(n-1)+ Fib(n-2) 0= (Stringpp-pop();
} if (0.equals¢”) ) {
n= ( (Integgerar.pop() ).int\alue();
if (n==0 || n==)re.push( n& Integer(1) )
else {
op.push(“+"); op.push(“F"); op.push(“F"),
ar.push( ne Integer(n-1) )
ar.push( n& Integer(n-2) ) }

} else if (o.equals(*+") ) {

al= ( (Intgerye.pop() ).int\alue();
Noen rekursjoner (f.eks. hale-rekursjon) kan fezzis(:(“f:rl):;-pzr((il)igt;')lf?();
omgjgres til iterasjon pd en enklere mdte. P & ’

}
return ( (Intgerye.pop() ).int\&lue();
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int sum(int n) {

Lakke-invariant

if (n == 0) return @ basis —gir riktig sum(0) =0 not . n
else return n sum(n-1) hvis sum(n-1) gir riktig = Z ! sd er sum(n) = n sum(n-1)= z i
i=0 i=0
1 i
Lgkke-invariant, LI: r = Z k
k=0
int sumw(int n) { — int sumw(int n) {
2% 1=

while (i !=n) {

Initialisering: i=0 & r=0 = Z k =>1I

int i=0, r=0;
k=0 \\\\\o

3a. while (i !=n) {
_. hvis LI: r = z k holder fgr kroppen
_r: r+i k=0 i++;
I+ ; r=r+i;
Il P=r+i, i'=i+1 . o o
} .\3b sa holder LI’: ' = z k etter kroppen ——— 0@ //i=i+l, r=rH
k=0 }
.returnr-\_ ; n //O .
! return r;
} 4. Utgang: LI: r= z k &i=n => r:z k )
k=0 t=0
i-120 : H-00 5. Rekursjon: 20

Korrekthet: rekursjons-uariant

[*int[] MS(int[] A) {int n= A.length;

* if(n==1){return A; }

else {

* del A i midten i

* t1=A[0...n/2] og t2 = A[n/2+1...n];

*

* sorter rekursit (mindre) delene
* ri=MsS(tl) og
* r2=MS(t2)
* returnflettet resultat\a
* rekursve kallFL(r1,r2) }
*
Invariant:

MS(A) returnerer sortert argument A:

if lgh==1 —da er A sortert
else —deler A i to disjunkte deler
t1=A[0..n/2] og t2=A[n/2+1...n]

rl= MS(1) returnerer sortert t1
r2= MS{2) returnerer sortert t2

hvis FL fletter korrekt to sorterte array,

sd returnerer hele else-grenen sortert A

i-120 : H-00

[*int BS(int[] A, int x, int |, int h){

* intm=(I+h) / 2;

* if (1>h) return -1

* else if A[m] == x) return m

* else if A[m] < x) returnBS(A, X, m+1, h);
* else returBS(A, x, 1, m-1); }

*/

Invariant:
argumentet A er sortert &

er X i A, sd er den mellom [l ... h]
(initielt kall med (A, X, 0, A.length-1)

if 1 > h —x kan ikke veere der (-1 er riktig)

else ifA[m] = X —da har vi funnet den (m er riktig)

else ifA[m] <x —

er Xi A, sda ma den vere mellom [m+1... h]

BS(A, X,m+1, h) vil returnere riktig resultat

else A[m] > x —

er Xi A, sa mad den vere mellom [1 ... m—1]

BS(A, x,1, m-1) vil returnere riktig resultat
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Lakke-invariant: eksempel 2.

**  bergner starste felleswdsor
@param x1>0
@param x2 >0
@returny2 = ged(x1,x2) */
ged(x1,x2) {
yl=x1; y2=x2; «—— initialisering: X1 =yl & x2 =y2 - ged(x1,x2) == ged(x1,x2)

while (y1 !=0) {
<« LI ged(yl,y2) = ged(x1,x2) —anta at den gjelder her

if (y2 <yl)
(y1y2) =(y2)yl);  —ged(x1,x2) = gcd(yl,y2)= ged(y2,y1) =ged(y1’,y2’)
else // (y2 >=y1)
y2=y2-y1, —ged(x1,x2) = ged(yl,y2)= ged(yl,y2-y1l) ed(yl,y2’)
< LTI’: c¢d(y1’,y2’) = ged(x1,x2) Hvis gcd(yl,y2) =z>=1 & y2>=yl, sa
1 *) yl=2z*kl <=2z*k2 =y2 & gcd(kl,k2)=1
utgang:LI & y1=0 - Men da:
< ged(x1,x2) = ged(yl,y2) y2'=y2-y1 = z*(k2—k1) & gcd(k1, k2—k1) = 1
= gcd(0,y2) = y2 hvis ikke, dvs. gcd(k1,k2—k1) =v > 1, da
return v2- ’ k1= v*a & k2-k1= v*b, s
ye k2= v*b+v*a = v*(b+a)
} dvs. da ogsa gcd(k1,k2) = v >1 — motsier *)
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Lakke-invariant: eksempel 1.

/**  bergner heltalls kasient samt resten
@param x >=0
@paramy >0
@return (g, r) s&x=q*y+r & 0<=r<y & 0<=q
*/
divr(int x, inty) {
intgq=0;intr=x;
- initialisering: q =0 & r=x>=0- x=q*y+r&0<=r& 0<=q
while (y <=r) {

LI: 0<=r & x=q*y+r & 0<=¢q

- —anta at den gjeldered inn@gng, samy <=r
q=0+l1;
r=r-=y,

—da gjelderetter lgklekroppen:
qg=0q+tl1&0<=q - 0<=q” &
rr=ry &0<=r &y<=r - 0<=r’
QCFy+r= Q)Y+ (r-y) =gy +ty+r-y =gy + Fx
—dvs. LI opprettholdes gjennom kroppen

A

}
< utgang fra lgklen:LI & r<y - x=r+q*y & 0<=r<y & 0<=q

return (g, r); }
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Oppsummering

Rekursjon — “Splitt og hersk”
— bestem hva som ma gjgres i basis tilfelle(r)

— konstruer (“hersk”) en lgsning fra (rekursive) lpsninger for ( “splitt”’) noen mindre instanser
Enhver induktiv datatype (nat, int, lister, treer, ...) gir opphav til rekursive algoritmer
Rekursjon vs. iterasjon (rekursjon implementeres iterativt med bruk av stabel)

Kompleksitet av rekursiv funksjon avhenger av

— antall noder i rekursjonstre (“splitt”)
* dybden (hgyden) av treet — hvor stort steg mot basis utgjor hver “splitting”
e antall rekursive kall (bredden av treet) pa hvert nivd

— arbeidsmengden for a konstruere en lgsning utfra lpsninger for mindre instanser (“hersk”)

Korrekthet
— bestem rekursjons-invarianten

e verifiser at basistilfelle(r) etablerer invarianten

* under antakelse at rekursive kall etablerer invarianten, vis at konstruksjonen vil opprettholde den
— bestem lpkke-invariant

* vis at den gjelder etter initialisering (like for inngangen i lpkken)

* under antakelse at den gjelder fpr lpkkekroppen, vis at den gjelder ogsa etter denne
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