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Et enkelt eksempel

har en metode som
[** leser en linje fra terminalen
* @return innleste String

*  @exceptionlOException — i tilfelle i/o problem

*/
public String readin()

og vil lage en som

[** leser en linje fra terminalen

* inntil den leser et heltall

*  @return innleste tall

*  @exception ingen unntak

* — anta det kommer et heltall
*/

[* publicint iRead() {

* String s= readIn();

* int k= hent int fra s;

* while (! alt ok)

* gjenta: k = hent int fra neste linje;
* return k;

*/

i-120 : H-00

/* public int myRead() {

*
*
*
*

*

*/

String s= readIn();

int k= hent int fra s;

if (alt ok) return k;

else // prgv neste linje
returnmyRead);

}

publicint myRead() {

try{
return Integer.parselnt(readin()); }

catch(IOException e) {
returnmyRead); }

catch(NumberFormatException e) {
returnmyRead); }
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Iterasjon til rekursjon

[* @paramn >0

*
: @return 1+2+...+n */
Int res =0; : :
while (n > 0) { int sumR(int n) {
es = res 4 if (n == 0) return O;
- 4 else returm +sumR(n-1);
n=n-1 }
}
return res;
}
Generellt, dog ikke 100% riktig:
int Iter (int n) { int Rekursiv(int n) {
res= init; if ( !fortsett(n) ) return basetilfelle;
while ( fortsett(n) ) { else returnKroppen(n,Rekursiv(oppdater(n)));
res= Kroppen(n,res) }
oppdater(n);
} Enhveriterasjonkan skrives somekursjon
return res; _
} ... t.o.m. sonmale-rekursjon
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1. Rekursjonse og -dybde;Eks: Fibonacci-tallene

fib(0) =0 public int fib(int n) {
if (n==0 || n==)return %

fib(1) = 1 e

fib(n+2) = fib(n) +fib(n+1) \eturnfib(n-1) +fib(n-2),

1

4

returner ibasistilfelle

PN

£(3) f(2)

PN PN

f(2) f(1) f(1) £(0)

PN

f(1) f(0)

| |
\ \

U | Y Y
S S

2

3
RN tre av rekursive Kkall
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\

ellers beregn
rekursivtenklere
(mindre) deler og
sett disse sammer

. f(3)..?
)

Q).

_ > 1
_ > 3
_ f(2)..?

Q).

- _—>1

_ ___f0)...

- 7>1
— >2

—>

?

f(1) ...

>1

£(0) ...

>1

#svarte = Hdelinjer
inntil basistilfelle er nddd (=hgyden av treet)

?

?

rekkefalgen
av kall

rekursjonsdybde
= #rekursive kall .....
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2. Induktive Data Typefvilkérlig store men endelige

Strukturell ordering

naturlige tall N: ‘ array av N: A(N) [ 0 J» N
basis: OeretN basisO -> N er A(N) [ 0 J»N < [0
hvis neretN hvis [0...k] -> N er A(N) 0] T\
| |
2 s
. . < ... o N
saer. n+letN saer[0..kk+1] ->NenAN) [k+1

Lister av N: L(N):
basis: null er en L(N) [

®

hvis L erL(N)ognerN

saer: (L,n)enL(N)

L D
==

Binegere Traer av N: BT(N):
basis: null er et BT(N) ® @

hvis  t1,t2 er BT(N) ogner N A @\‘

saer: (t1,n,t2)et BT(N)

i-120 : H-00
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Variasjoner over tema

induktiv definisjon= fra basis og oppover ***** rekursjon = fra toppen mot basis

N int fib(n) { int sum(k) {
basis: 0 if (n==0 || n==)return } if (k==0) return Q
ind: n+1 else returriib(n-1) + fib(n-2); else return k sum(k-1)
} }
Array[N] void inc(AN A, int k) { int sum(AN A, int k) {
basis: [0] -> N AlK]++; if (k==0) return A[O}
ind: [O.. k, k+1] -> N if (k> 0)inc(Ak-1);} else return A[k] +sum(A,k-1) } }
Liste[N] class LS { void inc(LS L) { int sum(LS L) {
basis: null int hodedata; ifl(==null) {} if (L==null) return Q
ind: (L,n) LS restliste; } else { hodedata++; else retarm(L.restlistekhodedata;
inc(L.restliste) } }
BineertTre[N] class BT { void inc(BT B) { intsum(BT T) {
basis: null int n; if (T==null) {} if (T==null) return Q
ind: (t1,n,t2) BT left; else { n++; else returnn+
BT right;} inc(T.left); sum(T.left)+
inc(T.right); } } sum(T.right); }
FRAKTALer
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En teknisk bemerkning

Lister av N: L[N]:

basis: null er en L[N] ®

<

[
¢ -
hvis L erL[N]JognerN <

saer: (L,n)en L[N] @ > o

Rekursjon implementertutenfra” datastrukturen :

class LN { inc(LN L) { int sum(LN L) {
public int hodedata, if (L==null) {} if (L==null) return O;
public LN restliste; else { L.hodedata++; else retarm(L.restlistetL.hodedata,;
.} inc(L.restliste) } }

eller “innenfor” datastrukturen :

U’Q/>. inc() { int sum() {

hodedata+i if (restliste !'= null)
if (restliste != null) returmestliste.sumghodedata;
clas§ LN{_ e restliste.inc()} elsereturn hodedatd
private int hodedata, _ _
private LN restliste; inc(LN L) { int sum(LN L) {
inc() {...} if (L !=null) if (L !=null)
ntsum() {.} ) L.inc(); return Lsum();
} else return 0; }
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lterativt eksempel: Seleksjonsortering

~~
P

SS- sorterer input arraySgleksjonSor)
@param - int tab[O0...n]
@return - sortert tab

for (k=0,1,2...n) {
i =k
for (j = k+1...n)
if (tab[j] < tabl[i]) i =j;
bytt elementene ved indeks k og i

}

O A R T

>
~~

for en vlikarlig input tabell med lengde
 utfgrern iterasjoner (for k=1,2.n) og

« i hver iterasjon gar gjennom sluttsegméht.n], (for j=k+1...n), dvs.

I n []
tidskompleksiste6Sn)= Oy k=1+2+...+(n-1)+n0= (n+ n2)/2 = O(nz)
k=1 -
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Rekursivt eksempel:MergeSort

[* FL - fletter to sorterte array:

* @param - int t1[0...n1], t2[0...n2] - sorterte
* @return - sortert t[0......n1+n2]

*  ga (samtidig) gjennom t1 og t2 (med il og i2)
* o f t1[il] < t2[i2] plasser t1[il] it og ok i1, |
*  else plasser t2[i2] it og gk i2, i

*

*

[* MS - sorterer input array:

* @param - int tab[0...n-1]
* @return - sortert tab

* if (n == 1)return tab

*  else{ k=n/2;

*

return FL ( MS(tab[O...k]), MS(tab[k+1..n-1]) ); }

hvis noe igjen i tl eller t2, flytt det til t */
return f;
*/
FL(n1,n2)=0 (n1+n2)
n
/ \
n/2 + n/2
/ \
n/4 + n/4 + n/4 +
...... - P
MS(n) = O (n * log,(n) ) 2 2
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MS[24 135 MS t[1...n]
if (n == 1)return t;
Isek= n/2; -
° Seretu?n FL( MS t[1...k], MS t[k+1...n])
MS[2 4] MS[1 3§
MS|[2] MS[4] MS[1] MSJ[2 4]
MS[3] MS[ 5]
[3] [5]
\\\ y'd
[1-151 ) «5 2%
[1-11] <<5
[2] [4] [1] [39

o

[1-[35])/ 1<3
11 -1 Ss9

<<5
[24] [133

T~

(24] - [135]) A1<2 totalt:
[24] - [ 35] 5 <3 7+5=12
[ 4 - 39] Eh

[ 4-[ 3l S

[ 1-1 8| =<5

\[]-[] )

[12345




3. “Splitt og hersk” (eng: Divide and Conquer)

Rekursjonsom en generell strategi for problemlgsning og algoritmedesign
Gitt en instans av et problent :

1. hva gjar jeg nan er basis tilfelle

2. hvordan konstruere Igsning fowtfra lgsninger for noen instansenindre enn n

P = sorter input array A (n = A.length)

/< int] SSint[] Ak) { O (n2) [*int[] MS(int[] A) {int n= A.length; O (n*log n)
* initielt kall med SS(A,0) * if(n==1){return A; }

*n = A.length; * else {del A i midten i

* if (k==n-1) {return A; } * t1= A[O...n/2]ogt2= A[n/2+1...Igh]

¥ else{ *  sorter rekursivt begge (mindre)

* I= indeksen til minste elementet * r1= MS(t1) og r2=MS(t2)

” | Alk...n-1]; _ * return flettet resultat av rekursive kall FL(r1,r2)

* bytt A[k] med A[i];

* return SSA, k+1): 3} */ *FL - fletter to sorterte array i en sortert array */

P = finn et gitt element x i en array A
Hvis A er usortert : sjeklA[n]; hvis x ikke er der, lettA[O...n—1] O (n)

Hvis A er sortert ...
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Binaer Sgk

finn indeks i A til et element x: i S(int[] A,x,l,h) { O (log n)
@param A int AJ...] sortertint m= (I+h)/ 2 ;
@param x finn xi A if (I >h) return -1;
@param |, h sgk i A bare fom. | tom. h else if (A[m] == x) return m;
@return  indeks til x; else if (A[m] < x) retur@S(A,x,m+1,h}
—1 hvis x ikke finnes else retuBt(A,x,I,m-1); }

/[ initielt kall med BS(A, x, 0, A.length-1)

Ngkkel er 48
1. kall 2. kall 3. kall basis tilfelle
binSgk(A, 48, 0, 9) binSgk(A, 48, 5, 9) binSgk(A, 48, 5, 6)
Al All All

O] 11 |<«— 1=0 0] 11 0] 171
[1] 19 1] [19 [1] [T19
2] [24 2] [ 24 [21 [ 24
[3] [ 30 3] [30 3] | 30
[4] [ 32 | <= m=(0+9)2 [4] [32 [4] [32
[5] | 48 5] [ 48 | <«— |=5 [5] |48 |a— =5 <g=m=(5+6)2
[6] | 50 [6] | 50 6] |50 |<«— h=6 A[m] == nokkel
[7] | 55 [7] | 55 | <= m = (5+9)/2 [7] | 55 return 5
8] [ 72 8] [ 72 8] | 72
9] [ 99 | << h=9 9] [ 99 | «—h=9 [°] [ 99
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4. Rekursjon og effektivitet
— Reduser antall rekursive kall

int fib(int n) {
if (n==0 || n==1) return 1;
else return fib(n-1)+fib(n-2);

O(1.6")
f(4)
(3) 5 T f(2)
PN PN
f(2) (1) (1)
PN

f(1)
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1. “Memoisering’ :

Istedenfor gjentatte rekursive kall tik) medsamme k
kani dette tilfelleresultatet avi(k) lagresfor senere bruk:

int Fib(int n) {
int[] ar= new int[n+1]
ar[0]=1; ar[1]=1
returnfibo(n, ar);

}
int fibo(int n, int[] ar) {
if (ar[n] > 0 {

return ar[nj }
else {

int z=fibo(n—-1) +fibo(n-2);

ar[n]=z
return z;

)

O(n)

f(4)

l \f(3)
f(2) /
<

f(0)

f(1)
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Rekursjon & effektivitet

2. Avskjaering
Finn alle permutasjoner av [0,1,2...n{¢r et partall n)
0,1,2,3
* 1 — _1- 011s312
[*  perm(A,n) {int = A.length-1; 0123 0213

* if (n==I) { skriv A; }

" else{ ‘/'/ 0.3.2,1
* for hver ind: n+1...| 0,3,1,2
* perm(A,n+1); 0123 1023 1,0,2,3
* bytt A[n] og AJind] 1,0,3,2
* perm(A,n+1); / \\\ 1,2,0,3
* roterL[n...l]; }

0123 0213 0321
A[0..n-1] A[n] A[n+1..1]

perm(A,0) skriver alle perm / \‘ \\\\

0123 0132 0213 0231

F PE(A){intI= Alength-1: l l l l
*  for hver n: 0...1/2 {
© byt AJ0] og Alnl: 0123 0132 0213 0231

bytt A[O] og A[n]; }
* 3210 | 3201| 3120| 3107
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Kompleksitet av en rekursiv funksjon
Analyse vha REKURSJONSTRE

avhenger av

— “starrelsen pa stegkti hvert rekursivt kall (hgyden av treet)
— antall rekursive kalli hvert steg (“bredden” av forgreninger)
— arbeidsmengden ved “sammensetting” av resultater fra rekursivefh. dette O(1) i eksemplene under

R(O)=1,R(1)=1

R(O)=1,R(1) =1

R(h+1) = R() + RM) + Rh) O@E"1-1)

e .{\
AN AN AN
AN AN

h=3

R(0)=1,R(1) =1
R(h+1) =RM)*2 O(n)

° h=3

0/ 2

o'/ 1
o'/ 0

R(n+1) = RM) + RM) O@"™1-1)
° h=3
./ \.
IR R
° ° ° ° 1
IRV WAV
[ J ( I ] ( I ] ( I o
RO)=1,R(1) =1
R(n+2) = RMn+1) + RM) O1.6"
4 h=3
3/ \2
IR AR
2 1 1 0 1
J2R
1 0 0
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Fibonacci kan R(1) =1 2109M+1_1 = ;-1=0(n)
dog forenkles til: R(n) = R("/2) + R(n/2)
O(n)
4 o h= 3 forn
l AW . s \. 2 (n/2)
| PPN aw
| SN
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5. Rekursjon implementert med stabel. ..

For Fib kan vi bruke f.eks. 3 stabler ar(argument), op(operator), re(resulta
int Fib(int n) {

if (n==0 || n==1) return 1; F
else F
returnFib(n-1)+ Fib(n-2}} F ol + +
2 |F 1|F Fl1
f(4) 4| F 3]+ 31+ 3l+]1
a 0] r a 0] r a (0] r a 0] r
(3) £ T 2)
» Da 2 a
f(2) f(1) f(1) f(0) F
f(1) f(0) F = +
¢ ¢ F 1]+ +11 ol+]1
1 1 31+ 2 21+ 2 21+ 2 11+ 2
a 0] r a 0] r a 0] r 0] r
N oY | |
2 1 1 1
A N
3 2 1
A o + 11 2
5 +11 +11 3
+ | 2 2 + | 2 * 5
a 0] r a 0] r a 0] r a 0] r
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Rekursjon

(kan alltid omgjgres v.hj.a. Stabel)

int Fib(int n) {
if (n==0 || n==1Yeturn 1;
else
returnFib(n-1)+ Fib(n-2}

Noen rekursjoner (f.eks. hale-rekursjon) kah
omgjgres til iterasjon pa en enklere mate.

i-120 : H-00

til

iterasjon

int fibS(int a) {
String o; int n, al, a2;
Stackop = new Stackimp();
Stackre = new Stackimp();
Stackar = new Stacklmp();

op.push(F”); ar.push( new Integer(a) );
while (top.empty()){
o= (String)p.pop();

if (o.equals€E”) ) {
n= ( (Integerar.pop() ).intValue();
if (n==0 || n==1)e.push( n& Integer(1) );
else {
op.push(“+”); op.push(“F"); op.push(“F”);
ar.push( new Integer(n-1) )
ar.push( new Integer(n-2) )

} else if (o0.equals(“+”)) {
al= ( (Integeme.pop() ).intValue();
a2= ( (Integeme.pop() ).intValue();
re.push( new Integer(al+a2?)); }

}
return ( (Integerg.pop() ).intValue();
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6. Korrekthet

Gitt en instans av et problen :
1. hva gjer jeg nan_er basis tilfelle
2. hvordankonstruere Igsning far utfra lgsninger for noen instansetindre ennn

Terminering:
P(n) P(n)
if Basisf) if Basisf)
return ??7? — stopper rekursjon
else else
return — garanter at hveni < n,
Kombine(P(m1l) ... P(mk)) er naermer@asis

kombinasjoropprettholder
rekursjons-invariant

i-120 : H-00

Korrekthet
P(n)
if Basis)

— kontroller korrekt utfgrelse

else HER MA VI VISEHvIs -> SA

— Hvis hvert rekursivt kalP(mi)
returnerer riktig resultat

Il DET OVENSTAENDEANTAR VI !l

— SA gir Kombine(P(m1) ... P(mk))
riktig resultat
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Korrekthet: rekursjons-invariant

[*int[] MS(int[] A) { int n= A.length; [*int BS(int[] A, int x, int |, int h){

* if(n==71{return A; } * int m=(I+h) / 2;

*  elsef * if (I>h) return —1;

* del A i midten i: *  else if A[m] == x) return m;

* t1=A[0...n/2] og t2 =A[n/2+1...n]; * else if A[m] < x) returnBS(A, x, m+1, h);
* sorter rekursivt (mindre) delene * else returBS(A, x, |, m=1); }

* rl=MS(tl) og */

’ r2=MS(t2) Invariant;

* return flettet resultat av

% rekursive kallFL(r1,r2) } argumentefA er sortert &

* erxiA, saer den mellori ... h]
Invariant: (initielt kall med(A, x, 0, A.length-1)
MS(A) returnerer sortert argumera: if 1 > h —x kan ikke veere der-1 er riktig)

else ifA[m] = x —da har vi funnet denih er riktiq)

if lgh==1—da er A sortert

else— deler A i to disjunkte deler else ifA[m] < x —

t1= A[0...n/2] og t2=A[n/2+1..n] erxi A, sa maden veere melldm+1... h]
r1= MS(1) returnerer sorterttl BS(A, x,m+1, h) vil returnere riktig resultat
r2= MS¢2) returnerer sortertt2 else Aim] > x —

hvisFL fletter korrekt to sorterte array erxiA, sa ma den veere melldhm.. m-1]
sa returnerer hele else-grenen sortArt BS(A, x,l, m=1) vil returnere riktig resultat
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L gkke-Invariant

int sum(int n) { n_1
if (n == 0) return O; basis — gir riktig sum(0) =0 _ n .
else return n sum(n-1) hvis sum(n—1) gir riktig = Z ! sa er sum(n) = n sum(n-1)= z '
i=0 P =

i
Lokke-invariant, LI: r= Z k
k=0

int sumw(int n) { int sumw(int n) {

2 i=0
int i=0, r=0: __ Initialisering: i=0 & r=0 = Z K=>L| int i=0. r=0"
.-— k=0 \0
while (i '=n) { 3a i . while (i '=n) {
_. hvis LI: r= Z K holder fagr kroppen —9®
r=r+i; k=0 ARE
I++;

r= r+i
—@ //I'=1+1, r=r+’

kK etter kroppen

"
I r'=r+i, i'=i+1
r'=r+i, I'=i .\3b. <& holder LI 1 =
J }
k=0
.\- i ] //0

returnr; .
’ turnr

4. L r= k =N = = k re !
} Utgang LI:r E &l1=n=>7r E }

k=0 k=0
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Lakke-invariant: eksempel 1.

[** beregner heltalls kvosient samt resten
@param x >=0
@paramy >0
@return (g, N sax=qg*y+r & 0<=r<y & 0<=¢
*/
divr(int x, inty) {
intg=0;intr=x;

- initialisering: =0 & r=x>=0- x=q*y+r&0<=r& 0<=q
while (y <=r) {
LI: O<=r & x=q*y+r & 0<=q
- — anta at den gjelder ved inngang, st r
q=q+l1;
r=r-y,

— da gjelder, etter lgkkekroppen:
q=9g+1&0<=q - 0<=q" &
r=r-y &0<=r &y<=r - 0<=r
Qry+r =@ty +(r-y)=qy+y+r-y=qy+rx
- —dvs. LI opprettholdes gjennom kroppen

}
- utgang fra lgkken.l & r<y - x=r+qg*y & 0<=r<y & 0<=q

return (g, r) ; }
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Lakke-invariant: eksempel 2.

I**  beregner stgrste felles divisor
@param x1 >0
@param x2 >0
@returny2 = gcd(x1,x2)*/

gcd(x1,x2) {
yl=x1; y2=x2; «—— initialisering: x1 =yl & x2 =y2, gcd(x1,x2) == gcd(x1,x2)
while (y1 !=0) {
- LI: gcd(yl,y2) = gcd(x1,x2¥ anta at den gjelder her
if (y2 <yl)

(y1,y2) = (y2,y1); —gcd(x1,x2)= gcd(yl,y2) ged(y2,yl) =gcd(yl’,y2’)
else/l (y2 >=yl)
y2=y2-yl, —gcd(x1,x2)= ged(yl,y2)= ged(yl,y2-yl) =gcd(yl,y2’)

< LI': cd(yl',y2’) = gcd(x1,x2)

Hvis gcd(yl,y2) =z>=1 & y2>=yl, sa
*)yl =z*kl <=z*k2 =y2 & gcd(kl,k2) =1
Men da:
y2'=y2-yl = z*(k2—k1) & gcd(k1, k2—-k1) =1
hvis ikke, dvs. gcd(k1,k2—k1) =v > 1, da
k1= v*a & k2—-k1= v*b, sa
k2= v*b+v*a = v*(b+a)
dvs. da ogsa gcd(k1,k2) = v >1 — motsier *)

utgangLl & y1=0 -
= gcd(x1,x2) = ged(yl,y2)
=gcd(0,y2)=y2

return y2,;
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Oppsummering

Rekursjon— “ Splitt og hersk
— bestem hva som ma gjeres i basis tilfelle(r)
— konstruer (“hersk”) en Igsning fra (rekursive) lgsninger for (“splitt”) noen mindre instanser

Enhver induktiv datatype (nat, int, lister, treer, ...) gir opphav til rekursive algoritmer
Rekursjon vs. iterasjon (rekursjon implementeres iterativt med bruk av stabel)

Kompleksitet av rekursiv funksjon avhenger av
— antall noder i rekursjonstre (“splitt”)
» dybden (hgyden) av treethvor stortsteg mot basiatgjgr hver “splitting”
« antall rekursive kal(bredden av treet) pa hvert niva
— arbeidsmengden for & konstruere en Igsning utfra lasninger for mindre instanser (“hersk”)

Korrekthet
— bestem rekursjons-invarianten

o verifiserat basistilfelle(r) etablerer invarianten

» underantakelseat rekursive kall etablerer invariantenis at konstruksjonen vil opprettholde den
— bestem lgkke-invariant

* vis at den gjelder etter initialisering (like far inngangen i lgkken)

« underantakelseat den gjelder for lgkkekroppens at den gjelder ogsa etter denne
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	Rekursjon & effektivitet
	2. Avskjæring
	 Finn alle permutasjoner av [0,1,2...n-1] (for et partall n)
	/* perm(A,n) { int l= A.length-1;
	* if (n==l) { skriv A; }
	* else {
	* for hver ind: n+1...l
	* perm(A,n+1);
	* bytt A[n] og A[ind]
	* perm(A,n+1);
	* roterL[n...l]; }
	*/
	A[0..n-1] A[n] A[n+1..l]
	perm(A,0) skriver alle perm
	/* PE(A) { int l= A.length-1;
	* for hver n: 0...l/2 {
	* bytt A[0] og A[n];
	* perm2(A,1);
	* bytt A[0] og A[n]; }
	*/


	Et enkelt eksempel
	har en metode som
	/** leser en linje fra terminalen
	* @return innleste String
	* @exception IOException –�i tilfelle i/o problem
	*/
	public String readln()

	og vil lage en som
	/** leser en linje fra terminalen
	* inntil den leser et heltall
	* @return innleste tall
	* @exception ingen unntak
	* –�anta det kommer et heltall
	*/
	/* public int iRead() {
	* String s= readln();
	* int k= hent int fra s;
	* while (! alt ok)
	* gjenta: k = hent int fra neste linje;
	* return k;
	*/
	/* public int myRead() {
	* String s= readln();
	* int k= hent int fra s;
	* if (alt ok) return k;
	* else // prøv neste linje
	* return myRead();
	*/ }
	public int myRead() {
	try{
	return Integer.parseInt(readln()); }
	catch(IOException e) {
	return myRead(); }
	catch(NumberFormatException e) {
	return myRead(); }
	}


	Iterasjon til rekursjon
	Generellt, dog ikke 100% riktig:
	/** @param n > 0
	@return 1+2+...+n */
	int sumW(int n) {
	int res =0;
	while (n > 0) {
	res = res + n;
	n = n–1;
	}
	return res;
	}
	/** @param n > 0
	@return 1+2+...+n */
	int sumR(int n) {
	if (n == 0) return 0;
	else return n + sumR(n-1);
	}
	int Iter(int n) {
	res= init;
	while ( fortsett(n) ) {
	res= Kroppen(n,res);
	oppdater(n);
	}
	return res;
	}
	int Rekursiv(int n) {
	if ( !fortsett(n) ) return basetilfelle;
	else return Kroppen(n, Rekursiv(oppdater(n)));
	}

	Enhver iterasjon kan skrives som rekursjon
	... t.o.m. som hale-rekursjon

	1. Rekursjonstre og -dybde; Eks: Fibonacci-tallene
	fib(0) = 0
	fib(1) = 1
	fib(n+2) = fib(n) + fib(n+1)
	f(4)
	f(3)
	f(1)
	f(2)
	f(1)
	f(0)
	f(2)
	f(1)
	f(0)
	5
	3
	1
	2
	1
	1
	2
	1
	1
	f(4) ...?
	f(3) ...? rekkefølgen
	f(2) ...? av kall
	f(1) ...?
	> 1
	f(0) ...?
	> 1
	> 2
	f(1) ...?
	> 1
	> 3
	f(2) ...?
	f(1) ...?
	> 1
	f(0) ...?
	> 1
	> 2
	> 5
	rekursjonsdybde
	#svarte = #røde linjer = # rekursive kall .....
	inntil basistilfelle er nådd (=høyden av treet)
	public int fib(int n) {
	if (n==0 || n==1) return 1;
	else
	return fib(n-1) + fib(n-2);
	}
	tre av rekursive kall
	returner i basistilfelle
	ellers beregn
	rekursivt enklere
	(mindre) deler og
	sett disse sammen


	2. Induktive Data Typer (vilkårlig store men endelige) Strukturell ordering
	naturlige tall N: array av N: A(N)
	basis: 0 er et N basis 0 -> N er A(N)
	hvis n er et N hvis [0...k] -> N er A(N)
	så er: n+1 et N så er [0...k,k+1] -> N en A(N)
	Lister av N: L(N):
	basis: null er en L(N)
	hvis L er L(N) og n er N
	så er: (L,n) en L(N)
	Binære Trær av N: BT(N):
	basis: null er et BT(N)
	hvis t1, t2 er BT(N) og n er N
	så er: (t1, n, t2) et BT(N)
	L
	t1
	t2
	L
	n
	t1
	t2
	n
	n
	n
	0
	N
	0
	...
	N
	k
	k+1
	0
	...
	N
	k
	0
	...
	N
	k
	k+1
	0
	N
	<
	<
	L
	L
	n
	<
	<
	t1
	t2
	n
	t1 ,
	t2
	<
	<

	Variasjoner over tema
	induktiv definisjon = fra basis og oppover ***** rekursjon = fra toppen mot basis
	N int fib(n) { int sum(k) {
	basis: 0 if (n==0 || n==1) return 1; if (k==0) return 0;
	ind: n+1 else return fib(n-1) + fib(n-2); else return k + sum(k-1);
	} }
	Array[N] void inc(AN A, int k) { int sum(AN A, int k) {
	basis: [0] -> N A[k]++; if (k==0) return A[0];
	ind: [0.. k, k+1] -> N if (k > 0) inc(A,k-1); } else return A[k] + sum(A,k-1); } }
	Liste[N] class LS { void inc(LS L) { int sum(LS L) {
	basis: null int hodedata; if (L==null) { } if (L==null) return 0;
	ind: (L,n) LS restliste; } else { hodedata++; else return sum(L.restliste)+hodedata;
	inc(L.restliste); } }
	BinærtTre[N] class BT { void inc(BT B) { int sum(BT T) {
	basis: null int n; if (T==null) { } if (T==null) return 0;
	ind: (t1,n,t2) BT left; else { n++; else return n +
	BT right;} inc(T.left); sum(T.left) +
	inc(T.right); } } sum(T.right) ; }
	FRAKTALer

	En teknisk bemerkning
	Rekursjon implementert ‘‘utenfra’’ datastrukturen :
	class LN { inc(LN L) { int sum(LN L) {
	public int hodedata; if (L==null) { } if (L==null) return 0;
	public LN restliste; else { L. hodedata++; else return sum(L.restliste)+L.hodedata;
	... } inc(L.restliste); } }
	eller ‘‘innenfor’’ datastrukturen :
	inc() { int sum() {
	hodedata++; if (restliste != null)
	if (restliste != null) return restliste.sum()+hodedata;
	restliste.inc(); } else return hodedata; }
	inc(LN L) { int sum(LN L) {
	if (L != null) if (L != null)
	L.inc(); return L.sum();
	} else return 0; }
	Lister av N: L[N]:
	basis: null er en L[N]
	hvis L er L[N] og n er N
	så er: (L,n) en L[N]
	L
	L
	n
	n
	L
	L
	n
	<
	<
	L

	3. ‘‘Splitt og hersk’’ (eng: Divide and Conquer)
	Rekursjon som en generell strategi for problemløsning og algoritmedesign
	Gitt en instans n av et problem P : �
	1. hva gjør jeg når n er basis tilfelle
	2. hvordan konstruere løsning for n utfra løsninger for noen instanser mindre enn n
	P = sorter input array A (n = A.length)
	/* int[] SS(int[] A,k) {
	* initielt kall med SS(A,0)
	* n = A.length;
	* if (k==n-1) { return A; }
	* else {
	* i= indeksen til minste elementet
	* i A[k...n-1];
	* bytt A[k] med A[i];
	* return SS(A, k+1); } } */

	P = finn et gitt element x i en array A
	Hvis A er usortert : sjekk A[n]; hvis x ikke er der, lett i A[0...n–1]
	Hvis A er sortert ...
	/* int[] MS(int[] A) { int n= A.length;
	* if (n == 1) { return A; }
	* else { del A i midten i
	* t1= A[0...n/2] og t2= A[n/2+1...lgh];
	* sorter rekursivt begge (mindre)
	* r1= MS(t1) og r2= MS(t2)
	* return flettet resultat av rekursive kall FL(r1,r2)
	* FL - fletter to sorterte array i en sortert array */
	O (n2)
	O (n*log n)
	O (n)



	Binær Søk
	/* finn indeks i A til et element x: int BS(int[] A,x,l,h) {
	* @param A int A[...] sortert int m= (l+h) / 2 ;
	* @param x finn x i A if (l > h) return -1;
	* @param l, h søk i A bare fom. l tom. h else if (A[m] == x) return m;
	* @return indeks til x; else if (A[m] < x) return BS(A,x,m+1,h);
	* –1 hvis x ikke finnes else return BS(A,x,l,m-1); }
	*/ // initielt kall med BS(A, x, 0, A.length–1)

	4. Rekursjon og effektivitet
	– Reduser antall rekursive kall –
	int fib(int n) {
	if (n==0 || n==1) return 1;
	else return fib(n-1)+fib(n-2);
	} O(1.6n)
	f(4)
	f(3)
	f(1)
	f(2)
	f(1)
	f(0)
	f(2)
	f(1)
	f(0)

	1. ‘‘Memoisering’’ :
	Istedenfor gjentatte rekursive kall til f(k) med samme k,
	kan i dette tilfelle resultatet av f(k) lagres for senere bruk:
	int Fib(int n) { O(n)
	int[] ar= new int[n+1];
	ar[0]=1; ar[1]=1;
	return fibo(n, ar);
	}
	int fibo(int n, int[] ar) {
	if (ar[n] > 0) {
	return ar[n]; }
	else {
	int z= fibo(n–1) + fibo(n–2);
	ar[n]= z;
	return z;
	} }
	f(4)
	f(2)
	f(1)
	f(0)
	f(3)


	Kompleksitet av en rekursiv funksjon
	avhenger av
	– ‘‘størrelsen på steget’’ i hvert rekursivt kall (høyden av treet)
	– antall rekursive kall i hvert steg (“bredden” av forgreninger)
	– arbeidsmengden ved ‘‘sammensetting’’ av resultater fra rekursive kall. Anta dette O(1) i eksemp...
	Analyse vha REKURSJONSTRE
	R(0) = 1, R(1) = 1
	R(n+1) = R(n) * 2 O(n)
	R(0) = 1, R(1) = 1
	R(n+1) = R(n) + R(n) + R(n) O(3n+1 – 1)
	•
	•
	• • • • • • • • •
	h= 3
	2
	1
	0
	•
	•
	•••••••••••••••••••••••••••
	h= 3
	2
	1
	0
	•
	•
	•
	•
	R(0) = 1, R(1) = 1
	R(n+1) = R(n) + R(n) O(2n+1 – 1)
	•
	•
	•
	•
	•
	•
	•
	• • • • • • • •
	h= 3
	2
	1
	0
	R(0) = 1, R(1) = 1
	R(n+2) = R(n+1) + R(n) O(1.6n)
	4
	2
	1
	0
	3
	2
	1
	1 0
	h= 3
	2
	1
	0
	Fibonacci kan dog forenkles til:
	O(n)
	4
	0
	3
	2
	1
	R(1) = 1 2log(n)+1–1 = 2n-1=O(n)
	R(n) = R(n/2) + R(n/2)
	•
	•
	•
	•
	•
	•
	•
	• • • • • • • •
	h= 3 for n
	2 (n/2)
	1 (n/4)
	0 (n/8)
	O (log n)
	class LN {
	private int hodedata;
	private LN restliste;
	inc() {...}
	int sum() {...} }


	Iterativt eksempel: Seleksjonsortering
	/* SS - sorterer input array (SeleksjonSort)
	* @param - int tab[0...n]
	* @return - sortert tab
	*
	* for (k = 0,1,2...n) {
	* i = k
	* for ( j = k+1...n)
	* if (tab[j] < tab[i]) i = j;
	* bytt elementene ved indeks k og i
	* }
	*/
	for en vlikårlig input tabell med lengde n:
	• utfører n iterasjoner (for k=1,2...n) og
	• i hver iterasjon går�gjennom sluttsegment [k...n], (for j=k+1...n), dvs.
	tidskompleksistet SS(n) =


	Rekursivt eksempel:MergeSort
	/* FL - fletter to sorterte array:
	* @param - int t1[0...n1], t2[0...n2] - sorterte
	* @return - sortert t[0......n1+n2]
	* gå (samtidig) gjennom t1 og t2 (med i1 og i2)
	* if t1[i1] < t2[i2] plasser t1[i1] i t og øk i1, i
	* else plasser t2[i2] i t og øk i2, i
	* hvis noe igjen i t1 eller t2, flytt det til t
	* return t;
	*/
	FL(n1,n2) = O (n1+n2)
	MS[2 4]
	FL
	[ ] - [3 5]
	[ ] - [ ]
	[ 1 3 5]
	[ ] - [5]
	[ ] - [ ]
	[ 3 5]
	[ ] - [4]
	[ ] - [ ]
	[ 2 4]
	[2 4] - [1 3 5]
	[2 4] - [ 3 5]
	[ 4] - [ 3 5]
	[ 4] - [ 5]
	[ ] - [ 5]
	[ ] - [ ]
	[ 1 2 3 4 5]
	[3]
	[4]
	[2]
	[1]
	[5]
	MS[2 4]
	FL
	MS[2 4 1 3 5]
	FL
	MS[1 3 5]
	FL
	MS[2]
	MS[4]
	MS[1]
	MS[3]
	MS[5]
	1 < 3
	<< 3
	<< 5
	3 < 5
	<< 5

	5. Rekursjon implementert med stabel. . .
	For Fib kan vi bruke f.eks. 3 stabler ar(argument), op(operator), re(resultat)
	f(4)
	f(3)
	f(1)
	f(2)
	f(1)
	f(0)
	f(2)
	f(1)
	f(0)
	5
	3
	1
	2
	1
	1
	2
	1
	1
	int Fib(int n) {
	if (n==0 || n==1) return 1;
	else
	return Fib(n-1) + Fib(n-2);}
	F
	F
	+
	o
	r
	2
	3
	a
	F
	o
	r
	4
	a
	+
	F
	+
	o
	1
	1
	r
	3
	a
	F
	F
	+
	F
	+
	o
	r
	0
	1
	3
	a
	F
	F
	+
	+
	o
	2
	r
	1
	2
	a
	F
	+
	o
	2
	r
	3
	a
	F
	F
	+
	+
	+
	o
	1
	2
	r
	0
	1
	a
	F
	+
	+
	o
	1
	2
	r
	2
	a
	+
	+
	o
	2
	1
	2
	r
	a
	+
	+
	+
	o
	1
	1
	1
	2
	r
	a
	o
	5
	r
	a
	+
	o
	3
	2
	r
	a

	Rekursjon til iterasjon
	(kan alltid omgjøres v.hj.a. Stabel)
	int fibS(int a) {
	String o; int n, a1, a2;
	Stack op = new StackImp();
	Stack re = new StackImp();
	Stack ar = new StackImp();
	op.push(“F”); ar.push( new Integer(a) );
	while (!op.empty()) {
	o= (String) op.pop();
	if ( o.equals(“F”) ) {
	n= ( (Integer)ar.pop() ).intValue();
	if (n==0 || n==1) re.push( new Integer(1) );
	else {
	op.push(“+”); op.push(“F”); op.push(“F”);
	ar.push( new Integer(n-1) );
	ar.push( new Integer(n-2) ); }
	} else if ( o.equals(“+”) ) {
	a1= ( (Integer)re.pop() ).intValue();
	a2= ( (Integer)re.pop() ).intValue();
	re.push( new Integer(a1+a2) ); }
	}
	return ( (Integer)re.pop() ).intValue();
	}
	int Fib(int n) {
	if (n==0 || n==1) return 1;
	else
	return Fib(n-1) + Fib(n-2);
	}
	Noen rekursjoner (f.eks. hale-rekursjon) kan omgjøres til iterasjon på�en enklere måte.


	6. Korrekthet
	Gitt en instans n av et problem P : �
	1.�hva gjør jeg når n er basis tilfelle
	2. hvordan konstruere løsning for n utfra løsninger for noen instanser mindre enn n
	P(n)
	if Basis(n)
	return ???
	else
	return
	Kombiner(P(m1) ... P(mk))

	Terminering:
	P(n)
	if Basis(n)
	– stopper rekursjon
	else
	– garanter at hver mi < n,
	er nærmere Basis

	Korrekthet:
	P(n)
	if Basis(n)
	– kontroller korrekt utførelse
	else HER MÅ VI VISE Hvis -> Så
	–� Hvis hvert rekursivt kall P(mi) returnerer riktig resultat
	!!! Det ovenstående Antar vi !!!
	– Så�gir Kombiner(P(m1) ... P(mk)) riktig resultat
	kombinasjon opprettholder
	rekursjons-invariant


	Korrekthet: rekursjons-invariant
	/* int[] MS(int[] A) { int n= A.length;
	* if (n == 1) { return A; }
	* else {
	* del A i midten i :
	* t1= A[0...n/2] og t2 = A[n/2+1...n];
	* sorter rekursivt (mindre) delene
	* r1= MS(t1) og
	* r2= MS(t2)
	* return flettet resultat av
	* rekursive kall FL(r1,r2) }
	*/
	Invariant:
	MS(A) returnerer sortert argument A:
	if lgh==1 –�da er A sortert
	else –�deler A i to disjunkte deler
	t1= A[0...n/2] og t2= A[n/2+1...n]
	r1= MS(t1) returnerer sortert t1
	r2= MS(t2) returnerer sortert t2
	hvis FL fletter korrekt to sorterte array,
	så returnerer hele else-grenen sortert A
	/* int BS(int[] A, int x, int l, int h) {
	* int m= (l+h) / 2 ;
	* if (l > h) return –1;
	* else if (A[m] == x) return m;
	* else if (A[m] < x) return BS(A, x, m+1, h);
	* else return BS(A, x, l, m–1); }
	*/

	Invariant:
	argumentet A er sortert &
	er x i A, så�er den mellom [l ... h]
	(initielt kall med (A, x, 0, A.length-1)
	if l > h –�x kan ikke være der (–1 er riktig)
	else if A[m] = x –�da har vi funnet den (m er riktig)
	else if A[m] < x –�
	er x i A, så må�den være mellom [m+1... h]
	BS(A, x, m+1, h) vil returnere riktig resultat
	else A[m] > x –�
	er x i A, så må den være mellom [l ... m–1]
	BS(A, x, l, m–1) vil returnere riktig resultat
	1.
	2.
	3a.
	3b.
	4.



	Løkke-invariant
	int sum(int n) {
	if (n == 0) return 0; basis –�gir riktig sum(0) =0
	else return n + sum(n–1); hvis sum(n–1) gir riktig = så er sum(n) = n + sum(n–1) =
	int sumw(int n) {
	int i=0, r=0;
	while (i != n) {
	r= r+i;
	i++;
	// r’= r+i, i’=i+1
	}
	return r;
	}
	int sumw(int n) {
	int i=0, r=0;
	while (i != n) {
	i++;
	r= r+i;
	// i’= i+1, r’= r+i’
	}
	return r;
	}
	Løkke-invariant, LI: r =
	Initialisering: i=0 & r=0 = => LI
	Utgang: LI: r= & i =n => r =
	hvis LI: r =holder før kroppen
	så holder LI’: r’ =etter kroppen

	Løkke-invariant: eksempel 1.
	/** beregner heltalls kvosient samt resten
	@param x >= 0
	@param y > 0
	@return (q, r) sa. x= q*y + r & 0 <= r < y & 0 <= q
	*/
	divr(int x, int y) {
	int q = 0 ; int r = x ;
	initialisering: q = 0 & r = x >= 0 Æ x= q*y + r & 0 <= r & 0 <= q
	while (y <= r) {
	LI: 0 <= r & x = q*y + r & 0 <= q
	–�anta at den gjelder ved inngang, samt y <= r
	q = q+1 ;
	r = r –�y;
	–�da gjelder, etter løkkekroppen:
	q’ = q+1 & 0 <= q Æ 0 <= q’ &
	r’ = r–y & 0 <= r & y <= r Æ 0 <= r’
	q’*y + r’ = (q+1)*y + (r–y) = q*y + y + r – y = q*y + r = x
	–�dvs. LI opprettholdes gjennom kroppen
	}
	utgang fra løkken: LI & r<y Æ x = r + q*y & 0 <= r < y & 0 <= q
	return (q, r) ; }

	Oppsummering
	1. Rekursjon –�‘‘Splitt og hersk’’
	–�bestem hva som må gjøres i basis tilfelle(r)
	– konstruer (‘‘hersk’’) en løsning fra (rekursive) løsninger for (‘‘splitt’’) noen mindre instanser
	2. Enhver induktiv datatype (nat, int, lister, trær, ...) gir opphav til rekursive algoritmer
	3. Rekursjon vs. iterasjon (rekursjon implementeres iterativt med bruk av stabel)
	4. Kompleksitet av rekursiv funksjon avhenger av
	–�antall noder i rekursjonstre (‘‘splitt’’)
	• dybden (høyden) av treet –�hvor stort steg mot basis utgjør hver ‘‘splitting’’
	• antall rekursive kall (bredden av treet) på�hvert nivå
	– arbeidsmengden for å konstruere en løsning utfra løsninger for mindre instanser (‘‘hersk’’)
	5. Korrekthet
	–�bestem rekursjons-invarianten
	• verifiser at basistilfelle(r) etablerer invarianten
	•�under antakelse at rekursive kall etablerer invarianten, vis at konstruksjonen vil opprettholde...
	–�bestem løkke-invariant
	•�vis at den gjelder etter initialisering (like før inngangen i løkken)
	•�under antakelse at den gjelder før løkkekroppen, vis at den gjelder også etter denne

	Rekursjon
	rekursjonsdybde
	terminering –�ordning
	og Rekursjon over slike
	‘‘memoisering’’
	avskjæring
	iterasjon til rekursjon
	rekursjon implementert som iterasjon
	terminering
	invarianter (notat til Krogdahl&Haveraaen)
	skriv inv(A);
	0 1 2 3
	0 1 2 3
	0 1 2 3
	0 1 2 3
	0 1 3 2
	0 2 1 3
	0 2 1 3
	0 2 3 1
	0 3 2 1
	1 0 2 3
	2 1 0 3
	3 1 2 0
	0 1 2 3
	0 1 3 2
	0 2 1 3
	0 2 3 1
	3 2 1 0
	3 2 0 1
	3 1 2 0
	3 1 0 2
	... ... ...
	... ...
	... ...
	0,1,2,3
	0,1,3,2
	0,2,1,3
	0,2,3,1
	0,3,2,1
	0,3,1,2
	1,0,2,3
	1,0,3,2
	1,2,0,3
	1,2,3,0
	1,3,2,0
	1,3,0,2
	2,1,0,3
	2,1,3,0
	2,0,1,3
	2,0,3,1
	2,3,0,1
	2,3,1,0
	3,1,2,0
	3,1,0,2
	3,2,1,0
	3,2,0,1
	3,0,2,1
	3,0,1,2
	... ...
	2 < 4
	<< 4
	1 < 2
	2 < 3
	3 < 4
	4 < 5
	<< 5

	Løkke-invariant: eksempel 2.
	/** beregner største felles divisor
	@param x1 > 0
	@param x2 > 0
	@return y2 = gcd(x1,x2) */
	gcd(x1,x2) {
	y1= x1; y2= x2; initialisering: x1 = y1 & x2 = y2 Æ gcd(x1,x2) == gcd(x1,x2)
	while (y1 != 0) {
	LI: gcd(y1,y2) = gcd(x1,x2) –�anta at den gjelder her
	if (y2 < y1)
	(y1,y2) = (y2,y1); –�gcd(x1,x2) = gcd(y1,y2) = gcd(y2,y1) = gcd(y1’,y2’)
	else // (y2 >= y1)
	y2= y2–y1; –�gcd(x1,x2) = gcd(y1,y2) = gcd(y1,y2-y1) = gcd(y1,y2’)
	LI’: cd(y1’,y2’) = gcd(x1,x2)
	}
	utgang: LI & y1 = 0 Æ
	gcd(x1,x2) = gcd(y1,y2)
	= gcd(0,y2) = y2
	return y2;
	}
	Hvis gcd(y1,y2) = z >=1 & y2 >= y1, så
	*) y1 = z*k1 <= z*k2 = y2 & gcd(k1,k2) = 1
	Men da:
	y2’= y2–y1 = z*(k2–k1) & gcd(k1, k2–k1) = 1
	hvis ikke, dvs. gcd(k1,k2–k1) = v > 1, da
	k1= v*a & k2–k1= v*b, så
	k2= v*b+v*a = v*(b+a)
	dvs. da også gcd(k1,k2) = v >1 – motsier *)
	totalt:
	7 + 5 = 12
	MS t[1...n]
	if (n == 1) return t;
	else k= n/2;
	return FL( MS t[1...k], MS t[k+1...n])


