int sum(int n) {

if (n == 0) return 0O;

Lokkeinvariant

basis: n==0 —sum(0) =0

else returm +sum(n—1) hvis sum(n—1) returnerer riktig =

int sumw(int n) {

sd er sum(ny n +sum(n-1y=

1. i
Lokkeinvariant, LI: r= Z k
k=0
2. i=0
Initialisering: i=0 & r=0 = Z k => LI
k=0

int i=0, r=0;
while (i'=n) {
[
r=r+i
i++;

[ r'=r+i, I'=i+1

}

.\3b' sa holder LI: r = zk etter kroppen

a.
hvis LI: r= Z K holder fer kroppen
k=0

k=0

int sumw(int n) {

int i=0, r=0;
while (i '=n) {
i++;
r=r+i

@ /"= i+l =+’

}
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4. Utgang LI: r= zk &i=n =>r= Zk
k=0 k=0

Bobblesortering

/**  sorterer array A[O...n]:

PRE @param A array av int @return sortert A */
BS(int[] A)
/I A[n+1..n] ... 0<=r<s<=né&s>i=n..ingenslik s

L:ifor(i=n,i>=1,i-){
lil: A[i+1...n] er sortert og har n-i stgrste elementer
LIl: 0<=r<s<=né&s>i- Alr]<=A[s]
/I A[0] er starst i A[0..0] ... 0<=t<j=0...ingenslikt
2: for(=0,j<i,j++){
1i2: A[j] er starst i A[O...]
LI2: O0<=t<j<=n - At] <= A[j]
if (ALl > Ali+1]) swap(A[ll, Ali+1]);
j'=j+1: er A[j’] starsti A[0...J"]
hvis Aj] <= A[j+1] & li2 - YES
ellers A[j] = A[j] > Alj+1] = A[’-1] & li2 — YES
LI2Z:0<=t<j<=n - Alt] <= A[j]
} UT2: li2 & j=i: A[i] er starst bland A[0...i]
LI2&j=i: 0<=t<i<=n - A[t] <= A[i]
lil & UT2: A[O...i-1] <= A[i] <= Ai+1...n] - lil’ der i’=i-1
1i1’: A[i...n] er sortert og har n-(i-1) stgrste elementer
LI1:i=i-l:1<=r<s<=n,s>i - A[r] <= A[s]

} UTL1: lil &i=0: A[l...n] er sortert og har n-1 starste elem.
men da ogsd A[0] har et element <= A[r]for0<r<=n
LI1& 0=i:0<=r<s<=né&s>0- Alr] <=A[s]
spesielt, for s=1 og r=0 : A[0] <= A[1]
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return r;

9a. Lokke-invarianter: 2



Heltallsdivisjon

/**  beregner heltalls kvosient samt resten [**  beregner starste felles divisor
PRE @param x >=0 PRE @param x1 >0
@paramy >0 @param x2 >0
@return (g, r)sa. x=q*y +r&r<y?* @return y2 = ged(x1,x2) */
divr(x, y) { ged(x1,x2) {
g=0;r=x; y1=x1; y2=x2,
/1 g=0=k & r=x >= 0 & x= x + O*y /l gcd(x1,x2) == gcd(x1,x2)
while (y <= 1) { while (y1 !=0) {
etter k-te iterasjon: g=k & x =r + k*y LI:  ged(yl.y2) == gcd(x1.x2)
LI: r>=0&x=r+qg*y if (y2>=yl) y2=y2-yl;
q=9+1; 1 ged(y2,y1) == ged(y2-yl,yh

r=r-y; else (y1,y2) = (y2,y1);
q=9g+tl&r=r-y>=0& /i ged(y2,y1) == ged(y1,y2)
r+ gy = (r-y) + (a+1)*y }
Sr+gty-yty=x UT: LI & ged(yl,y2) == gcd(0,y2) == y2
} return y2;
UT: LI&Iy=>x=r+qgQ*y &r<y } ged(yl,y2) =z >=1
return (q, r) : yl =2z*kl <=z*k2 =y2 & gcd(k1,k2)=1:
} y2'= y2-yl = z*(k2-k1) & gcd(k1, k2-k1) =1
hvis ikke, da fornoenv>1
k1= v*a & k2-k1=v*b, sd
k2= v*b+v*a = v¥(b+a)
dvs. gcd(k1,k2) = v >1
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Oppover bobbling i Heap

Heap-Ordering invariant (HOI) :
for hver node n (unntatt roten) : n.elem >= parent(n).elem

/I HOI gjelder overalt fgr innsetting
u = nylig innsatt node
/I n&: 1.u ligger ‘nederst, 2. andre er som fer
while (u !=root() && (u.elem < parent(.elem ) {
LI:  HOI kan bli ugyldig kun p& stien S fra u til roten
1. u og paent(u) er eneste paet der HOI muligens ikke holder &

2. for alle ngkler x, y (unntatt u's): hvis ‘x er over y’ (etter lgkken

s& ogsa ‘x ar over y’ for innsetting

swap( , parent());

u = parentq);
/I etter ‘'swap’ har vi
" u’ = den gamle u med dens gamle parent(u).elem
" og u = parent’(u’) = den gamle parent(u) med den gamle u.elem
/I'1l. — men da: u'.elem = parent(u).elem > u.elem = parent’(u’).elem
/I — og videre: la b veere det andre barnet av den gamle parent(u),
I b.elem >= parent(u).elem > u.elem = parent’(b).elem
/I dvs. HOI holder for u” og dens 2 barn,
/I 2. — hvis U’ er over en x, sa var u (og dermed ogséa parent(u)) over x far ‘swap’
/A men 2. holdt fgr lgkken og dermed oppretholdes den
I =>2'8&1’
}

UT: LI & (u==root || u.elem >= parent(u).elem) => HOI for hele Heap
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