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I. Et enkelt eksempel

har en metode som

/** leser en linje fra terminalen
*  @return innleste String
*  @exception  |OException i tilfelle i/lo problem
*
public Stringreadin()

og vil lage en som

/** leser fra terminalen inntil faar et heltall

*  @return innleste tallet

*  @exception  ingen unntak — det kommer et heltall
*

/* public intiRead() {
* String s= readIn();

* int k= hent foerste int fra s;
* while (! alt ok) gjenta — proev neste linje;
* return k; */

public intmyRead() {
I* String s= readin();

* int k= hent foerste int fra s;

* if (alt ok) return k;

* else 1 proev igjen med neste linje
* returnmyRead));

*/ }

public intmyRead() {
try{ return Integer.parselnt(readin()); }
catch(IOException e) { retumyRead)); }
catch(NumberFormatException e) { retungRead(); }

}
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Iterasjon

int sumW(int k) {
int n=0, res=0;
while (n <= k) {
res=n + res;
n++;
}

return res;

til rekursjon

int sumR(int n) {
if (n == 0) return O;
else return n sumR(n-1)

}
Grovt — og ikke 100% riktig — sagt:
int W(int k) {
n= basis; res= init;
while (Bet(n,k)) {
Kroppen(n,res);
oppd(n);
}
return res;
} int R(int ) {

if (n == basis) return init;
elseKroppen(n, R(-oppd(n)));

Enhver iterasjon (Igkke) kan skrives som en rekursiv metode
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... t.o.m. som hale-rekursjon
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Il. Rekursjonsdybde og -tre

fib(0) = 0
fib(1) = 1
fib(n+2) = fib(n)
public int fib(int n) {

if (n==0 || n==1) return 1;
else return fib(n-1) + fib(n-2);
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Il. Induktive Data Typerilkérlig store men endelige Strukturell ordering

naturlige tall N: array av N: A(N) [0 |»N
basis: OeretN basisO -> Ner A(N) [0 N < [0
hvis neretN hvis [0...k] -> N er A(N) [I] . oo N
sder. n+letN sa er[0...k,k+1] -> Nen A(N) < < ‘- N
. K, - k+1 L
k]
k+1

Lister av N: L(N):
basis: null er en L(N)

hvis LerL(N)ognerN

<
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Binaere Treer av N: BT(N

——
basis: null er et BT(N) ° o - A A
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substruktux superstruktur i i A
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Variasjoner over tema

induktiv definisjon =fra basis og oppover- rekursjon =fra toppen mot basis

fib(n) {
N if (n==0) return 1, sum(k) {
basis: 0 else if (n==1) return 1; if (k==0) return 0;
ind: n+1 else return else return k + sum(k-1);
fib(n-1) + fib(n-2); }
}
AN inc(AN AK) { sum(AN A,k) {
basis: [0] -> N A[K]++; if (k==0) return A[0];
ind:[0.. k, k+1] -> N if (k>0) inc(Ak-1);} else return A[K] + sum(A,k-1); } }
LT class LT { inc(LS L) { sum(LS L) {
basis: null intn; if (L==null) {} if (L==null) return 0;
ind: (L+n) LT nxt; } else { n++; else return sum(L.next)+n;
inc(L.nxt); } }
BT class BT { inc(BT B) { sum(BT T) {
basis: null int n; if (T==null) {} if (T==null) return 0;
ind: (t1,n,t2) BT left; else {n++; else returnn +
BT right;} inc(T.left); sum(T.left) +
inc(T.right); } } sum(T.right) ; }

FRACTALS
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IV. “Splitt og Hersk”

Rekursjon som en generell strategi for

problemlgsning og algoritmedesign

Gitt en instans av et problen® :
1. hva gjer jeg na er basis tilfelle

2. hvordan konstruere lgsning foutfra lgsninger for noemi < n

P = sorter input array A

/*int[] SS(int[] Ak) { // initielt kall med SS(A,0)
* if (k==A.length-1) { return A: }

* else { i= indeksen til minste elementet i Alk...A.length-1]; o (n2)
* bytt A[k] med A[i;
. return SS(A, k+1);}} */

1% int[] MS(int[] A) { int Igh= A.length;

* if(lgh==1) {return A;

*
*
*
*
*
*

P = finn et gitt element x i en array A

else { del Ai midten i
t1= A[0...Igh/2] og t2= A[lgh/2+1...Igh];
sorter rekursivt begge (mindre) rl= MS(t1) og r2= MS(t2)
return flettet resultat av rekursive kall FL(r1,r2)

O (n*log n)

FL - fletter to sorterte array i en sortert artay

Hvis A er usortert : sjekk A[n]; hvis ikke der, lett i A[O...n-1] O (n)

Hvis A er sortert . . .

I*int BS(int[] A,x,1,h) { //initielt kall med BS(A,x,0,A.length-1)

* if (I>h) {return -1;

* else { m = midten mellom | og h = (I+h)/2 ; (@] (Iog n)
* if CA[m] == x) return m;

* else if (A[m] < x) letti gvre del A[m+1...h];

*

else lett i nedre del A[l..m-1]; } } */
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/*  finn indeks i A til et element x:

*  @param A int A[...] sortert

*  @paramx finnxiA

*  @param |, h men bare fom. | tom. h
*  @return indeks til x;
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Binaer Sgk

int BS(int[] A,x,,h) {
intm=(+h) /2 ;
if (I>h) return -1;
else if (A[m] == x) return m;
else if (A[m] < x) return BS(A,x,m+1,h);

* -1 hvis n ikke finnes else return BS(A,x,I,m-1};
*
Nokkel er 48
1. kall 2. kall 3. kall basis tilfelle
binSgk(A, 48, 0, 9) binSgk(A, 48, 5, 9) binSgk(A, 48, 5, 6)
All Al All
O] 1T |<— 1=0 0 171 0 a1
1 19 1 19 11 [T29
2 |22 21 [22 2 [2a
[81 [30 B8] [30 [B1 [30
[4 |32 | <= m=(0+9)2 [4] [32 [4 [32
[5]1 | 48 5] [ 48 |<a—1=5 (5] [48 |— |=5 —ag=m=(5+6)2
6] |50 6] |50 6] [50 |<«— h=6 A[m] == ngkkel
[71 [55 [7] |55 | <@=m=(5+9)2  [7] |55 return 5
8] | 72 81 [ 72 8] | 72
[9] [99 | - h=9 [9] [99 | - h=9 o1 [ 99
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V. Rekursjon & effektivitet
—Reduser antall rekursive kall

int fib(int n) { f(4)
if (n==0 || n==1) return 1; / \
else return fib(n-1)+fib(n-2); f(3) f(2)

f(2) (1)

PN

f(1) (0)

1. “Dynamisk programmering’:

(1) f(0)

Istedenfor gjentatte rekursive kall til f(k) med samme k,

kan resultatet av f(k) lagres for senere bruk:

int[] ar;
void Fib(int n) {
ar= new int[n+1];
ar[0]=1; ar[1]=1;
fibo(n);
}
int fibo(int n) {
if (n==0 || n==1) return 1;
else if @r[n] > 0) { return ar[n] ; }
else { intz=fibo(n-1) + fibo(n-2);
ar[n]= z;
return z;

b}

i-120 : H-98

Rekursjon & effektivitet

Finn alle permutasjoner av [0,1,2...n-1]

/*  perm(A,n) {int I= A.length-1; 0123
*if (n==l) { skriv A; }
*  else{
* for hver ind: n...l
* B= A: 0123 1023 2103 3120
* bytt B[n] og B[ind]
* perm(B,n+1) — perm B[n+1...1] }
*/
A[0..n-1] A[n] A[n+1..1] 0123 0213 0321 .
perm(A,0) skriver alle perm / \ \‘\\\&
0123 0132 0213 0231
/¥ PE(A) {int = Allength;
*  for hver n: 0...1/12 {
* B=A;
N bytt B[0] og B[n]: 0123 0132 0213 0231
* perm2(B1);}
*if (1 odd) {
* bytt A[0] og A[l/2+1];
L el | 3210 | 3201| 3120 3104
*/
i-120 : H-98
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2. Avskjeering

01,23
0,1,3,2
0,2,1,3
0,2,3,1
0,3,2,1
0,3,1,2
1,0,2,3
1,0,3,2
1,2,0,3
1,2,3,0
1,3,2,0
1,3,0,2
2,1,0,3
2,1,3,0
2,0,1,3
2,031
23,01
2,3,1,0
3,1,2,0
3,1,0,2
32,10
3,2,0,1
3,0,2,1
3,0,1,2
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VI. Rekursjon

int fib(int n) { implementeres med Stabel
if (n==0 || n==1) return 1;
else
return fib(n-1)}+ fib(n-2);} =
F
f(4) F o1l + +
™~ 2| F 1]F F
@) / = f() 4| F 3|+ 31+ 3|+ i
PN PN alolr alolr alolr alolr
f(2) f(1) f(1) f(0)
PN
f(1) f(0) E
Vo : :
1 1 F F +
\ / F 11+ +11 ol1+1]1
2 1 1 1 31+]2 21+]2 21 +]2 1]1+]2
\ / \ / ajlo r alo r (0] r o r
3 2
\ /
> 1
+ 11 2
+ 11 +11 3
+ |2 2 + |2 + 5
alo|r alo|r alo|r alol|r
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Rekursjon til iterasjon
(kan alltid omgjgres v.hj.a. Stabe)
int fib(int n) {
if (n==0| n==1) return 1;
else
return fib(n-1)+ fib(n-2);}
Fint fibS(int a)

op = new Stack();
re = new Stack();
ar = new Stack();
op.push(“F"); ar.push(a);
while (lop.empty()}
0= 0p.pop();
if (0 =="F") {
int n=ar.pop();
if (n==0 || n==1) re.push(1);
else { op.push(“+"); op.push(“F”"); op.push(“F");
ar.push(n-1);
ar.push(n-2); }
}else if (0 =="“+") {
al=re.pop();
a2=re.pop();
re.push(al+a2); }

+ to Object !

+ Kast I!!

}
return re.pop();
*/

( Noen rekursjon, som f.eks. hale-rekursjon, kan gjgres om til iterasjon p& mye enklere
méte. )
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VII. Korrekthet

Gitt en instans av et problen® :

1. hva gjer jeg na er basis tilfelle
2. hvordarkonstruere Igsning for utfralgsninger for noemi <n

P(n)
if Basisf) return 2??
elseKombiner(P(m1) ... Pmk) )

Terminering:

P(n)
if Basisf) — stopper rekursjon
else —  veer sikker pa at hver < n er neermer@asis

Effektivitet:

avhenger av rekursjonsdybde —
hvor mye mindréaver mi < n er, eller
hvor stort steg mot Basiggjer hvert rekursivt kall

Korrekthet:

P(n)
if Basisf) — kontroller at det utfares riktig handling

else — Hvis alle rekursive kall P(mi) utfgrer
riktige handlinger — DETTE ANTAR VI !!!

SA gir Kombiner(P(m1)...P(mk) riktig resultat

i-120 : H-98 4. Rekursjon: 13

Korrekthet:Invariant

/*int[] MS(int[] A) { int lgh= A.length;

* if (lgh==1) {return A;

*  else{ del Ai midten i

* t1= A[O...Igh/2] og t2= A[lgh/2+1...Igh];

* sorter rekursivt (mindre) rl= MS(t1) og r2= MS(t2)
* return flettet resultat av rekursive kall FL(r1,r2)

Invariant: MS(A) returnerer sortert argument A:
if Igh==1 —da er A sortert
else —deler A i talisjunkte t1= A[0...Ilgh/2] og t2= A[lgh/2+1...Igh]
MS(t1) og MS(t2) returnerer sorterte rl og r2!-F ORUTSETNING
hvis FL fletter korrekt, sa returnerer hele else-grenen riktig resultat

int BS(int[] Ax,l,h) {

intm=(l+h) /2

if (1 > h) return -1;

else if (A[m] == x) return m;

else if (A[m] < x) return BS(A,x,m+1,h);
else return BS(A,x,l,m-1};

Invariant: argumentet A er sortert &
erxiA, saerden mellom|[l ... h]
(initielt kall med (A,x,0,A.length-1)
if | > h —x kan ikke vaere der
else ifA[m] = x —da har vi funnet den
else ifA[m] < x —er x i A, s& ma den veere mellom [m+1... h]
Il FORUTSETNING: rekursivt kall vil finne den der

else Alm] > x —er x i A, s& ma den veere mellom [| ... m-1]
I FORUTSETNING: rekursivt kall vil finne den der
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Lagkkeinvariant

int sum(int n) { N1
if (n == 0) return 0O; basis: n==0 — sum(0) = 0 i
else return n + sum(n-1); hvis sum(n-1) returnerer riktig = Z
i=0 n
} sé& er sum(n) = n + sum(n-1) = z i

i
Lokkeinvariant, LI: r= Z k
k=0

int sumw(int n) {

int sumw(int n) {

2. i=0
int i=0, r=0; Initialisering: i=0 & r=0 = Zk => LI inti=0. r=0:
./ k=0 \O ' '
while (1= n) { . i while (i 1= n) {
o— hvis LI: r= zk holder far kroppen
r= r+; )
e k=0 i++;
Irr= r+iI i’—,i+1 " =
- ® 1 sanoidervi: r= Y k eterkioppen  ————® ;/i': 1, r=
k=0
r.eh~ ! n //(rDeturn r
} 4. Utgang LI: r= zk &i=n => r= Zk ) ’
k=0 k=0
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