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eliminasjonstre 27

4.1 Minimale-kuttsett algoritmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

4.2 Algoritmene til Liu og Hafsteinsson . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.3 Sammenligning av algoritmene . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.4 Et resultat om permuteringer av eliminasjonstrær . . . . . . . . . 35

4.5 Nederste-først algoritmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5 Minimale eliminasjonstrær til trær 43

5.1 Balansering av eliminasjonstrær . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.2 Algoritme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5.3 En algoritme som finner et eliminasjonstre av høyde blognc til et
tre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

5.4 Analyse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

5.5 Eksperimentelle resultater . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

iii



6 Konklusjon 69
6.1 Sammendrag . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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1 Innledning

Vi skal i denne hovedfagsoppgaven se på hvordan vi permuterer en symmetrisk
matriseA slik at vi kan løse ligningsystemetAx = b raskest mulig ved hjelp av
parallell Cholesky-faktorisering. Vi gir her en kort innføring til problemet samt
en beskrivelse av hvordan denne hovedfagsoppgaven er disponert.

Etterhvert som man har fått kraftigere og hurtigere datamaskiner har størrelsen og
kompleksiteten på beregningene man ønsker å utføre vokst. Man har nå kommet så
langt i utvikling av datamaskiner at lyshastigheten begynnerå bli en begrensende
faktor. Dette har ført til en stadig økende interesse for parallelle datamaskiner
og distribuerte systemer. De har den fordelen at man har flere regne-enheter som
samtidig arbeider med hver sin del av problemet man ønsker å løse.

Et problem som ofte dukker opp i en rekke sammenhenger, både industrielt og
forskningsmessig, er løsning av linjære ligningsystemer av typenAx = b. Dette er
et problem som egner seg godt for løsning ved hjelp av parallelle metoder. Dersom
A er glissen symmetrisk, positiv definit er den raskeste måten å løseAx = b på en
en-prosessor maskin ved hjelp av Cholesky-faktorisering. Cholesky-faktorisering
foregår vanligvis i fire steg: (1) Dersom vi ønsker å endre på strukturen tilA

finner vi først en symmetrisk permutasjon avA. (2) Vi finner s̊a den symbolske
faktoriseringen avA i to triangulære matriserL og LT slik at A = L � LT .
(3) Når vi kjenner strukturen tilL regner vi ut de numeriske verdiene til ikke-null
elementene iL. (4) Til slutt løser vi ligningsystemeneLy = b og LTx = y.

Det har vært utført mye arbeid med å finne gode parallelle algoritmer for Cholesky-
faktorisering, se f.eks. Liu [11] [9]. Det har vist seg at en faktor som begrenser
hvor lang tid slike algoritmer tar å utføre er høyden tileliminasjonstreettil
A. Eliminasjonstreet er en rettet graf som gjenspeiler de data-avhengighetene
som oppstår når vi utfører Cholesky-faktorisering. Vi kan imidlertid forandre
strukturen og dermed også høyden til eliminasjonstreet gjennom̊a foreta sym-
metriske permutasjoner avA.

I denne hovedfagsoppgaven skal vi se på hvordan vi kan permutereA slik at vi
får et så lavt eliminasjonstre som mulig, et såkaltminimalt eliminasjonstre.

Vi skal i dette kapittelet presentere den notasjonen som vil bli brukt i denne
hovedfagsoppgaven. Vi skal også vise hvordan vi kan representere plasseringen
av ikke-null elementene iA ved hjelp av en graf. Dette gjør at vi kan se på
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problemet å finne permuteringer avA som gir lave eliminasjonstrær, som et graf-
teoretisk problem.

Vi skal i kapittel 2 forklare hvordan vi finner eliminasjonstreet tilA, og hvordan
høyden til det virker inn på kjøretiden til algoritmer for parallell Cholesky-
faktorisering.

I kapittel 3 viser vi hvordan vi kan finne en nedre grense for høyden til et minimalt
eliminasjonstre. Vi viser også at det alltid eksisterer en permutasjon avA gitt ved
en fremgangsm̊ate kaltnøstet oppdelingsom gir et minimalt eliminasjonstre tilA.
Utifra dette resultatet utvikler vi en ny algoritme i kapittel 4 for å redusere høyden
til et eliminasjonstre. Denne algoritmen sammenligner vi med to andre algoritmer
med samme foremål fra henholdsvis Liu [10] [11] og Hafsteinsson [5]. Vi viser
at alle tre algoritmene tilhører en felles klasse av algoritmer som baserer seg på
et resultat om hvordan man kan omordne eliminasjonstrær. Ut fra dette resultatet
utvikler vi så enda en ny algoritme for å redusere høyden til et eliminasjonstre.

I kapittel 5 viser vi en algoritme som finner et minimalt eliminasjonstre til alle
matriser som har grafer som er trær. Analysen av denne algoritmen gir at den
kan ha kjøretidnlog(logn). Da dette trolig er et overestimat har vi tatt med en
del eksperimentelle resultater som viser at vi aldri kommer i nærheten av en slik
kjøretid.

Kapittel 6 inneholder en oppsummering av oppgaven samt en del problemer som
fremdeles st̊ar igjen å løse.

1.1 Graf-notasjon

Her presenteres graf-notasjonen som vil bli brukt i denne hovedfagsoppgaven.
Notasjonen er stort sett den samme som i Ph.D. avhandlingene til Hafsteinsson
[5] og Zmijewski [19]. Der det ikke finnes naturlige norske oversettelser av den
engelske notasjonen er det laget egne norske termer. I disse tilfellene står den
engelske notasjonen i parantes etter den norske definisjonen.

En graf G = (V;E) består av ennodemengdeV og enkantmengdeE. Vi skriver
V (G) og E(G) når vi vil gjøre det klart hvilken graf det refereres til. Antall
noder i en graf betegnes medn og antall kanter medm.

En kant er et uordnet par av noder(v;w). Nodenev og w er naboerdersom
(v;w) 2 E. Gradtallet til en nodev er summen av antall naboer tilv.

En grafG0 = (V 0; E 0) er endelgraf til G dersomV 0 � V og E 0 � E. Delgrafen
G0 er en node-delgrafdersom alle kanter(x; y) 2 E der x; y 2 V 0 så er også
kanten(x; y) 2 E 0 (eng. G0 is inducedby V 0). DersomS � V , betegner vi med
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G � S node-delgrafen tilG bestående av alle noder iV � S. DersomS ={ v}
vil vi skrive G � v istedenforG�{ v}.

G er enkomplett grafdersom alle nodene iG er naboer. Dersom en delgrafG0
inneholderk noder og alle nodene er naboer, erG0 en k-klikk (eng. k-clique),
eller bare enklikk.

Vi vil i enkelte tilfeller forenkle notasjonen ved å identifisere en nodevj med
dens indeksj.

En sti i en grafG mellom to noderv1 og vk er en sekvens av noderv1; v2; :::; vk
for k � 1, slik at (vi; vi+1) 2 E for 1 � i < k, og der alle noder er distinkte,
med mulig unntak avv1 og vk. Lengden av en sti er antall kanter i den.

En graf ersammenhengendedersom det er en sti fra enhver node til enhver annen
node. En sammenhengende node-delgraf tilG er maksimaldersom den ikke kan
utvides med noen node fraG slik at node-delgrafen fremdeles er sammenhengende.
De maksimale sammenhengende node-delgrafene tilG kalles sammenhengende
komponenter(eller barekomponenter).

DersomG0 er en delgraf tilG slik at V (G0) = V (G), er G0 en utspennende graf
til G.

En sykel (eng. cycle) er en sti av lengde� 1 der v1 = vk. Et tre er en
sammenhengende graf som ikke inneholder noen sykler. Nodene som har eksakt
en nabo i et tre erløv. En graf med en eller flere sammenhengende komponenter,
der hver sammenhengende komponent er et tre, utgjør enskog.

Et kuttsetttil G er en delmengde avV slik at hvis mengden blir fjernet fraG,
delesG i to eller flere sammenhengende komponenter.

I en rettet grafG = (V;E) er hver kant et ordnet par <v; w>. Vi sier at kanten
går fra v til w. Ut-gradtallet til en nodev er antall kanter som går ut fra den.
Inn-gradtallet til en nodev er antall kanter som kommer inn til den.

Et rettet treT er en rettet graf som ikke inneholder noen sykler, der eksakt en node
har ut-gradtall 0 og alle andre noder har ut-gradtall 1. Noden som har ut-gradtall
0 er roten til T og betegnes medrot(T ).

Dersom kanten <v;w> er i T , så erw foreldre-nodentil v, og v er etbarn til w.
Vi betegner foreldre-noden til en nodev medp(v). Foreldre-noden tilrot(T ) er
definert somrot(T ). Nodene uten barn kallesløv.

Høydentil en nodev i T er lengden av den lengste stien fra et løv tilv og betegnes
vedh(v). Høyden til et tre er høyden tilrot(T ) og betegnes medh(T ). Dersom
det finnes en sti frav til w, s̊a erw en forfader til v, og v er enetterkommeravw.

Dybdentil en nodev er lengden av stienv; :::; rot(T ) i T .
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En sti iT der alle noder med mulig unntak av den første noden har eksakt ett barn,
er enkjede i T . Den første noden i en kjede vil bli betegnet som dennederste
noden, og tilsvarende vil den siste noden i kjeden bli betegnet som denøverste.
En maksimal kjedeer en kjede av maksimal lengde iT . En nederste kjedeer en
kjede der den nederste noden i kjeden er et løv.

Et deltre T 0 er en node-delgraf tilT best̊aende av en nodev i T og alle dens
etterkommere iT . Nodenv er roten tilT 0. Vi skriver T (v) for å betegne deltreet
med v som rot.

En rettet graf bestående av et eller flere rettete trær utgjør enrettet skog.

Vi tar tilslutt i denne seksjonen med atlogkn er logaritmen med basek. Dersom
k er sløyfet angirlogn logaritmen med base 2. Den naturlige logaritmen betegnes
med lnn.

1.2 Cholesky-faktorisering og grafer

I denne oppgaven skal vi se på de data-avhengigheter som oppstår når vi løser
et ligningsystemAx = b v.h.a. Cholesky-faktorisering, derA er enn�n glissen,
symmetrisk, positiv definit matrise.

Vi skal i denne seksjonen vise hvordan deler av Cholesky-faktorisering kan sees
på som et graf-teoretisk problem. Cholesky-faktorisering foregår vanligvis i fire
faser:

(1) Dersom vi først ønsker̊a endre p̊a strukturen tilA kan vi foreta en symmetrisk
permutasjon avA slik at vi får en matriseA0 som vi bruker videre. Matrisen
A0 er produktet avPAP T , der P er konstruert v.h.a. rekkepermutasjoner av
identitetsmatrisen. (2) Vi beregner så den symbolske faktoriseringen avA i L�LT ,
derL er nedre triangulær. MatrisenL kalles forCholesky-faktorentil A. (3) Når
vi kjenner plasseringen av ikke-null elementene iL beregner vi de numeriske
verdiene iL. (4) Til slutt kan vi nå løse de to ligningsystemeneLy = b og
LTx = y.

George og Liu gir i [2] en mer utførlig presentasjon av Cholesky-faktorisering
for glisne matriser.

At A er positiv definit, garanterer atA ikke har noen null-elementer på diagonalen.
SidenA også er symmetrisk, kan vi representere strukturen tilA ved å bruke
en graf G = (V;E), hvor V ={v1; :::; vn} og (vi; vj) 2 E hvis og bare hvis
aij = aji 6= 0 og i 6= j. Et eksempel p̊a en matriseA og representasjonen av
den som en grafG kan sees i figur 1.1. Vi ser at kantene iG representerer
plasseringen av ikke-null elementene iA.
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Figur 1.1 En symmetrisk matrise og representasjonen av den som en graf.

Vi finner som nevnt plasseringen til ikke-null elementene i den triangulære faktoren
L før vi regner ut de numeriske verdiene. MatrisenL + LT er symmetrisk, og
vi kan derfor representere plasseringene av ikke-null elementene i den v.h.a. en
graf G�. Vi ser at når vi kjennerG�, så vet vi også plasseringen av ikke-null
elementene iL. Følgende algoritme fra Parter [13] viser hvordan vi kan lage
G* fra G:

Start medG� = G.

Sett alle noder umerkede.

For i = 1 til n

Legg til kanter tilE(G�) slik at alle umerkede naboer tilvi i G� danner en
klikk.

Merk nodevi.

Vi betegner operasjonen å merkevi i algoritmen ovenfor med åeliminere vi.
Kantene som blir lagt tilG for å skapeG� kalles fyllkanter, og G� kalles den
fylte grafen til G.

Følgende resultat fra Rose, Tarjan og Lueker [16] beskriver hva som må være
tilfredstilt for at det skal oppstå en fyllkant mellom nodeneu og w.

Teorem 1.1
Det oppst̊ar en fyllkant mellomu og w, hvis og bare hvis det finnes en sti
u = vr1 ; vr2; :::; vrk = w i G slik at ri < min(r1; rk) for 1 < i < k. �

En eliminasjonsordningtil G er en ordning av nodene iG som vi skriver som
en en-til-en funksjon�: V ! {1,2,...,n}. Grafen vi får gjennomå renummerere
nodene iG med� betegnes vedG�. Dersom en node har indeksj i G, så vil
den ha indeks�(vj) i G�.
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Når vi bruker identitetsordningen�(vi) = i skriver vi bareG. I algoritmen
ovenfor for å finneG� har vi brukt identitetsordningen.

SidenG er grafen tilA, kan vi se på� som en symmetrisk permutasjon avA,
d.v.s. at hvis hver kolonnej i permutasjonsmatrisenP har sitt eneste ikke-null
element i rekke�(vj), så erG� grafen tilPAP T . Det følger at det er ekvivalent
å finne en eliminasjonsordning tilG og å finne en symmetrisk permutasjon tilA.
Dette gjør at vi kan arbeide med strukturelle problemer på en matriseA v.h.a.
graf-algoritmer på grafen tilA.

1.3 NP-komplette problem

Da en del problem vi støter på i forbindelse med Cholesky-faktorisering, er med
i klassen av NP-komplette problem, gir vi her en kort innføring i de vanligste
begrepene vedrørende NP-komplette problem. Garey og Johnson gir i [1] en
grundig gjennomgang av teorien for NP-komplette problem.

For at en funksjonf skal være enpolynomisk transformasjonmellom to ja/nei-
problem� og � må den tilfredstille følgende to krav:

1. a er et ja-tilfelle av� hvis og bare hvisf(a) er et ja-tilfelle av�.

2. Funksjonenf er beregnbar i polynomisk tid.

Problem-klassen NP består av alle ja/nei-problem som en ikke-deterministisk
Turing maskin kan løse i polynomisk tid. Dersom et problem� er med i NP,
og det for ethvert annet problem i NP finnes en polynomisk transformasjon til�,
er � med i klassen av NP-komplette problem. For å vise at et problem� 2 NP
er NP-komplett, kan vi vise at det eksisterer en polynomisk transformasjon fra et
kjent NP-komplett problem til�.

Et problem som er minst like vanskelig som et NP-komplett problem er NP-hardt.
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2 Eliminasjonstrær

Vi skal her beskrive en data-modell kalteliminasjonstrærsom gjenspeiler en rekke
av de data-avhengigheter som oppstår n̊ar vi vil løse et ligningsystemAx = b v.h.a.
parallell Cholesky-faktorisering, derA er en symmetrisk, positiv definit matrise.

Eliminasjonstrær ble først introdusert av Schreiber [17] og har vist seg å være en
viktig data-modell innenfor mange områder av faktorisering av glisne matriser. I
denne hovedfagsoppgaven skal vi bruke eliminasjonstrær forå se p̊a egenskaper
ved symmetriske permutasjoner avA som gir kortest mulig parallell løsningstid
av Cholesky-faktoriseringen.

Som beskrevet i seksjon 1.2 er det å foreta en symmetrisk permutasjon avA

ekvivalent med̊a finne en eliminasjonsordning tilG derG er grafen tilA. Vi vil
derfor bruke grafer når vi viser resultat og algoritmer.

Definisjon 2.1La A = (aij) være enn�n symmetrisk, positiv definit matrise og
la L = (lij) være dens Cholesky-faktor.Eliminasjonstreettil A er et rettet tre
T , med noder 1,2,...,n og en kant <i; j> hvis og bare hvisj = min{k j lki 6= 0
og k > i}.

Vi ser at nodenj er foreldre-noden tili i T dersom det første ikke-null elementet
under diagonalen i kolonnei i L er i rekkej. Vi kan ogs̊a bestemmeT fra G�:
Nodenj er foreldre-noden tili dersom(j; i) 2 V (G�), j > i og j < k for hver
nabo k til i i G� der k > i.

DersomT er en rettet skog med mer enn en komponent (og ikke et rettet tre),
så erA reduserbar. Vi kan da permutereA slik at den er blokk-diagonal og hver
blokk kan faktoriseres for seg. Vi antar derfor i resten av oppgaven atA er ikke-
reduserbar, slik at grafen tilA er sammenhengende, ogT er et rettet tre. Figur
2.1 viser en matriseA, den fylte grafenG� til A og tilhørende eliminasjonstreT .
De kantene iG� som ikke er med iG, er tegnet med stiplet linje.
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Figur 2.1 En matriseA, den fylte grafenG� til A og tilhørende eliminasjonstreT .

Vi vil i senere figurer ikke markere eksplisitt at kantene iT er rettete. Dersom
<i; j> 2 E(T ), vil node j være tegnet ovenfor nodei.

Vi ser fra Definisjon 2.1 at alle kanter iT går fra lavere nummererte noder til
høyere nummererte noder. Av dette følger at dersomj er en forfader tili i T ,
så er j > i.

Teorem 2.1, 2.2 og 2.3 er hentet fra Liu [12] og gjengis her uten bevis. De
beskriver viktige egenskaper ved eliminasjonstrær som vi vil gjøre bruk av senere.

Teorem 2.1
Gitt en grafG med eliminasjonstreT . For enhverx 2 V (G) utgjør nodene i
T (x) en sammenhengende node-delgraf tilG. �

Teorem 2.2
La L = (lij) være Cholesky-faktoren til en symmetrisk positiv definit matrise, og
la T være eliminasjonstreet til den samme matrisen. Dersomlij 6= 0, j < i, så
er nodej en etterkommer av nodei i T . �

Fra Teorem 2.2 kan vi utlede følgende korollar:

Korollar 2.2.1
Gitt en grafG medn noder. DersomG inneholder en delgraf som er enk-klikk,
vil enhver eliminasjonsordning gi et eliminasjonstre av høyde minstk � 1. �

Vi ser ogs̊a fra Teorem 2.2 at for en gitt eliminasjonsordning� til en grafG vil
eliminasjonstreet tilG� minst ha høydek � 1, derk er antall noder i den største
klikken i G�

�.
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Teorem 2.3
La x og y være to noder iG slik at x < y. Da eksisterer det en fyllkant
(x; y) 2 E(G�), hvis og bare hvis(x; y) 62 E(G) og det eksisterer en nodew der
w er en etterkommer tilx i T , slik at (w; y) 2 E(G). �

Fra Teorem 2.3 ser vi at dersomw er en etterkommer tilv i T og (w; v) 2 E(G),
så vil alle nodene på stienw; :::; v i T være naboer tilv i G�. Det følger derfor
at en nodex 2 V (G) er nabo iG� til eksakt de av sine forfedre iT som nodene
i T (x) er nabo til i G.

2.1 Parallell Cholesky-faktorisering og eliminasjonstrær

Liu har i [9] diskutert bruken av eliminasjonstrær i parallell Cholesky-faktorisering.
Han viser at høyden til eliminasjonstreet gir en begrensning på kjøretiden til en
parallell algoritme for Cholesky-faktorisering. Forå sitere Liu: ”The height of
the elimination tree represents an effective but crude measure of the amount of
work in parallel elimination”.

For et fast antall prosessorer vil også antall kanter i den fylte grafenG� virke
inn på kjøretiden til en parallell algoritme. Det er derfor ønskelig å finne en
eliminasjonsordning som introduserer få fyllkanter samtidig som den gir et lavt
eliminasjonstre. Dersom vi har minstn2 prosessorer, dern er antall noder i
grafen, så trenger ikke antall fyllkanter å virke inn på kjøretiden. Hafsteinsson
har i [5] vist en algoritme medm prosessorer, derm er antall kanter iG�, hvor
m ikke innvirker på kjøretiden til algoritmen.

Det arbeidet som har vært gjort for å finne eliminasjonsordninger med lave
eliminasjonstrær, har stort sett foregått langs to linjer. Den ene linjen baserer seg
på først å finne en eliminasjonsordning� som gir f̊a fyllkanter. Deretter finner
man en ny eliminasjonsordning� som gir et lavest mulig eliminasjonstre tilG�
over alle eliminasjonsordninger som gir samme mengde fyllkanter som�. Jess og
Kees viser i [6] en algoritme som med utgangspunkt iG� finner en eliminasjon-
sordning, med det laveste eliminasjonstreet over alle eliminasjons-ordninger, som
bevarer mengden av fyllkanter.

Den andre linjen av arbeid har bestått i, direkte fraG, å finne eliminasjonsordninger
som gir lave eliminasjonstrær. Leiserson og Lewis viser i [8] en slik metode.

Vi kommer i denne oppgaven til å arbeide videre på denne siste linjen, og se på
eliminasjonsordninger som gir lave eliminasjonstrær, uavhengig av hvor mange
fyllkanter som oppstår.
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Vi skal nå som et eksempel vise hvordan høyden til eliminasjonstreet virker inn
på et av stadiene av parallell Cholesky-faktorisering. Vi skal vise at tiden for
å løse det triangulære ligningsystemetLy = b v.h.a. en parallell algoritme for
foroversubstitusjon er begrenset av høyden til eliminasjonstreet. Vi trenger først
følgende resultat:

Lemma 2.1
Node i er et løv iT hvis og bare hvislij = 0 for alle j < i.

Bevis:
) Anta lij 6= 0 for en j, j < i. Vi ser fra Teorem 2.2 ati må være en forfader
til j, og i kan derfor ikke være et løv iT .

( Anta ati ikke er et løv iT . Nodeni må ha minst et barnj slik at j < i. Fra
Definisjon 2.1 ser vi at dersomj er et barn tili må lij 6= 0 gjelde. �

Vi ønsker å løse ut så mange ukjenteyi som mulig parallelt i ligning-systemet
Ly = x v.h.a. foroversubstitusjon. FraL ser vi at dersomlij 6= 0 , j < i så må
yj løses føryi. Verdien avyj må deretter settes inn i rekkei av L før vi kan
løseyi. I første steg kan vi derfor bare finne eksakt deyi der lij = 0 for alle
j < i. Fra Lemma 2.1 ser vi at dette er eksakt alle løvene iT . Vi finner derfor
først de ukjente hvis noder er løv iT , og substituerer verdien for disse inn i de
ligningene de inng̊ar i. Når dette er gjort, fjerner vi alle løvene fraT og løser for
de nodene som nå er løv iT . Vi ser av dette at høyden til eliminasjonstreet gir en
begrensning på hvor raskt vi kan løse ligningenLy = b v.h.a foroversubstitusjon.
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3 Minimale eliminasjonstrær

Siden høyden på eliminasjonstreet er en begrensende faktor for kjøretiden til
parallelle algoritmer for Cholesky-faktorisering, er det interessant å se på egen-
skaper og begrensninger til et minimalt eliminasjonstre. Vi definerer først hva vi
mener med et minimalt eliminasjonstre.

Definisjon 3.1
Et minimalt eliminasjonstre1 Tmin til en grafG er et eliminasjonstre gitt ved en
eliminasjonsordning�, slik at for enhver annen eliminasjonsordning� til G med
eliminasjonstreT 0, så gjelderh(Tmin) � h(T 0).

I dette kapittelet skal vi bl.a. vise en ny nedre grense for høyden til et minimalt
eliminasjonstre. Vi skal også se på en klasse av eliminasjonsordninger kalt nøstede
oppdelingsordninger, som kan brukes for å finne minimale eliminasjonstrær. Først
skal vi imidlertid se på et nytt resultat om minimale eliminasjonstrær til delgrafer.

3.1 Minimale eliminasjonstrær til delgrafer

Vi skal i denne seksjonen vise at en delgrafG0 til en vilkårlig grafG alltid har et
eliminasjonstre av høyde mindre eller lik høyden til et minimalt eliminasjonstre
til G. Dette resultatet vil bli presentert som Teorem 3.2. Vi vet allerede fra
Korollar 2.2.1 at dersomG inneholder en delgrafG0 som er enk-klikk, så må
et eliminasjonstre tilG ha høydeminstk � 1, mens et eliminasjonstre tilG0 vil
ha høydeeksaktk � 1.

For å vise at teoremet gjelder generelt, trenger vi først følgende definisjon:

Definisjon 3.2
En stiwr1 ; wr2; :::; wrl er monotondersomri < ri+1 for 1 � i < l.

Liu har i [11] vist følgende resultat om sammenhengen mellom en lengste monoton
sti i den fylte grafenG� og høyden til eliminasjonstreet tilG:

1 Den mest korrekte termen rent matematisk sett, ville vært etminste eliminasjonstre(Eng. elimination tree of minimum
height.). Av lingvistiske årsaker vil vi likevel bruke betegnelsenminimalt eliminasjonstre.
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Teorem 3.1

Høyden til et eliminasjonstreT til en grafG er lik lengden til den lengste mono-
tone stien iG�. �

Fra Teorem 3.1 kan vi utlede det ønskede resultatet:

Teorem 3.2

Gitt to graferG og H slik at H er en sammenhengende delgraf avG. La �

være en eliminasjonsordning tilG som gir et minimalt eliminasjonstreTmin. Da
eksisterer det en eliminasjonsordning� til H som gir et eliminasjonstreT 0 slik
at h(T 0) � h(Tmin).

Bevis:

Velg � slik at den relative ordningen mellom nodene iH blir den samme som iG�.

Fra Teorem 3.1 vet vi ath(T 0) er lik lengden av den lengste monotone stien i
H�
�. Vi skal nå vise at denne stien har lengde� h(Tmin).

Først viser vi atH�
� � G�

�:

Vi vet fra Teorem 1.1 at det oppstår en fyllkant(u;w) i H�
� hvis og bare hvis det

finnes en sti iH� mellomu ogw slik at alle nodene på denne stien er nummerert
lavere ennu og w. Siden vi har valgt� slik at den relative ordningen mellom
nodene iH� er den samme som iG�, vil det ogs̊a finnes en slik sti mellomu
og w i G�. Vi ser av dette at alle fyllkanter iH�

� også forekommer iG�
�, og

det følger atH�
� � G�

�

Vi betrakter n̊a en monoton stivr0 ,vr1,vr2 ,...,vrl i H�
�. Kanten (vrj ; vrj+1 ) finnes

også iG�
�. Sidenvrj er nummerert førvrj+1 i �, vil vrj også være nummerert

før vrj+1 i �. Vi ser av dette at dersom det finnes en monoton sti av lengdel

i H�
�, s̊a finnes det ogs̊a en monoton sti av lengdel i G�

�. Dette medfører at
den lengste monotone stien iH�

� har lengde� h(Tmin). Dermed følger det at
h(T 0) � h(Tmin). �

DersomH i Teorem 3.2 ikke er sammenhengende, så vil resultatet gjelde for hver
sammenhengende komponent tilH.

Vi ser fra Teorem 3.2 at dersom vi kan gi en nedre grense for høyden til et
minimalt eliminasjonstre til en delgraf, så vil den samme grensen også gjelde for
den opprinnelige grafen. Dette skal vi se videre på i seksjon 3.2.
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Vi tar til slutt i denne seksjonen med følgende korollar til Teorem 3.2 som vi vil
få bruk for i kapittel 5:

Korollar 3.2.1
Gitt en grafG medh(Tmin) = k. Anta at en vilk̊arlig nodev 2 V (G) blir fjernet
fra G, slik at G � v ikke nødvendigvis er sammenhengende. DersomT 0 er et
høyeste minimalt eliminasjonstre tilG � v så erh(T 0) = k � 1 eller k.

Bevis:
La � være en eliminasjonsordning som gir et minimalt eliminasjonstre til hver
komponent avG�v, og laT 0 være et høyeste minimalt eliminasjonstre tilG�v.
Fra Teorem 2.1 vet vi at nodene iT 0 utgjør en sammenhengende node-delgraf til
G. Det følger derfor fra Teorem 3.2 ath(T 0) � k.

Dersomh(T 0) < k � 1, så kunne vi ha funnet et eliminasjonstre tilG av høyde
< k gjennom å eliminerev sist og nodene iG � v som angitt av�. Dette
er umulig da et minimalt eliminasjonstre tilG har høydek. Vi ser av dette at
k � 1 � h(T 0) � k må gjelde. �

3.2 En nedre grense på høyden til et
minimalt eliminasjonstre

Det er interessant̊a søke etter teoretiske nedre grenser for høyden til et minimalt
eliminasjonstre. Dersom vi kan gi en nedre grense som ligger tett opp til den
virkelige verdien, får vi en god målestokk for om en gitt løsning er god eller
ikke. Vi har allerede sett at dersomG inneholder en klikk påk noder, så gjelder
h(Tmin) � k � 1.

I denne seksjonen skal vi bruke Teorem 3.2 til å vise en ny nedre grense for
h(Tmin) (Teorem 3.3). Vi trenger først følgende resultat:
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Lemma 3.1

Gitt en grafG med eliminasjonstreT . La G0 være en sammenhengende delgraf
til G medn0 > 1 noder og lav 2 V (G0) være den høyeste nummererte noden i
G0. Da gjelder for allew 2 V (G0) at w 2 T (v).

Bevis:

Anta at ikke alle noder iV (G0) er med iT (v). SidenG0 er sammenhengende,
må det eksistere to noderx; y 2 V (G0) slik at x og y er naboer iG0 og x 2 T (v)

mensy 62 T (v).

Sidenv elimineres sist av nodene iG0, kany ikke ligge på stienv; :::; rot(T ) i T .
Dette medfører at hverkenx er en etterkommer tily eller y er en etterkommer til
x. Samtidig vet vi at sidenx og y er naboer iG så erlxy 6= 0. Fra Teorem 2.2
ser vi at dette er umulig, og det følger at alle nodene iG0 må ligge iT (v). �

Ved hjelp av Lemma 3.1 kan vi nå utlede:

Lemma 3.2

Gitt en grafG. For enhver eliminasjonsordning� til G gjelder: Ingen node har
flere barn iT enn den er nabo til iG.

Bevis:

Se p̊a en nodev som har minst et barnx i T som den ikke er nabo til iG. For
at x skal hav som foreldre-node iT , må det eksistere en fyllkant mellomx og
v i G�. For at denne fyllkanten skal oppstå, ser vi fra Teorem 1.1 at nodene på
en sti frax til v i G må elimineres førx. Siden stien g̊ar mellomx og v, må
den inneholde minst en node som er nabo tilv i G. Fra Lemma 3.1 følger det
at alle nodene på denne stien må være etterkommere tilx i T . Vi ser derfor at
fordi x er barn til v i T , så er det en node blant naboene tilv i G som ikke
kan være barn tilv. Siden hver nabo tilv i G høyst kan gi opphav til et barn
til v i T følger det at nodenv ikke kan ha flere barn iT enn antall noder den
er nabo til i G. �

Vi ser av Lemma 3.2 at vi aldri kan gjøre eliminasjonstreet til en graf lavere enn
et komplettk-nært tre, derk er det maksimale gradtallet til noen node i grafen.
Dersom en graf inneholdern > 2 noder gir dette oss:

blogk(n(k � 1))c � h(Tmin)
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Appendiks A gir en nærmere beskrivelse av komplettek-nære trær.

Fra Teorem 3.2 vet vi at en delgraf ikke kan ha et høyere minimalt eliminasjonstre
enn et minimalt eliminasjonstre til den opprinnelige grafen. Dette sammen med
Lemma 3.2 gir oss følgende nedre grense på høyden til et minimalt eliminasjonstre:

Teorem 3.3
DersomG0 er en sammenhengende delgraf tilG dern0 = jV (G0)j for n0 > 2, og
k0 er det maksimale gradtallet til noen node iG0, så gjelder følgende nedre grense
på høyden til et minimalt eliminasjonstre tilG:�

logk0
�
n0
�
k0 � 1

��� � h(Tmin)

�

For fiksertk, vil verdien til blogk(n(k � 1))c i Teorem 3.3 øke med stigenden
og med fiksertn vil verdien til blogk(n(k � 1))c avta med stigendek.

Vi kan i Teorem 3.3 begrense oss til å finne delgrafer tilG som er trær uten at
det vil gi oss en mindre tett nedre grense: Anta atG0 ikke er et tre, og laH være
et utspennende tre tilG0. Da vil H inneholde like mange noder somG0, og det
maksimale gradtallet til noen node iH vil være mindre eller lik det maksimale
gradtallet til noen node iG0.
La H være et utspennende tre tilG0 som har minimalt gradtall over alle utspen-
nende trær tilG0. Da vil H gi en tetteste nedre grense over alle utspennende
grafer til G0, på høyden til et minimalt eliminasjonstre tilG. Å avgjøre om en
graf har et utspennende tre der ingen node har gradtall> k for en gitt k > 2, er
imidlertid et NP-komplett problem (Garey og Johnson [1]).

Den tetteste grensen vi kan gi fra Teorem 3.3 på høyden til et minimalt eliminasjons-
tre til en grafG, får vi hvis det eksisterer en sti iG som inkluderer alle nodene
i V (G) (en Hamiltonsk sti). Dette gir oss følgende korollar:

Korollar 3.3.1
Dersom den lengste stien som ikke er sykel i en grafG har lengdel, s̊a gjelder:

blog2(l + 1)c � h(Tmin)

�

Vi har fra Korollar 2.2.1 og Teorem 3.3 to ulike nedre grenser på høyden til et
minimalt eliminasjonstre. Vi skal nå vise at ingen av grensene er strengt bedre
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enn den andre. Dette gjør vi ved å vise at for ulike grafer vil hver av grensene
gi den tetteste nedre grensen.

Den tetteste grensen på høyden til et minimalt eliminasjonstre til en komplett graf
på n noder som vi kan gi v.h.a. Teorem 3.3 erblog2 nc. Samtidig vet vi fra
Korollar 2.2.1 at ethvert eliminasjonstre til en komplett graf vil ha høyden � 1.
Dersom vi har en graf der den største klikken er forholdsvis stor, er det derfor
trolig at Korollar 2.2.1 vil gi den tetteste nedre grensen på høyden til et minimalt
eliminasjonstre.

For et treG med minst 3 noder, vil Korollar 2.2.1 gi en nedre grense på 1
på høyden til et minimalt eliminasjonstre. Teorem 3.3 gir en nedre grensen på
blog2(l + 1)c, der l er lengden av den lengste stien iG. Dersoml � 3, ser vi at
Teorem 3.3 gir den tetteste nedre grensen på høyden til et minimalt eliminasjonstre
til G. For enk�k rutenett-graf (se figur 3.3) vil Korollar 2.2.1 gi en nedre grense
på 1 på høyden til et minimalt eliminasjonstre. Fra Teorem 3.3 får vi en nedre
grense påb2log2kc. Vi ser av dette at dersom den største klikken iG er liten, kan
Teorem 3.3 gi en tettere nedre grense enn Korollar 2.2.1 på høyden til et minimalt
eliminasjonstre. George og Liu gir i [2] den tetteste nedre grensen påh(Tmin) til
en rutenett-graf. De viser ath(Tmin) er �(k).

For en gitt eliminasjonsordning til en grafG, kan vi gi en annen nedre grense på
høyden til eliminasjonstreet tilG enn den grensen Teorem 3.3 gir oss. Denne nye
grensen vil være minst like bra, og kan være bedre enn den fra Teorem 3.3.

Korollar 3.3.2

Gitt en grafG med eliminasjonstreT . DersomG0 er en delgraf til den fylte grafen
G� dern0 = jV (G0)j for n0 > 2, og k0 er det maksimale gradtallet til noen node i
G0, så gjelder følgende nedre grense på høyden tilT :�

logk
�
n0
�
k0 � 1

��� � h(T )

Bevis:

La T 0
min være et minimalt eliminasjonstre tilG�. Da gjelder fra Teorem 3.3:�

logk
�
n0
�
k0 � 1

��� � h
�
T 0
min

� � h(T )

�
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I Korollar 3.3.2 finner vi en delgraf tilG� (og ikke til G). Når vi skal bestemme
G har vi derfor flere kanter å velge mellom enn i Teorem 3.3. Det gjør det mulig
at Korollar 3.3.2 kan gi en tettere nedre grense på høyden tilT .

Til slutt tar vi med at det ikke er gitt fra Lemma 3.2 at fordi en nodev har k
naboer iG, så eksisterer det en eliminasjonsordning slik atv har k barn i T .
F.eks. vil ingen node i eliminasjonstreet til en komplett graf ha mer enn et barn.
Vi skal i seksjon 3.3 se nærmere på hva som er betingelsen for at det skal oppstå
forgrening i eliminasjonstreet.

3.3 Nøstet oppdeling og minimale eliminasjonstrær

Det eksisterer en rekke heuristikker for å finne eliminasjonsordninger som gir få
fyllkanter i G� (George og Liu [2]). Vi skal i denne seksjonen se nærmere på
en slik heuristikk kaltnøstet oppdeling(eng. nested dissection) som også gir et
lavt eliminasjonstre. Vi skal vise i Teorem 3.5 at det for en vilkårlig graf alltid
eksisterer en eliminasjonsordning gitt ved nøstet oppdeling som gir et minimalt
eliminasjonstre. Før vi gjør dette skal vi se nærmere på hvilke betingelser som
må gjelde for at vi skal få forgrening i eliminasjonstreet.

For å få lavest mulig høyde p̊a et eliminasjonstreT , må T forgrene seg utover i
størst mulig grad. Dersom vi ikke får noen forgrening iT og alle nodene henger
under hverandre, får vi høyden� 1. Klarer vi derimot å få til et eliminasjonstre
der hver nodev som ikke er et løv, har 2 barn og like mange noder i hvert deltre
som henger frav, får vi et tre med høydeblog2 nc. Henger alle nodene fra roten,
får vi høyde 1.

Figur 3.1 Eliminasjonstrær av høyden � 1, blog2nc og 1.

Vi har sett at ingen node kan ha flere barn i eliminasjonstreet enn den er nabo
til i G. Vi skal nå se hva som er betingelsen for at vi skal få forgrening i
eliminasjonstreet, eller mer formelt hva som må til for at T (x) \ T (y) = ; for
to gitte noderx og y.
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Teorem 3.4

Gitt en grafG med eliminasjonstreT . La v være laveste felles forfader til to
noderx og y i T . Da erT (x) og T (y) node-disjunkte hvis og bare hvis nodene
på stienv; :::; rot(T ) i T utgjør et kuttsett som delerG slik at x og y kommer
i to forskjellige komponenter.

Bevis:1

La s være et barn tilv slik at x 2 T (s). Vi vet fra Teorem 2.1 at nodene iT (s)
utgjør en sammenhengende node-delgrafG0 til G.

T:  

s

v

yx

Figur 3.2 Nodens er et barn tilv slik at x 2 T (s).

) La K være mengden av alle noder2 V (G) � V (G0) som iG er nabo til en
node iV (G0). Nodene iK utgjør et kuttsett mellomx og y i G. Fra Teorem 2.2
vet vi at alle nodene iK må ligge p̊a stienv; :::;rot(T ) i T . Det følger at nodene
på stienv; :::;rot(T ) utgjør et kuttsett mellomx og y i G.

( Vi vet fra Teorem 2.1 at nodene iT (s) utgjør en sammenhengende node-delgraf
til G. I og med at nodene på stienv; :::; rot(T) i T utgjør et kuttsett mellomx
og y i G kan y derfor ikke ligge iT (s). Det følger atT (x) \ T (y) = ;. �

Ved hjelp av Teorem 3.4 kan vi avgjøre hvor stor forgrening det vil bli i elimina-
sjonstreet.

Korollar 3.4.1

Gitt en grafG med eliminasjonstreT , der en nodemengdeK elimineres sist.
Anta at K deler G i l sammenhengende komponenter,l > 0. Da gjelder for
alle v 2 K at p(v) 2 K, og det vil være eksaktl noder2 G � K som har en

1 Liu gir i [12] et bevis for “) delen” av Teorem 3.4. For å bevare helheten og fordi Liu formulerer sitt resultat og
bevis på en annen måte enn det som blir gjort her, er hele beviset likevel tatt med.
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foreldre-node iT fra K.

Bevis:

Vi viser først atp(v) 2 K gjelder for allev 2 K. For alle v 2 K og alle
w 2 V (G) �K gjelderw < v. Siden en node må være nummerert høyere enn
alle sine barn, følger det at hver node iK må ha en foreldre-node fraK.

Vi viser så at eksaktl noder fraG � K vil ha foreldre-noder fraK. Dersom
l > 1, så utgjør nodene iK et kuttsett mellom hvert par av del komponentene.
Vi ser fra Teorem 3.4 at da gjelder for hvert par av noderx; y, derx og y er med
i ulike komponenter, atT (x) \ T (y) = ;.
Siden hver av komponentene iG�K er sammenhengende, ser vi fra Lemma 3.1
at høyst en node fra hver komponent kan ha en foreldre-node fraK. Vi vet også
at sidenK elimineres sist, kan ingen node fraG�K være rot iT . Den høyeste
nummererte nodenz fra hver komponent vil derfor ha en foreldre-node6= z som
ikke er fraG �K. Det følger at foreldre-noden tilz må være fraK. �

Korollar 3.4.1 sier ikke bare hvor stor forgrening det blir fra det kuttsettet som
elimineres sist. Vi vet fra Teorem 2.1 at nodene iT (x) for vilkårlig x 2 V (G)
utgjør en sammenhengende node-delgrafG0 til G. Dersom et kuttsettK 0 til G0
elimineres sist av nodene iG0, så sier Korollar 3.4.1 hvor mange deltrær som
vil henge fraK 0 i T .

Det følger også fra Korollar 3.4.1 at dersom det er mange kanter i en graf slik
at det er vanskelig å finne et lite kuttsett som delerG i mange komponenter,
så vil det ogs̊a være vanskelig̊a finne en eliminasjonsordning som gir et lavt
eliminasjonstre.

Korollar 3.4.1 gir oss en heuristikk for å finne en eliminasjonsordning som gir
forgrening i eliminasjonstreet, og derfor forhåpentligvis også et lavt eliminasjons-
tre:

For en grafG finner vi et kuttsett som, hvis det fjernes, delerG i to eller flere
komponenter. Vi nummererer nodene i kuttsettet sist i eliminasjonsordningen til
G. Vi gjentar så prosessen (rekursivt) for hver komponent inntil komponentene
vi står igjen med utgjør klikker iG.

En eliminasjonsordning gitt ved en slik fremgangsmåte kalles for ennøstet opp-
delingsordning(eng. nested dissection). George og Liu gir i [2] en mer utførlig
presentasjon av nøstet oppdeling.
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Fra Teorem 1.1 ser vi at det heller ikke kan oppstå fyllkanter mellom de ulike
komponentene. Dersom vi for hver komponent finner et lite kuttsett som deler
komponenten i mange delkomponenter, vil vi få et lavt eliminasjonstre, samtidig
som vi får relativt få fyllkanter iG�.

Figur 3.3 viser et eksempel på nøstet oppdeling utført på en 5�5 rutenett-graf
og det eliminasjonstreet det gir. Det er en strek rundt nodene i hvert kuttsett i
G. En dobbel kant i eliminasjonstreet står for en sti av direkte etterpåfølgende
nummererte noder.
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Figur 3.3 Nøstet oppdeling utført på en 5�5 rutenett-graf.

George og Liu forlanger i [2] at i en nøstet oppdelingsordning skal fjerning av
et kuttsett gi komponenter av “omtrent” samme størrelse. Gilbert [4] setter som
krav til hvert kuttsett at det må være slik at ingen ny komponent inneholder mer
enn n=2 noder, dern er antall noder i den opprinnelige komponenten. Begge
disse kravene settes for å garantere at det ikke oppstår fyllkanter mellom flest
mulig noder.

Vi skal nå vise at det ikke eksisterer en nøstet oppdelingsordning som oppfyller
kravet om at ingen komponent får inneholde merbc � nc noder, dern er antall
noder i den opprinnelige komponenten ogc er en gitt konstant der0 < c < 1,
som gir et minimalt eliminasjonstre for en vilkårlig graf.

I figur 3.4 ser vi to nøstede oppdelingsordninger� og � brukt på en og samme
graf samt de eliminasjonstrærne disse gir. Bare� tilfredstiller kravet om at ingen
komponent skal ha mer ennn=2 noder. Vi ser at� gir det laveste eliminasjonstreet.
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Figur 3.4 To nøstede oppdelingsordninger utført på samme graf.

I figur 3.4 er det 4 noder som bare er nabo til node 9 iG�. Anta at vi forandrer
G� slik at det erk noder, derk er vilkårlig, som bare er nabo til node 9. La�
være en eliminasjonsordning som gir et minimalt eliminasjonstre tilG�. Node
3 eller node 4 må elimineres sist i�, og vi ser at vi kan bestemmek slik at
komponenten som inneholder node 9 vil inneholde mer ennbc � nc noder for en
gitt verdi avc der 0 < c < 1. Det følger at det ikke gjelder generelt at en nøstet
oppdelingsordning med en begrensning på størrelsen av komponentene alltid vil
gi et minimalt eliminasjonstre.

Vi ser også fra grafen i figur 3.4 at en fremgangsmåte hvor vi eliminerer det
kuttsettet sist som delerG i flest komponenter, heller ikke vil gi et minimalt
eliminasjonstre.

Leiserson og Lewis viser i [8] en variant av nøstet oppdeling utviklet for å finne
lave eliminasjonstrær. Vi skal her vise at det alltid finnes en nøstet oppdelings-
ordning som for en vilk̊arlig graf gir et eliminasjonstre av minimal høyde. Denne
setter ingen krav på størrelsen til komponentene.

Vi trenger først følgende definisjon:

Definisjon 3.3 Et kuttsett til en grafG er minimalt1 dersom ingen undermengde
av det ogs̊a er et kuttsett tilG.

Vi ser at ingen overmengde til et minimalt kuttsett kan være et minimalt kuttsett.

Dersom vi eliminerer nodene i en grafG etter en nøstet oppdelingsordning med
minimale kuttsett kan vi v.h.a. Korollar 3.4.1 avgjøre hvor mange barn de ulike
nodene vil ha i det tilhørende eliminasjonstreetT . Anta at vi eliminerer et mini-
malt kuttsett sist av nodene i en komponent, og at kuttsettet deler komponenten i
l � 2 delkomponenter. Da følger det av Korollar 3.4.1 og definisjonen av mini-
male kuttsett at den nederste noden i kuttsettet vil ha eksaktl barn iT , og at alle
andre noder i kuttsettet vil ha et barn hver.

1 Rose definerer i [15] et minimalt kuttsett til en graf som det kuttsettet som inneholder færrest noder.
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Vi kan nå vise at det for en vilkårlig grafG alltid finnes en nøstet oppdelings-
ordning med minimale kuttsett som gir et minimalt eliminasjonstre. Måten vi
gjør dette p̊a erå vise at for enhver eliminasjonsordning� til G, med tilhørende
eliminasjonstreT , kan vi alltid permutere� slik at vi får et nytt eliminasjonstreT 0
der h(T 0) � h(T ), og det eksisterer en nøstet oppdelingsordning med minimale
kuttsett til G som ville gitt T 0.

Lemma 3.3
Gitt en grafG� med tilhørende eliminasjonstreT der minst en node har 2 eller
flere barn. Vi kan da permutere� slik at vi får et nytt eliminasjonstreT 0 der
følgende er oppfylt: (1) Nodene på stien fra og med den øverste noden iT 0
som har minst 2 barn til og medrot(T 0) utgjør et minimalt kuttsett tilG�. (2)
h(T 0) � h(T ).

Bevis:
La v være den øverste noden iT som har minst 2 barnx og y. Vi ser fra Teorem
2.3 atx vil være nabo iG�

� til eksakt de av nodene på stienv; :::; rot(T ) som
nodene iT (x) er nabo til iG�. Kall denne mengdenS. Nodene iS utgjør et
kuttsett tilG� mellom nodene iT (x) og resten av nodene iG� � S. La A være
en komponent iG� � S som er nabo til færrest mulig noder iS. Kall mengden
av noder iS somA er nabo til forR.

G :  
S  

α

A  R  

x

Figur 3.5 Nodene iR utgjør et minimalt kuttsett tilG�. (Merk atx også kan ligge iA.)

Nodene iR utgjør et kuttsett tilG� slik at alle komponentene tilG�R er nabo
til samtlige noder iR. Det følger at ingen undermengde tilR kan være et kuttsett
til G�. Derfor utgjørR et minimalt kuttsett tilG�.

Vi skal nå vise at en innbyrdes permutasjon i� av nodene på stienv; :::; rot(T )
i T ikke fører til at høyden til eliminasjonstreet tilG øker. LaU være mengden
av noder som opprinnelig ligger på stienv; :::; rot(T) i T . Vi konstaterer først
at en innbyrdes permutasjon av nodene iU ikke vil føre til at det oppstår eller
forsvinner fyllkanter mellom noen av etterkommerene tilv i T . Det gjør at
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strukturen til deltrærne som henger frav i T , vil forbli uforandret. Siden nodene
i U , etter en omordning, fremdeles blir eliminert sist av nodene iG�, vil en node
w 2 U bare ha forfedre fraU . Det følger atw ikke kan ha kommet lenger ned
i eliminasjonstreet ennv var opprinnelig, og at hvert deltre som hengte avv før
omordningen, fremdeles bare vil ha forfedre fraU . Vi ser av dette at høyden til
eliminasjonstreet tilG� ikke kan øke etter en innbyrdes permutasjon av nodene
i U .

Dersom vi eliminerer nodene iR sist, og resten av nodene på stienv; :::; rot(T )
i T rett før R i samme relative ordning som tidligere, ser vi fra Teorem 3.4 at
den nederste noden iR vil ha minst to barn i det nye eliminasjonstreetT 0. Ingen
forfader til denne noden kan ha mer enn ett barn daR er et minimalt kuttsett til
G0. Vi har nå fått et eliminasjonstreT 0 der nodene på stien fra og med den øverste
noden som har minst to barn til og medrot(T 0), utgjør et minimalt kuttsett til
G og derh(T 0) � h(T ). �

Dersom vi utfører permutasjonen slik den er beskrevet i beviset av Lemma 3.3,
ser vi at nodene fra og med den første nodenv med minst to barn til og med
rot(T ), nå utgjør et minimalt kuttsett tilG. Vi kan for hvert deltre som henger
fra v i T , gjenta prosessen rekursivt inntil deltrærene som står igjen, utgjør kjeder
i eliminasjonstreet. Vi har n̊a fått et eliminasjonstreT 0 der hver ikke-nederste
maksimale kjedeK utgjør et minimalt kuttsett til node-delgrafen tilG bestående av
nodene iK og alle etterkommere tilK i T 0. Vi skal nå se at vi kan permutere eli-
minasjonsordningen som gavT 0, uten at høyden tilT 0 øker, slik at hver nederste
kjede i T 0 utgjør en klikk i G.

Lemma 3.4
Gitt en grafG med n noder og eliminasjonstreT der h(T ) = n � 1. Dersom
nodene iG ikke utgjør en klikk, kan vi finne en eliminasjonsordning� til G slik
at vi får et nytt eliminasjonstreT 0 der følgende er oppfylt: (1) Nodene på stien
fra den øverste noden som minst 2 barn iT 0 til rot(T 0) utgjør et minimalt kuttsett
til G�. (2) h(T 0) < n � 1.
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Bevis:
La v være en node som ikke er en nabo til samtlige andre noder iG. La S være
mengden av naboer tilv i G. Vi ser atS utgjør et kuttsett tilG. La A være
en komponent iG � S som i G er nabo til færrest mulig noder iS. Kall den
mengden av noder iS somA er nabo til forR. Eliminer nodene iR sist, og
resten av nodene iG i samme relative ordning som tidligere. Nodene iR utgjør
et minimalt kuttsett tilG, og den nederste noden iR vil derfor ha minst to barn
i T . Siden en node har minst to barn iT , er h(T ) < n � 1. �

Fremgangsmåten i beviset av Lemma 3.4 kan brukes rekursivt på hver nederste
kjede i T inntil hver nederste kjede utgjør en klikk iG.

Vi ser nå fra bevisene av Lemma 3.3 og 3.4 at for ethvert eliminasjonstreT ,
tilhørende en grafG, kan vi finne et nytt eliminasjonstreT 0 til G slik at følgende
er oppfylt: (1) Det eksisterer en nøstet oppdelingsordning tilG, der alle kuttsettene
er minimale, som ville gittT 0. (2) h(T 0) � h(T ).

Siden vi kan gjøre dette for alle eliminasjonstrær tilG får vi følgende resultat:

Teorem 3.5
For en vilk̊arlig grafG eksisterer det en nøstet oppdelingsordning, der alle kuttsett
er minimale, som gir et eliminasjonstre av minimal høyde.�

Pothen har i [14] vist at det er et NP-komplett problem å avgjøre om det eksisterer
en eliminasjonsordning til en vilkårlig graf som gir et eliminasjonstre av høyde
mindre eller likk for et gitt heltallk. Vi skal nå vise at problemet fremdeles er NP-
komplett om vi innfører et ekstra krav om at ordningen som gir eliminasjonstreet
skal være gitt ved en nøstet oppdelingsordning med minimale kuttsett. Gitt en
vilkårlig graf G og et heltallk. De to problemene kan da defineres som:

�. Eksisterer det en eliminasjonsordning som gir et eliminasjonstre tilG av
høyde mindre eller likk?

�. Eksisterer det en nøstet oppdelingsordning med minimale kuttsett tilG som
gir et eliminasjonstre av høyde mindre eller likk?

Vi ser direkte fra Teorem 3.5 at følgende gjelder:
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Korollar 3.5.1

For en gitt grafG og et heltallk gjelder: � har en løsning hvis og bare hvis�
har en løsning.�

Vi kan gjette en løsning� til �, og teste i polynomisk tid om� er gitt ved
en nøstet oppdeling med minimale kuttsett, lage eliminasjonstreetT til G� og
avgjøre omh(T ) � k. Det følger at� er med i NP. Sammen med Korollar
3.5.1 gir dette oss:

Korollar 3.5.2

� er NP-komplett. �

Vi vet at høyden til et eliminasjonstre til en graf medn noder kan ligge mellom
0 ogn� 1. Dersom vi kan løse� i tid O(f(n)) så kan vi finne den minstek slik
at � har en ja-løsning i tidO(f(n)logn). Dette gir oss følgende korollar:

Korollar 3.5.3

Det er NP-hardt å finne den minstek slik at � har en løsning.�

Vi skal i kapittel 4 bruke Teorem 3.5 for å utvikle en algoritme for å redusere
høyden til et eliminasjonstre. I den forbindelse trenger vi følgende resultat:

Teorem 3.6

Gitt en grafG med eliminasjonstreT . La K være en ikke-nederste maksimal
kjede i T og la G0 være node-delgrafen tilG bestående av nodene iK og alle
etterkommere tilK i T . Da erK et minimalt kuttsett tilG0 hvis og bare hvis
hvert barn til den nederste noden iK er nabo iG� til samtlige noder iK.

Bevis:

) Anta atK er et minimalt kuttsett tilG0. Da vil hver komponent iG0 � K

være nabo iG0 til samtlige noder iK. Hver komponent utgjør et deltre avT
som henger fra den nederste noden iK. Fra Teorem 2.3 vet vi at en nodex er
nabo iG� til de nodene som nodene iT (x) er nabo til iG. Det følger derfor
at hvert barn iT til den nederste noden iK vil være nabo iG� til samtlige
noder i K.
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( Vi vet fra Teorem 3.4 atK er et kuttsett tilG0 som delerG0 i et antall
komponenter. Hver komponent utgjør et deltre avT som henger fra den nederste
nodenv i K. For hvert barnx til v i T gjelder det at den er nabo iG� til de av
nodene iK som nodene iT (x) er nabo til iG. Siden hvert barn tilv er nabo
til samtlige noder iK, følger det at hver sammenhengende komponent er nabo
til samtlige noder iK. Vi ser derfor at ingen undermengde avK kan være et
kuttsett tilG0, og det følger atK er et minimalt kuttsett.�

Ved hjelp av Teorem 3.6 kan vi lett avgjøre om nodene i en maksimal kjedex; :::; y

i T utgjør et minimalt kuttsett til node-delgrafen tilG bestående av nodene iT (y).

Fra Teorem 3.6 kan vi videre vise følgende resultat som beskriver en egenskap
ved eliminasjonstrær som er gitt ved nøstede oppdelingsordninger med minimale
kuttsett:

Korollar 3.6.1
Gitt en grafG med eliminasjonstreT . DersomT er gitt ved en nøstet opp-
delingsordning med minimale kuttsett så utgjør nodene i enhver kjede iT en
klikk i G�.

Bevis:
Siden enhver kjede er en delgraf av en maksimal kjede er det nok å vise resultatet
for maksimale kjeder.

La K være en maksimal kjede iT . Hvis K er en nederste kjede iT , er K
en klikk i G og derfor også iG�. Anta derfor atK ikke er en nederste kjede.
Fra Teorem 3.6 vet vi at hvert barn til den nederste noden iK er nabo iG�
til samtlige noder iK. Det følger derfor fra Teorem 2.3 atK utgjør en klikk
i G�. �

Dette resultatet vil vi nyttegjøre oss i kapittel 4.
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4 En klasse av algoritmer for å redusere
høyden til et eliminasjonstre

Liu [10] [11] og Hafsteinsson [5] har utviklet hver sin algoritme for å redusere
høyden til et gitt eliminasjonstre. Vi skal her utvikle en ny algoritme med samme
foremål. Vi skal sammenligne denne med algoritmene til Liu og Hafsteinsson, og
vise at alle tre er varianter av algoritmer som baserer seg på et felles resultat. P̊a
bakgrunn av dette resultatet skal vi så utvikle en fjerde algoritme for å redusere
høyden til et eliminasjonstre.

4.1 Minimale-kuttsett algoritmen

I denne seksjonen skal vi utvikle en ny algoritme, for å redusere høyden til et
eliminasjonstre. Denne algoritmen baserer seg på bevisene av Lemma 3.3 og 3.4.

Fremgangsmåten som bevisene for Lemma 3.3 og 3.4 gir for å finne en nøstet
oppdelingsordning med minimale kuttsett, kan med en liten modifikasjon brukes
til en algoritme for å redusere høyden til et eliminasjonstre.

Vi ser først hvordan vi kan bruke resultatet fra Lemma 3.3 for å omordne en
ikke-nederste maksimal kjede.

Når vi har en ikke-nederste maksimal kjedex; :::; y i T , og skal bestemmeS slik
som beskrevet i beviset av Lemma 3.3, tar vi utgangspunkt i et barnv til x, og
setterS lik alle naboer tilv i G� som ligger p̊a stienx; :::; y i T . Istedenforå
først bestemme det minimale kuttsettetR � S, foretar vi en lokal permutasjon
i eliminasjonsordningen av nodene på stienx; :::; y i T . Denne permutasjonen
best̊ar i at vi eliminerer nodene iS sist av nodene p̊a stienx; :::; y i T . Dette
gjør vi slik at nodene iS blir eliminert i samme relative ordning som tidligere.
Vi eliminerer nodene på stienx; :::; y i T som ikke er med iS, rett før nodene i
S, også disse i samme relative ordning som tidligere. Det vil føre til at nodene
i S henger under hverandre i det nye eliminasjonstreet. Nodene som opprinnelig
lå på stienx; :::; y i T som ikke er med iS, vil fordele seg øverst i et eller flere
deltrær som henger fra noder iS. Deltrærne som opprinnelig hengte frax vil nå
henge fra noder som opprinnelig lå på stienx; :::; y i T . Som en følge av denne
omordningen vilx i det nye eliminasjonstreet ha minst to barn.

Vi kan nå lett bestemmeR. La s være den øverste noden iS som har minst to
barn, og lat være en node blant barna tils som iG� er nabo til færrest noder i
S. Det minimale kuttsettetR blir da alle noder iS som er nabo tilt i G�. Vi
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permuterer nå rekkefølgen i eliminasjonsordningen av nodene iS slik at R blir
eliminert sist. Dette vil ha tilsvarende konsekvenser som når vi eliminerte nodene
i S sist av nodene som opprinnelig lå p̊a stienx; :::; y i T .

Anta n̊a at n̊ar vi skal bestemmeS så velger viv som en node av maksimal høyde
blant barna tilx. Det medfører at etter omordningen har nodene iT (v) kommet
jx; :::; yj � jSj plasser nærmererot(T ).

Dersom vi likevel har flere kandidater å velge mellom når vi skal bestemmeS,
velger vi en node som vil bli flyttet lengst opp etter en omordning. Det vil si
at vi velger en node som er nabo iG� til færrest noder på stienx; :::; y i T .
Grunnen for å gjøre et slikt valg, er at hvis et deltre kommer høyt nok opp, så
kan vi håpe at det ikke vil virke inn på den totale høyden til eliminasjonstreet
når algoritmen er ferdig.

Dersom vi har flere muligheter fort når vi skal bestemmeR, velger vi ogsåt
som en høyeste node blant de aktuelle kandidatene.

Vi modifiserer på samme måte den omordningen av en nederste kjede, som er
gitt i beviset til Lemma 3.4. N̊ar vi skal bestemmeS for en nederste kjede, tar
vi utgangspunkt i den øverste noden i kjeden, som ikke er nabo iG til samtlige
av sine etterkommere. For å gjøre det lettere å bestemme det minimale kuttsettet
R, eliminerer viS sist på samme måte som vi gjorde medS for en ikke-nederste
kjede. Deretter bestemmer vi også R på samme m̊ate som for en ikke-nederste
kjede, og eliminererR sist av nodene iS.

Dette gir oss en algoritme for å minske høyden til et eliminasjonstre. Vi begynner
med den øverste kjeden iT , og gjennomfører omordningen som beskrevet over.
Deretter fjerner vi det øverste kuttsettet og gjentar prosessen rekursivt på hvert av
deltrærne vi står igjen med. Algoritmen stopper opp når deltrærne utgjør klikker
i G. Vi kaller denne algoritmen forMinimale-kuttsett algoritmen. Her følger en
pseudo-koden til algoritmen. Den tar som inn-parameter et eliminasjonstreT .
I algoritmen erS og R nodemengder, ogs, t, v og w er noder.

Minimale-kuttsett algoritmen(T )

Dersom nodene iT ikke er en klikk i G

! DersomT er en kjede

! v = Den høyeste noden iT som ikke er nabo iG til alle sine etterkommere.

S = Alle naboer til v i G.

� v = En høyeste node blant barna til den øverste noden iT , som har minst
to barn. Dersom det er flere muligheter, velges en node som iG� er
nabo til færrest av sine forfedre.

28



S = Alle naboer tilv i G�, som er forfedre tilv i T .

Foreta en lokal omordning slik at nodene iS blir eliminert sist.

s = Den øverste noden iS som har minst to barn.

t = En barn tils, som iG� er nabo til færrest noder iS. Dersom det er flere
muligheter, velges en node som er høyest iT .

R = Alle naboer til t i G�, som er forfedre tilt i T .

Foreta en lokal omordning slik at nodene iR blir eliminert sist.

For hvert barnw til den nederste noden iR

Minimale-kuttsett algoritmen(T (w))

Figur 4.1 viser stegvis hvordan et eliminasjonstre blir omordnet ved bruk av
Minimale-kuttsett algoritmen.
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Figur 4.1 Eksempel på bruk av Minimale-kuttsett algoritmen.

Under utførelsen av algoritmen setter vi førstv = 2 og S = {5,4}. Når vi har
eliminert nodene iS, sist setter vis = 4 og t = 6 eller 3. Uansett hva vi setter
t til, så får viR = {4}. Vi eliminerer 4 sist og utfører algoritmen på alle deltrær
som henger fra node 4. Det fører til at deltreet med 5 som rot blir brettet sammen.
Mengden av fyllkanter iG� forandrer seg også. Når vi starter har vi kantene (2,5)
og (5,6). Når algoritmen er ferdig, har vi bare kanten (1,4).

Den lengste stien i grafen i figur 4.1 er av lengde 4. Sidenblog2(5)c = 2
og eliminasjonstreet vi står igjen med har høyde 2, ser vi fra Korollar 3.3.1 at
eliminasjonstreet er minimalt etter omordningen.

Det er trolig at vi kan forbedre behandlingen av nederste kjeder i forhold til den
fremgangsmåten som algoritmen gir. Dersom vi bruker en nøstet oppdelings-
ordning direkte p̊a node-delgrafen tilG som best̊ar av nodene i en nederste kjede,
får vi sannsynligvis bedre balanse i eliminasjonstreet og derfor også et lavere tre.
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Når vi foretar en omordning av en kjede slik at et kuttsett blir minimalt, kan det
både oppstå og forsvinne fyllkanter iG�. Anta at vi har tre noderx; y og z,
valgt p̊a følgende m̊ate: Før omordningen ery forfader til x, og z er forfader til
y (figur 4.2.a). Etter omordningen erx en forfader tily, og z en forfader tilx.
Dersom(y; z) 2 V (G) og (z; x) 62 V (G) (figur 4.2.b), vilx etter omordningen ha
en fyllkant til z. Dersom(x; z) 2 V (G) og hverkeny eller noen etterkommere til
y etter omordningen er nabo tilz (figur 4.2.c), s̊a vil fyllkanten (y; z) 2 V (G�)
forsvinne.

T:  z

x

y

c

z

x

y

b

z

y

x

a

Figur 4.2 a. Før omordning. b. Kanten(x; z) oppstår. c. Kanten(y; z) forsvinner.

I en analyse av antall fyllkanter i en graf, kan vi ha som kriterium for at det
ikke skal eksistere en fyllkant mellom to noder, at de skal være i node-disjunkte
deltrær avT . Etter en omordning kan vi da garantere at det er færre fyllkanter.

Tidskompleksiteten ved en sekvensiell utføring av Minimale-kuttsett algoritmen
vil være begrenset nedad av høyden til eliminasjonstreet. Vi ser at resultatet av
en omordning kan påvirke resultatet av omordninger lenger nede i eliminasjons-
treet. Dersom vi skal parallellisere algoritmen, må vi begynne med det øverste
kuttsettet og arbeide oss nedover i eliminasjonstreet. Hver gang vi kommer til
en forgrening i eliminasjonstreet, kan vi assosiere hvert gjenværende deltre med
en prosessor. Også på en parallell maskin vil kjøretiden derfor være begrenset
nedad av eliminasjonstreets høyde.

4.2 Algoritmene til Liu og Hafsteinsson

Vi skal her beskrive algoritmene som Liu [10] [11] og Hafsteinsson [5] har utviklet
for å redusere høyden til et eliminasjonstre.

Algoritmen til Liu bygger på følgende omordningsteg:

Gitt en grafG med eliminasjonstreT . Ta utgangspunkt i en nodex, og foreta
en permutasjon av forfedrene tilx i T . Permutasjonen består i å eliminere de
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av forfedrene tilx, som x er nabo til iG�, sist i samme relative ordning som
tidligere. Resten av forfedrene tilx elimineres rett før, også de i samme relative
ordning som tidligere.

Selve algoritmen består i en gjennomgang av en sti frarot(T ) til et dypeste løv1

og foreta omordningsteget så lenge det gir et lavere eliminasjonstre. Her følger
pseudo-koden til algoritmen. I algoritmen erv og x noder.

Algoritmen til Liu(T )

v = et dypeste løv iT .

For hver nodex på stienrot(T ); :::; v i T :

Dersomx ikke er nabo iG� til samtlige av sine forfedre iT

! Dersom omflytting gjørT lavere

! Foreta omflytting

� Avslutt algoritmen

Figur 4.3 viser effekten av algoritmen til Liu på et eliminasjonstre tilhørende en
graf G.
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Figur 4.3 Eksempel på bruk av algoritmen til Liu.

Før en omordning vil forfedrene tilx utgjøre en klikk iG�. Det medfører at de
av forfedrene tilx som ikke er nabo tilx i G� vil etter omordningen henge under
hverandre i et deltre som henger frap(x). Nodenx vil nå bare ha forfedre som den
er nabo til iG�. Det følger atT (x) nå har kommet nærmererot(T ). Dersomx

opprinnelig hark forfedre og er nabo till � k av disse iG�, har nodene i deltreet
T (x) etter ett steg av algoritmen blitt flyttetk � l plasser nærmere roten tilT .

Vi kan se på et omflyttingsteg i algoritmen som bestående av flere enkeltopera-
sjoner. En enkeltoperasjon består i å ta den laveste nodenw blant forfedrene til
x som x ikke er nabo til iG�, og eliminerew rett etterx. Nodenw vil da få
samme foreldre-node somx.

1 Stien går egentlig fra det dypeste løvetv til rot(T) slik at det vi gjør er en baklengs gjennomgang av stien
v; :::; rot(T ).
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I hvert steg av algoritmen foretar vi en lokal permutasjon av noder som utgjør
en klikk i G�. Det medfører at det ikke vil oppstå nye fyllkanter etter bruk av
algoritmen.

Algoritmen til Hafsteinsson bygger på følgende resultat som han viser i [5]:

Teorem 4.1
La K være en kjede iT slik at K ikke er en klikk iG�. La v være den øverste
noden iK som ikke er nabo iG� til samtlige andre node iK, og law være den
øverste noden iK som ikke er nabo tilv i G�. Vi kan da permutere nodene iK
slik at v får samme foreldre-node somw.

Bevis:
La x være barnet tilv i T . Da utgjør nodene på stienp(w); :::; x i T et kuttsett
S mellomw og v i G. Fra Teorem 3.4 vet vi at dersom nodene iS elimineres
etter v og w så gjelderT (v) \ T (w) = ;.

Vi vet atv er nabo iG� til alle noder iS. Det følger derfor at dersom vi eliminerer
alle nodene i samme ordning som tidligere bortsett fra atv nå elimineres rett etter
w, s̊a vil v og w ha samme foreldre-node iT . �

Etter at vi har utført en omordning som beskrevet i beviset av Teorem 4.1 så vil
nodenv ha blitt et løv iT , samtidig som nodene iT (w) har blitt flyttet en plass
nærmere roten tilT .

Fra Teorem 4.1 f̊ar vi følgende Korollar som beskriver en egenskap ved minimale
eliminasjonstrær:
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Korollar 4.1.1
Et minimalt eliminasjonstre m̊a inneholde en lengste sti der hver kjede er en klikk
i G�. �

Algoritmen til Hafsteinsson består i å ta for seg hver kjede som ligger på en
lengste sti iT og som ikke utgjør en klikk iG�, og utføre omordningen som
beskrevet over. Dette gjentar vi inntil alle kjeder iT , er klikker i G�. Dersom
vi bare velger kjeder iT av maksimal lengde, vil rekkefølgen vi velger dem i,
ikke innvirke på det endelige resultatet.

Figur 4.4 viser algoritmen til Hafsteinsson utført på eliminasjonstreet til en grafG.
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Figur 4.4 Eksempel på bruk av algoritmen til Hafsteinsson.

På en en-prosessor datamaskin vil kjøretiden til begge algoritmene være avhengig
av høyden til eliminasjonstreet. Dersom vi ønsker å parallellisere algoritmene, ser
vi at algoritmen til Hafsteinsson egner seg best, da vi kan sette en prosessor til
å arbeide med hver maksimal kjede parallelt, slik at kjøretiden blir så lang som
det tar å ordne den mest arbeidskrevende kjeden.

Algoritmen til Liu er vanskeligere̊a parallellisere, da hvert steg i algoritmen
påvirker hva vi gjør i det neste steget.

4.3 Sammenligning av algoritmene

Vi skal nå vise at ingen av de to algoritmene vi så på i seksjon 4.2 og Minimale-
kuttsett algoritmen fra seksjon 4.1, er strengt bedre enn hverandre. Dette gjør vi
ved å vise at det for hvert ordnet par av algoritmer<A;B> eksisterer en graf
med tilhørende eliminasjonstre slik atA gir er lavere eliminasjonstre ennB.

I figur 4.3 ser vi at hverken algoritmen til Hafsteinsson eller Minimale-kuttsett
algoritmen gir et lavere eliminasjonstre enn det vi opprinnelig hadde. Grunnen
til at algoritmen til Liu i dette eksempelet gir bedre resultat enn de to andre
algoritmene, er at den kan flytte ut noder som har mer enn et barn iT , fra en
lengste sti iT . Ingen av de to andre algoritmene klarer dette.
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Figur 4.5 viser en graf hvor bare Minimale-kuttsett algoritmen gir et lavere eli-
minasjonstre.
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Figur 4.5 Eksempel på bruk av Minimale-kuttsett algoritmen.

En av årsakene til at Minimale-kuttsett algoritmen kan gi bedre resultat enn
algoritmen til Hafsteinsson, er at Minimale-kuttsett algoritmen kan løse opp stier
i T hvor nodene danner klikker iG� men ikke iG. I algoritmen til Hafsteinsson
blir den noden som blir flyttet ut, alltid et løv i det endelige eliminasjonstreet. En
slik begrensning gjelder ikke for de to andre algoritmene.

Fra Korollar 3.6.1 vet vi at alle kjeder vil være klikker iG� etter at vi har utført
Minimale-kuttsett algoritmen. Det følger derfor at etter bruk av Minimale-kuttsett
algoritmen vil algoritmen til Hafsteinsson ikke kunne forbedre resultatet videre.
Dersom algoritmen til Hafsteinsson klarer å redusere høyden til en kjede, kan
kjeden ikke være et minimalt kuttsett. Dette gjør at Minimale-kuttsett algoritmen
alltid vil gi positive resultat dersom algoritmen til Hafsteinsson gjør det. Det
eksisterer likevel grafer hvor algoritmen til Hafsteinsson gir bedre resultat enn
Minimale-kuttsett algoritmen. Et eksempel på dette er vist i figur 4.6.
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Figur 4.6 Eksempel p̊a bruk av algoritmen til Hafsteinsson og Minimale-kuttsett algoritmen på samme graf.
a. Opprinnelig eliminasjonstre. b. Algoritmen til Hafsteinsson. c. Minimale-kuttsett algoritmen.
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Det er verdt å merke seg at dersom algoritmen til Hafsteinsson ikke plukker ut
kjeder av maksimal lengde, vil den likevel ikke være strengt bedre enn noen av de
andre algoritmene. Vi ser at uansett hvordan vi velger kjedene i de opprinnelige
eliminasjonstrærne i figur 4.3 og figur 4.5, så vil algoritmen til Hafsteinsson ikke
gi lavere eliminasjonstrær enn det vi hadde opprinnelig.

Til slutt ser vi at algoritmen til Liu brukt på det opprinnelige eliminasjonstreet
til grafen i figur 4.4 ikke ville gi et lavere eliminasjonstre. En avårsakene til at
algoritmen til Hafsteinsson og Minimale-kuttsett algoritmen kan gi bedre resultat
en algoritmen til Liu, er at algoritmen til Liu ikke arbeider videre nedover i
eliminasjonstreet, når den ikke lenger kan gjøre treet lavere uten å risikere å
introdusere nye fyllkanter.

4.4 Et resultat om permuteringer av eliminasjonstrær

Vi har nå sett at ingen av de tre algoritmene fra seksjon 4.1 og 4.2 er strengt
bedre enn noen av de andre. Vi skal nå vise at alle tre algoritmene har et felles
trekk som gjør at vi kan si at de tilhører samme klasse av algoritmer. Vi skal vise
at samtlige algoritmer baserer seg på følgende resultat:

Teorem 4.2

Gitt en grafG med eliminasjonstreT . La v være et dypeste løv iT og w en
forfader til v. Dersom(v;w) 62 E(G) kan vi permutere nodene på stienv; :::; w i
T , slik at eksaktw blir fjernet fra stienv; :::; rot(T ) i T .

Bevis:

Sidenv ikke er nabo tilw i G, og v er løv i T , kan v heller ikke være nabo
til w i G�. Det finnes derfor en øverste nodex på stienv; :::; w i T , som ikke
er nabo tilw i G�, og derfor heller ikke iG. La z være det barnet tilw som
også er en forfader tilx i T . Da utgjør nodene på stienp(x); :::; z i T et kuttsett
mellom x og w i G. Det følger derfor at dersom nodene elimineres i samme
rekkefølge som tidligere, bortsett fra atw elimineres rett etterx, så vil x og w

nå ha samme foreldre-node iT .
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Figur 4.7 Nodenw blir flyttet ned slik at den får samme foreldre-node somx.

Vi kan se på en omordning som beskrevet ovenfor, som bestående av flere enkelt-
steg. Hvert steg består i atw bytter plass i eliminasjonsordningen med et av sine
barn y i T . Vi vet at w er nabo tilp(w) i G� før en slik lokal omordning. Det
følger derfor aty vil være nabo iG� til p(w) etter aty og w har byttet plass.
Nodeny vil få p(w) som foreldre-node, mensw får y som foreldre-node. Vi ser
av dette at ingen andre noder ennw vil bli fjernet fra stienv; :::; rot(T ) i T etter
at hele omordningen er ferdig.�

Vi kaller permuteringen av en lengste sti iT , slik at en nodew blir fjernet fra
denne stien, som beskrevet i beviset av Teorem 4.2, for at viflytter nedw.

Merk at bruk av resultatet fra Teorem 4.2 ikke nødvendigvis vil føre til at vi
får et lavere eliminasjonstre. Dersom en nodey har en foreldre-node fra stien
p(x); :::; w i T , og y er nabo tilw i G�, så vil y etter omflyttingen haw som
foreldre-node. Dersomh(y) � h(x) så vil ikke høyden tilT avta.

Det er ikke nødvendig i Teorem 4.2 atv er etdypesteløv. Resultatet gjelder så
lengev er et løv iT . Grunnen til at resultatet er formulert slik, er at den totale
høyden tilT ikke kan avta dersomv er nabo til et dypeste løv.

Vi skal nå vise hvordan de ulike algoritmene utnytter resultatet fra Teorem 4.2.
Vi har allerede sett at algoritmen til Liu består i, med utgangspunkt i en nodex,
å flytte ned en nodew som ikke er nabo tilx i G�, slik atw får samme foreldre-
node somx. Nodenx velges i slik at den ligger p̊a en lengste stiv; :::; rot(T ) i
T . Sidenx ikke er nabo tilw i G� kan heller ikkev være det iG. Vi ser av dette
at algoritmen utfører det samme omflyttingsteget som i beviset til Teorem 4.2.

I et omflyttingsteg i algoritmen til Hafsteinsson omordner vi er kjede på en lengste
sti i T slik at en nodev blir et løv. Dette omordningsteget er helt ekvivalent med
at vi flytter nedv. Det følger derfor at algoritmen til Hafsteinsson baserer seg
på resultatet fra Teorem 4.2
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I Minimale-kuttsett algoritmen kan vi også se på omordningen av et allerede
eksisterende kuttsettK slik at det blir minimalt, som at vi utnytter resultatet fra
Teorem 4.2. Vi bestemmerS ut fra en nodew som ligger p̊a en lengste sti iT .
Dersom vi tar den til enhver tid laveste noden blant forfedrene tilw, som er med i
K�S, og flytter den ned slik at den får samme foreldre-node somw, så vilS bli
eliminert sist. Vi kan gjennomføre en tilsvarende operasjon når vi skal eliminere
R sist av nodene iS. Den eneste forskjellen er at noden vi tar utgangspunkt i,
ikke nødvendigvis ligger på en lengste sti iT .

Omordning av en nederste kjede iT som ikke er en klikk iG, kan derimot ikke
alltid sees på som at vi bruker Teorem 4.2. Dersom vi har en nederste kjede i
T , som er en klikk iG� men ikke iG, kan vi permutere kjeden slik at den får
lavere høyde. Teorem 4.2 kan derimot ikke hjelpe oss, da hver node i kjeden er
nabo til et dypeste løv. Vi ser av dette at omflyttingsteget fra Teorem 4.2 ikke
er kraftig nok til at man alltid kan permutere et vilkårlig eliminasjonstre slik at
det blir minimalt.

Selv om alle tre algoritmene utnytter Teorem 4.2, er det ingen av algoritmene som
utnytter det fullt ut. Vi ser i figur 4.8 et eliminasjonstre til en graf som ingen av
de tre algoritmene kan gjøre lavere. Node 9 er ikke nabo til node 1 iG�. Vi kan
derfor flytte ned node 9 slik at den ikke lenger ligger på stien fra node 1 til roten
i T . Det fører til at vi får redusert høyden til eliminasjonstreet med en.
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Figur 4.8 Eksempel p̊a bruk av resultatet fra Teorem 4.2.

Merk at etter omordningen av grafen i figur 4.8 kan Minimale-kuttsett algoritmen
brukes, og vil føre til at vi får et eliminasjonstre av høyde 3, som også er minimalt
(Korollar 3.3.1).

Vi har nå vist at alle tre algoritmene vi har sett på tilhørere en klasse av algoritmer
som bruker resultatet fra Teorem 4.2. Forskjellen mellom algoritmene ligger i
hvordan man velger ut den noden som skal flyttes ned. Det er mulig å lage andre
algoritmer som også utnytter resultatet fra Teorem 4.2. Det som er avgjørende
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for algoritmen, er etter hvilket kriterium vi velger ut den noden som skal flyttes
ned. Andre kriterier man kunne lagt til grunn for en algoritme er f.eks:

1. Flytt ned den øverste noden som er mulig.

2. Flytt ned den nederste noden som er mulig.

3. Flytt ned den noden som må flyttes kortest.

4. Flytt ned den noden som etter ned-flyttingen vil være nærmestrot(T ).

Dersom vi etter å ha flyttet ned en nodew, får et eliminasjonstre som er høyere
eller like høyt som det vi opprinnelig hadde, kan vi fortsette å arbeide medT (w)
ut fra et h̊ap om at vi kan redusereh(p(w)) så mye at den totale høyden likevel
går ned. I seksjon 4.5 skal vi se nærmere på en slik algoritme.

4.5 Nederste-først algoritmen

Vi skal i denne seksjonen se på en algoritme kaltNederste-først algoritmen, som
også har som mål å redusere høyden til et gitt eliminasjonstre. Grunnen til at vi
ser på denne algoritmen er at den gir et minimalt eliminasjonstre til en klasse av
grafer kalt linje-grafer. Nederste-først algoritmen baserer seg også p̊a resultatet
fra Teorem 4.2.

Algoritmen består i å velge en vilkårlig lengste stiv; :::; rot(T) i T , for så å
flytte ned den nederste noden som ikke er nabo iG� til et dypeste løv iT . Vi
fortsetter å arbeide rekursivt med deltreet til noden som blir flyttet ned, så langt
det er mulig.

Vi beskriver nå den klassen av grafer som Nederste-først algoritmen finner et
minimalt eliminasjonstre til:

En grafG som har nodemengdeV (G) = {v1; :::; vn} og kant (vi; vj) 2 E(G) hvis
og bare hvisji � jj = 1, kaller vi en linje-graf.

Vi skal vise at Nederste-først algoritmen gir et minimalt eliminasjonstre til en
linje-graf under forutsetning av at eliminasjonstreet vi starter med, er gitt ved
identitetsordningen. Det er verdt å merke at algoritmene til Hafsteinsson og Liu
og Minimale kuttsett algoritmen alle vil gi et eliminasjonstre av høydebn=2c til
et slikt eliminasjonstre.

DersomG er en linje-graf kan vi finne et minimalt eliminasjonstre direkte fra
G. En nøstet oppdelingsordning tilG hvor vi krever at ingen delkomponent
får inneholde mer ennbk=2c noder, derk er antall noder i den opprinnelige
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komponenten, vil gi et eliminasjonstre av høydeblog2 nc. Vi ser fra Korollar
3.3.1 at dette også er høyden til et minimalt eliminasjonstre tilG. Forskjellen
mellom en nøstet oppdelingsordning og Nederste-først algoritmen er at en nøstet
oppdelings-ordning arbeider utifraG, mens Nederste-først algoritmen forbedrer
et allerede eksisterende eliminasjonstre.

Dersom vi har et minimalt eliminasjonstre til en linje-grafG med 2k � 1 noder
for k � 0, sier vi at eliminasjonstreet erfullt. Vi ser at hvis vi legger til en node
til et fullt eliminasjonstre, så vil høyden til eliminasjonstreet øke med en.

I et fullt eliminasjonstre av høydek, vil 2k av nodene være løv. Fra Teorem 2.2
vet vi at to noder som er nabo iG, ikke begge kan være løv. Det følger derfor
at odde noder iG, vil bli løv i det minimale eliminasjonstreet. Vi ser at i et fullt
eliminasjonstre vil samtlige noder være nabo iG til et nederste løv iT .

Vi skal nå gi et induksjonsbevis for at Nederste-først algoritmen gir et mini-
malt eliminasjonstre til en linje-graf, når vi har eliminert grafen etter identitets-
ordningen. I eliminasjonstreet vi starter med, ligger alle nodene på en nederste
kjede, slik som i eliminasjonstreet til venstre i figur 4.9b. Når vi videre i denne
seksjonen omtaler en kjede, er det underforstått at den utgjør eliminasjonstreet til
en linje-graf, som er eliminert etter identitetsordningen.

Dersom kjeden vi starter med inneholder 1 eller 2 noder, utgjør den i utgangs-
punktet et minimalt eliminasjonstre. Fra figur 4.9a ser vi at dersom kjeden
inneholder 3 noder, så vil algoritmen også klare å brette den til et eliminasjonstre
som er minimalt.

Vår induksjonshypotese er: Vi kan brette en kjede av lengden der2k � n < 2k+1

for alle k � d der d � 0, til et eliminasjonstre av høydek. Vi skal nå vise at
hvis hypotesen stemmer, så vil algoritmen også brette en kjede av lengden0 der
2d+1 � n0 < 2d+2, til et eliminasjonstre av høyded + 1.

Anta at vi har en kjede medn0 noder der2d+1 � n0 < 2d+2. Fra induksjons-
hypotesen vet vi at vi kan brette de2d+1�1 første nodene til et fullt eliminasjonstre
A av høyded. Vi har nå fått et eliminasjonstre som det i midten i figur 4.9b. Vi
vet at node2d+1�1 er et løv iA. Det følger derfor at node2d+1, som er markert
medx i figur 4.9b, nå er nabo iG til et dypeste løv, og kan derfor ikke flyttes
ned. Vi vil de d + 1 neste gangene, når vi skal avgjøre hvilken node som skal
flyttes ned, ta utgangspunkt i et dypeste løv iA, og hver gang flytte nedp(x),
slik at den f̊ar x som foreldre-node. Det vil gi et eliminasjonstre som det vi ser
til høyre i figur 4.9b. Merk at nå erx nabo iG til et dypeste løv fra hvert av
deltrærne som henger avx.
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Figur 4.9 a. Eliminasjonstrær til en linje-graf med 3 noder. b. Algoritmen gir først
et treA av høyded. De nested + 1 stegene flytter vi hver gang nedp(x).

La B være det høyeste korrekt sammenbrettede treet i det høyre deltreet tilx. Vi
ser at vi nå harh(B) = 1. Når begge barna tilx er like høye, slik som i figur
4.10a, sier vi at eliminasjonstreet er i enstabil tilstand.

Vi skal vise at hvisT (x) ikke er fullt, og vi starter med eliminasjonstreet i en
stabil tilstand, s̊a vil algoritmen alltid komme tilbake til en stabil tilstand etter
høyst 2 iterasjoner, uten at høyden til eliminasjonstreet har økt.
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Figur 4.10 a. Stabil tilstand. b. Etter bruk av et nederste
løv i A. c. Etter bruk av et nederste løv iB, når k < d.

Anta at et dypeste løv iB er nabo iG til en av sine forfedrey 6= x, som ikke
er med iB. I så tilfelle kany ikke flyttes ned på sin rette plass iB. Dersom
nodene iA og nodenx ble fjernet fraG, vil y fremdeles være nabo til et dypeste
løv i B. Siden vi da har høyst2d+1 noder, ser vi fra induksjonshypotesen at inget
dypeste løv iB er nabo til noen av sine forfedre som ikke er med iB.

Når eliminasjonstreet er i en stabil tilstand, er det dypeste løv i bådeA og B.
Vi ser først på hva som skjer når vi tar utgangspunkt i et dypeste løv iA, for å
bestemme hvilken node som skal flyttes ned.

Alle nodene iA og nodenx er nabo iG til et dypeste løv, mens inget dypeste løv
i A er nabo iG� til p(x). Vi vil derfor flytte nedp(x), som vil fåx som foreldre-
node. Vi får da et eliminasjonstre som i figur 4.10b. Nodene iA har nå kommet
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en plass nærmere roten i eliminasjonstreet, og vi må neste gang ta utgangspunkt
i et dypeste løv iB, og flytte nedp(rot(B)). Fra induksjonshypotesen vet vi at
denne noden vil bli plassert på rett plass iB. Vi vil n å være tilbake i en stabil
tilstand. Det eneste som kan ha forandret seg er ath(B) øker til k + 1 dersom
noden som ble flyttet ned, gjorde atB ble fullt.

Ta nå utgangspunkt i et dypeste løv iB. Dersomk < d, vil vi flytte nedp(rot(B))
og få et eliminasjonstre som i figur 4.10c. Nodene iB har nå kommet en plass
nærmere roten i eliminasjonstreet. Vi må derfor i neste steg ta utgangspunkt i et
dypeste løv iA, og flytte nedp(x). Igjen gjelder det at dersomB ble fullt når vi
flyttet nedp(rot(B)), s̊a økerh(B) til k + 1. Det eneste unntaket er hvisB ble
fullt og h(B) = d � 1. Da vil ikke h(B) øke før etter at vi har flyttet nedp(x).
Uansett så er vi i en stabil tilstand etter atp(x) er flyttet ned. Dersomk = d vil
vi flytte nedp(x) til rett plass iB uten at høyden til eliminasjonstreet øker.

Vi ser at vi kan utføre algoritmen inntilx er rot i T eller T (x) er fullt, uten
at høyden til eliminasjonstreet øker. HvisT (x) blir fullt er h(x) = d + 1 og
T (x) vil inneholde2d+2 � 1 noder. Der følger derfor atx uansett vil være rot
i eliminasjonstreet. Vi ser av dette at dersom induksjonshypotesen stemmer, så
klarer vi å brette en kjede av lengden0 der2d+1 � n0 < 2d+2 til et eliminasjonstre
av høyded + 1, som også vil være minimalt.

Et naturlig spørsm̊al å stille seg er om Nederste-først algoritmen gir minimale
eliminasjonstrær til andre klasser av grafer enn linje-grafer. Linje-grafer er en
undermengde av klassen av grafer som utgjør trær. Vi skal nå se at vi ikke kan
bruke Nederste-først algoritmen for å få et minimalt eliminasjonstre til et treG,
der vi har eliminertG slik at det ikke oppstår fyllkanter iG�. Skal vi få en
eliminasjonsordning til et tre som ikke fører til at det oppstår fyllkanter iG� må
vi eliminereG etter følgende fremgangsmåte: Eliminer først et løvv i G. Fjern
v, og gjenta prosessen rekursivt forG � v.

I en eliminasjonsordning som ikke gir fyllkanter iG� vil alle løv i G også være
løv i T .

Nederste-først algoritmen har den egenskapen at dersom en node i løpet av ut-
førelsen av algoritmen blir et løv i eliminasjonstreet, så vil den også være et løv
når algoritmen er ferdig.

Treet i figur 4.11a har et minimalt eliminasjonstre av høyde 2. I et slik elimina-
sjonstre m̊ax elimineres sist. Dersom vi eliminerer en annen node ennx sist i en
eliminasjonsordning som ikke gir noen fyllkanter, vil Nederste-først algoritmen
gjørex til et løv i T , og dermed ikke gi et minimalt eliminasjonstre.

41



G:  

b

x z y

a

x

Figur 4.11 Et tre som Nederste-først algoritmen ikke gir et minimalt eliminasjonstre til.

Treet i figur 4.11b har et minimalt eliminasjonstre av høyde 3. For at vi skal få
et minimalt eliminasjonstreTmin må z være rot iTmin, og hax og y som barn.
Uansett hvilken node vi eliminerer sist i en eliminasjonsordning som ikke gir noen
fyllkanter, s̊a vil bruk av Nederste-først algoritmen føre til at entenx eller y blir
et løv i T . Vi får derfor inget minimalt eliminasjonstre til treet i figur 4.11b ved
bruk av Nederste-først algoritmen. Dette viser at Nederste-først algoritmen ikke
gir et minimalt eliminasjonstre til et vilkårlig tre som er eliminert slik at det ikke
oppst̊ar fyllkanter iG�. Vi skal imidlertid i kapittel 5 se p̊a en algoritme som gir
et minimalt eliminasjonstre til et tre.
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5 Minimale eliminasjonstrær til trær

Vi så i seksjon 4.5 at Nederste-først algoritmen gav et minimalt eliminasjonstre til
en linje-graf, men ikke til et tre. Vi skal i dette kapittelet utvikle og analysere en
mer avansert algoritme som gir et minimalt eliminasjonstre til et tre. I tillegg til å
gi en teoretisk analyse av kjøretiden vil vi også presentere en del eksperimentelle
resultater ved bruk av algoritmen. Vi skal videre vise en enklere algoritme som
gir et eliminasjonstre som ikke er høyere ennblognc til et tre.

Først trenger vi en del resultater forå kunne avgjøre n̊ar et eliminasjonstre til et
tre er minimalt.

5.1 Balansering av eliminasjonstrær

Vi skal i denne seksjonen v.h.a. et induksjonsbevis vise hvordan man med ut-
gangspunkt i et vilkårlig eliminasjonstre til et treG, kan omordne dette slik at
man får et minimalt eliminasjonstre.

Vi repeterer kort at et tre er en graf som ikke inneholder noen sykler, og at
nodene som bare har en nabo kalles løv. I et tre er hver node som ikke er et løv,
et minimalt kuttsett. Det gjør at ethvert minimalt kuttsett til et tre alltid består av
en node. En sammenhengende node-delgraf til et tre vil også være et tre.

Gitt et treG med eliminasjonstreT . Vi skal nå gjennom induksjon på høyden til
T vise at dersom alle deltrær som henger frarot(T ) er minimale, s̊a kan vi i høyst
h(T ) “steg” omordneT slik at vi får et minimalt eliminasjonstre. Et steg består
i at vi bestemmer oss for en nodex og flytter denne oppover i eliminasjonstreet
inntil x er rot. Mens vi flytterx oppover sørger vi hele tiden for at alle deltrær
som henger frax er minimale.

Dersomh(T ) = 0, kan G bare inneholde en node, ogT er i utgangspunktet
minimalt. Dersomh(T ) = 1 inneholderG en sti p̊a minst 2 noder. Fra Korollar
3.3.1 vet vi atblog2c = 1 � h(Tmin), og det følger atT er minimalt.

Vår induksjonshypotese er: Dersomh(T ) � k � 1, k > 1, og alle deltrær som
henger frarot(T ) er minimale s̊a kan vi v.h.a. samme type omordningsteg som
beskrevet over, forandreT slik at vi får et eliminasjonstre som vi vet er minimalt.

Vi antar nå ath(T ) = k og at alle deltrær som henger frav = rot(T ) er minimale.
Vi skal i denne seksjonen gjennom en sekvens av lemma vise at dersom induk-
sjonshypotesen er sann, så kan vi i høystk steg finne et minimalt eliminasjonstre
til T .
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Siden alle deltrær som henger frav = rot(T ) er minimale, følger det fra Ko-
rollar 3.2.1 ath(Tmin) = k eller k � 1. Det medfører at dersom vi finner en
eliminasjonsordning slik at vi får et eliminasjonstre av høydek � 1, s̊a vet vi at
h(Tmin) = k � 1.

Før vi begynner å omordneT , skal vi gjennom å se på to høyeste barn tilv i
T forsøke å bestemme om vi har et minimalt eliminasjonstre. Til det trenger vi
følgende lemma:

Lemma 5.1

Gitt et treG med eliminasjonstreT , der alle deltrærne som henger frav = rot(T )
i T er minimale. Lax og y være to høyeste barn tilv i T . Dersomh(x) = h(y)

så erT minimalt.

Bevis:

Vi setterh(T ) = k. Da erh(x) = h(y) = k � 1, og vi har et eliminasjonstre slik
som i figur 5.1a. GrafenG� v inneholder komponenterA og B slik at x 2 A og
y 2 B. BådeA ogB har minimale eliminasjonstrær av høydek�1. Vi ser i figur
5.1b hvordanv delerG. GrafenG � v kan inneholde flere komponenter ennA
ogB. For å markere eventuelle andre komponenter har vi tatt med komponenten
C i figur 5.1b.

T:  
v

yx

k-1 k-1

a

G:  

b

v

x y

BA

C

Figur 5.1 a. De to høyeste deltrærne tilv har samme høyde.
b. Nodenv delerG slik at x og y kommer i ulike komponenter.

Fra Teorem 3.2 vet vi at en delgraf alltid har en eliminasjonsordning som gir
et eliminasjonstre som er minst like lavt som et minimalt eliminasjonstre til den
opprinnelige grafen.

I enhver eliminasjonsordning som skal gi et eliminasjonstre tilG som er lavere
ennk, må en nodew 6= v elimineres sist. Uansett hvordan vi velgerw, så vil det
være en komponent iG�w som inneholder alle nodene fra en avA ellerB. Det

44



følger fra Teorem 3.2 at denne komponenten ikke kan ha et eliminasjonstre som
er lavere ennk � 1. Den totale høyden til eliminasjonstreet kan derfor ikke være
lavere ennk, og vi ser av dette atT er minimalt. �

Vi ser fra Lemma 5.1 at dersom de to høyeste barna tilv er minimale, s̊a vet
vi med en gang atT er minimalt. Vi antar derfor atv bare har ett barnx av
høydek � 1.

Dersom vi velger en nodew 62 T (x) og eliminerer sist, s̊a vil et deltre som henger
fra w, inneholde alle nodene fraT (x). Det følger fra Teorem 3.2 at dette deltreet
ikke kan ha høyde mindre ennk � 1 sidenh(x) = k � 1. Vi ser at dersom en
eliminasjonsordning skal gi et eliminasjonstre av høydek � 1, må en node fra
T (x) elimineres sist.

Vi prøver først med å eliminerex sist. For atx skal bli rot i eliminasjonstreet
foretar vi enrotasjon1 med utgangspunkt ix. Rotasjonen består i atx elimineres
rett etterv og alle andre noder elimineres i samme relative ordning som tidligere.
Effekten på eliminasjonstreet er atx nå er rot. (Dersomx og v ikke er naboer iG,
så vil det deltreetT (y) som hengte avx, og som består av nodene i komponenten
mellom x og v i G, nå henge frav.) Vi ser i figur 5.2 effekten av̊a utføre
rotasjonen.

T:  

a

k-1

x

v

y

x

v

y
k-1 >

b

Figur 5.2 Effekten av utføre en rotasjon med utgangspunkt ix. a. Før rotasjonen. b. Etter rotasjonen.

Sidenh(v) nå er mindre ennk, ser vi fra induksjonshypotesen at vi kan finne et
minimalt eliminasjonstre tilv og dens etterkommere. Vi kaller eliminasjonstreet
til G, som vi får nårv og dens etterkommere er gjort minimale forT 0. La u

være et barn tilx i T 0 slik at v 2 T 0(u). Nodenu er n̊a det eneste barnet til
x som kan ha høydek � 1. Dersomh(u) 6= k � 1, vet vi at T 0 er minimalt
med h(T 0) = k � 1. Dersomh(u) = k � 1, har vi fremdeles en mulighet til
å avgjøre omT 0 er minimalt. Vi skal nå vise at dersomx og v er naboer iG,

1 En rotasjonen er ekvivalent med en enkel rotasjon i søketrær slik Tarjan definerer det i [18].
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så erT 0 minimalt.

Lemma 5.2

Gitt et tre G. La x og v være to noder som er naboer iG. Anta at� er en
eliminasjonsordning slik atx elimineres sist og at alle deltrær som henger frax er
minimale. Lay være et barn tilx slik atv 2 T (y). Vi setterj = h(y). Tilsvarende
er � en eliminasjonsordning slik atv elimineres sist, og alle deltrær som henger
fra v er minimale, ogw er et barn tilv slik at x 2 T (w). Vi setter l = h(w).

Dersomj = l, så gir både� og � et minimalt eliminasjonstre.

Bevis:

For å skille mellom eliminasjonstrærne til� og �, skriver vi T� og T�. Vi ser
i figur 5.3 hvordan vi kan dele innG i to komponenterA og B. En node er
enten med iT�(y) eller T�(w). Det følger ettersom komponentenA har samme
nodemengde somT�(w) og komponentenB har samme nodemengde somT�(y).

G:  

v

A B

x

Figur 5.3 En node er enten med iA eller B.

Vi antar atj = l. Vi viser først at da erh(T�) = j + 1. Siden nodene fra alle
deltrær som henger frax i T� bortsett fra nodene iT�(y), er med iT�(w), følger
det fra Teorem 3.2 at inget deltre som henger frax i T� kan være høyere ennj.
Vi ser av dette ath(T�) = j + 1. Tilsvarende kan vi vise ath(T�) = j + 1.

I en eliminasjonsordning som skal gi et eliminasjonstre av høyde� j, må noden
z som elimineres sist være forskjellig frax og v. Vi ser atz enten m̊a være med
i T�(y) eller T�(w). Uansett hvordan vi velgerz, så vil et deltre som henger
fra z, inneholde minst nodene fra en avT�(y) eller T�(w). Fra Teorem 3.2 ser
vi at dette deltreet ikke kan ha minimal høyde mindre ennk. Det følger at et
minimalt eliminasjonstre tilG har høydej+1, og at b̊ade� og � gir et minimalt
eliminasjonstre tilG. �
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Dersomx og v ikke er naboer iG, kan vi fremdeles ikke si om vi har et minimalt
eliminasjonstre eller ikke. Vi vet at dersom det eksisterer en eliminasjonsordning
som gir et eliminasjonstre av høydek � 1, s̊a må en node fraT 0(u) elimineres
sist. Vi har tidligere vist at en slik node også må ligge iT (x). Det følger at
denne noden må ligge i komponenten mellomx og v i G. Vi skal nå vise at vi
bare trenger å lete etter en slik node på stienx; :::; v i G.

Lemma 5.3
Gitt et treG med eliminasjonstreT derh(T ) = k, og alle deltrær som henger fra
v = rot(T ), er minimale. Anta ath(Tmin) = k � 1, og atx er det eneste barnet
til v i T av høydek � 1. Da eksisterer det en eliminasjonsordning som gir et
minimalt eliminasjonstre der en node fra stienx; :::; v i G elimineres sist.

Bevis:
Vi vet at dersom det ikke finnes en eliminasjonsordning som gir et minimalt
eliminasjonstre derx elimineres sist, så eksisterer det en eliminasjonsordning
som gir et minimalt eliminasjonstre der en nodez fra komponenten mellomx og
v i G elimineres sist. Anta atz ikke ligger på stienx; :::; v i G. La y være den
første noden fra stienz; :::; x i G som også ligger på stienx; :::; v i G. Vi ser i
figur 5.4 hvordany er plassert iG. La videre� være en eliminasjonsordning der
z elimineres sist ogh(T�) = k � 1. Vi skal nå vise at en eliminasjonsordning
� der y elimineres sist, og alle deltrær som henger fray er minimale, også gir
et eliminasjonstre av høydek � 1.

La w være et barn tily i T� slik at z 2 T�(w). Siden det deltreet som henger fra
z i T� som inneholdery har høyde� k�2, følger det at ingen barn6= w til y i T�
kan ha høyde> k � 2. Vi vet at nodene iT�(w) utgjør en delmengde av nodene
mellom x og v i G. I det opprinnelige eliminasjonstreetT har disse nodene et
minimalt eliminasjonstre av høyde� k�2. Det følger derfor ath(T�(w)) � k�2.
Figur 5.4 viser høyden til de ulike barna tily i T�. (Verdien ved pilene angir en
øvre grense på høyden til deltreet avT� til den komponenten som det pekes på.)

G:  

k-2k-2
y v

z

x

k-2

Figur 5.4 Ingen av deltrærne som henger fray i T� har høyde> k � 2.
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Siden alle barn tily i T� har høyde� k � 2, følger detT� er minimalt. �

Vi vet nå at dersomh(Tmin) = k � 1, s̊a eksisterer det en eliminasjonsordning
som gir et minimalt eliminasjonstre der en nodez fra stienx; :::; v i G elimineres
sist. Vi skal nå vise at dette også gjelder dersomh(Tmin) = k.

Dersom det eksisterer en eliminasjonsordning som gir et minimalt eliminasjonstre
av høydek som tilfredstiller Lemma 5.1, så må en node fra komponenten mellom
x og v i G elimineres sist. Anta at rotenz i et slikt eliminasjonstreT ikke ligger
på stienx; :::; v i G. Det vil da henge et deltreT (w) fra z som inneholder både
x og v. Alle andre deltrær som henger fraz vil utelukkende bestå av noder fra
komponenten mellomx og v i G. Vi vet at denne komponenten har et minimalt
eliminasjonstre av høyde høystk�2. Det følger derfor at ingen av deltrærne som
henger fraz, bortsett fraT (w), kan ha høyde> k � 2. Sidenz ikke kan ha to
barn av høydek � 1, ser vi at en eventuell rot i et slikt minimalt eliminasjonstre
må ligge på stienx; :::; v i G.

Anta nå ath(Tmin) = k og at ingen eliminasjonsordning gir et eliminasjonstre
som tilfredstiller Lemma 5.1. Det vil da for hver nodez fra stienx; :::; v i G som
elimineres sist, være eksakt et minimalt deltre som henger fraz av høydek � 1.
Dette deltreet inneholder entenx eller v. Vi vet at når vi eliminererx sist, så er
v i det eneste minimale deltreet av høydek � 1. Tilsvarende når vi eliminererv
sist, erx i det eneste minimale deltreet av høydek � 1. Det følger at det er to
noder på stienx; :::; v i G som er naboer iG slik at når hver av nodene elimineres
sist, så er den andre noden i det minimale deltreet av høydek � 1. Fra Lemma
5.2 ser vi at vi har et minimalt eliminasjonstre.

Vi ser av dette at uansett omh(Tmin) = k eller k � 1 så eksisterer det alltid et
minimalt eliminasjonstre med en node fra stienx; :::; v i G som rot.

Dersom vi ikke vet om eliminasjonstreetT 0 som vi har er minimalt, skal vi nå vise
hvordan vi kan omordneT 0 slik at naboenz til x i G som ligger på stienx; :::; v i
G blir rot, og alle deltrær som henger fraz er minimale. Vi gjentar at dersom vi
ikke kan avgjøre omT 0 er minimalt s̊a harx = rot(T 0) bare et barnu av høyde
k � 1. DeltreetT 0(u) inneholder alle noder på stienx; :::; v i G bortsett frax.

For å få et eliminasjonstre medz som rot foretar vi rotasjoner med utgangspunkt i
z inntil z blir rot. Etter hver rotasjon sørger vi for at alle deltrær som henger fraz

er minimale. Siden hver rotasjon flytterz en plass nærmerex, må vi høyst foreta
k rotasjoner. Etter hver rotasjon kan vi risikere å måtte minimalisere et deltre
medw som rot, som henger fraz, der alle deltrær som henger fraw er minimale.
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Dersomz har dybdej etter en rotasjon,1 � j < k, så erh(w) � k� j. Siden det
nesthøyeste barnet tilx i T 0 har høyde< k � 1 følger det ath(x) � k � 1 etter
rotasjonen som gjør atz blir rot. Vi kan derfor i følge induksjonshypotesen finne
et minimalt eliminasjonstre tilx og dens etterkommer etter den siste rotasjonen.

Dersom vi fremdeles ikke kan avgjøre om vi har et minimalt eliminasjonstre kan
vi rotere opp en og en av nodene på stienx; :::; v i G slik at den blir rot. Vi vil
på denne måten tilslutt finne et minimalt eliminasjonstre.

Med dette er induksjonsbeviset ferdig. Vi ser at dersom vi har et eliminasjonstre
av vilkårlig høyde der alle deltrær som henger fra roten er minimale, så kan vi
v.h.a. rotasjoner omordne eliminasjonstreet slik at vi får et eliminasjonstre som vi
vet er minimalt. Vi lovet imidlertid innledningsvis i denne seksjonen at dersom
vi startet med et eliminasjonstre av høydek så skulle det ikke være nødvendig
å rotere opp mer ennk noder slik at de blir rot.. Vi skal n̊a se hvordan vi kan
få dette til.

Vi går tilbake til tilstanden når vi haddeT 0 medx som rot, ogx bare hadde et
barn av høydek � 1. Istedenforå rotere oppx sin nabo iG som ligger p̊a stien
x; :::; v i G, tar vi nodeny som ligger mitt på stienx; :::; v i G og roterer opp slik
at den blir rot. I den siste rotasjonen føry blir rot, vil det deltreet som henger fra
y og som utgjøres av nodene mellomy og x i G, få x som foreldre-node. Siden
nodene i dette deltreet er en delmengde av nodene i komponenten mellomx og
v i G, følger det at dette deltreet ikke kan ha høyde> k � 2. Vi vet også at det
nesthøyeste barnet tilx i T 0 er lavere ennk � 1. Det følger ath(x) � k � 1 like
etter rotasjonen som gjør aty blir rot. Vi kan derfor gjøre deltreet medx som
rot, minimalt etter den siste rotasjonen. Vi tester så omh(y) = k � 1 eller om to
av de høyeste barna tily er like høye. Hvis ikke ser vi omx er en etterkommer
til det barnetq til y som har høydek � 1. I så fall trenger vi nå bare å prøve
noder fra stienx; :::; y i G som rot. Tilsvarende trenger vi bare å prøve noder
fra stieny; :::; v i G dersomv er en etterkommer tilq. Slik kan vi hver gang
halvere antall noder som står igjen å prøve som rot. Anta at vi aldri finner et
eliminasjonstre av høydek� 1 eller et eliminasjonstre der to av de høyeste barna
som henger fra roten er like høye. Vi vil da tilslutt finne to eliminasjonstrær som
har eliminasjonsordninger som tilfredstiller betingelsene i Lemma 5.2.

Vi skal nå se hvor mange noder fra stienx; :::; v som vi kan risikere å måtte rotere
opp. Først prøver vix. Vi kan deretter risikere å måtte gjøre et binært søk på
stienx; :::; v. Dersom antall noder6= x; v på stienx; :::; v i G er l, s̊a må vi høyst
prøve ytterligeredlog (l + 1)e noder som rot før vi med sikkerhet kan si at vi
har et minimalt eliminasjonstre. Sidenh(x) opprinnelig vark � 1, følger det fra
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Korollar 3.3.1 atl � 2k�1 � 1. Vi må derfor høyst prøve
�
log

�
2k�1

��
+ 1 = k

noder som rot.

Sammen med induksjonsbeviset gir dette oss:

Teorem 5.1
Gitt et treG med eliminasjonstreT der h(T ) = k. Dersom alle deltrærne som
henger frav = rot(T ) er minimale, m̊a vi høyst rotere oppk noder slik at de blir
rot før vi har et minimalt eliminasjonstre.�

For et treG med vilkårlig eliminasjonstreT danner Teorem 5.1 grunnlaget for
en algoritme som finner et minimalt eliminasjonstre tilG ut fra T . Algoritmen
består i å finne minimale eliminasjonstrær til alle delgrafer tilT av høydej for
j = 2 til h(T ). Kjøretiden til en slik algoritme vil være avhengig av høyden til
det opprinnelige eliminasjonstreet. Vi skal derfor i seksjon 5.3 se hvor lavt vi kan
gjøre eliminasjonstreet før vi starter algoritmen.

5.2 Algoritme

Vi skal i denne seksjonen gi pseudo-koden til en algoritme som finner et minimalt
eliminasjonstre til et tre. Algoritmen består grovt sett i at vi først minimaliserer
alle deltrær av høyde 1 for deretter å minimalisere alle av høyde 2, etc. For å
avgjøre om et eliminasjonstre er minimalt, bruker vi resultatene fra seksjon 5.1.

Min_Tre
Funksjonen Min_Tre er den øverste funksjonen. Den tar et vilkårlig eliminasjon-
streT til et treG, og omordner det slik atT blir minimalt. GrafenG er en global
variabel. Hver node iT har end-haug der den til enhver tid har ordnet barna sine
etter avtagende høyde. Det gjør at vi raskt kan finne to høyeste barn til en node.

Min_Tre holder orden på hvilke deltrær som er klare for å gjøres minimale. Dette
er de deltrærne der alle deltrær som henger fra roten er minimale. I utgangspunktet
vet vi at alle deltrær av høyde 2 er klare forå gjøres minimale. Roten til hver av
disse legges inn i en kø, og deltrærne mates ett og ett til funksjonen Lag_Min.
Lag_Min foretar den virkelige omordningen slik at deltrærne blir minimale. For
hvert deltreT (v) som blir gjort minimalt returnerer Lag_Min nodeny som er rot.
La z være foreldre-noden tilv. Kallet y = Lag_Min(T (v)) kan forandre hvilken
node som er rot i dette deltreet og høyden kan også bli redusert med en. Dersom
y 6= rot(T ), må vi derfor oppdatere haugen med barn tilz. Dette steget foretas i
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Bytt_Barn(T; z; v; y), som setter inny for v i haugen av barn tilz og omordner
denne. Dersom alle deltrær som henger fraz dessuten er minimale, så leggesz

inn bakerst i køen. For at denne testen skal gå raskt, har hver node en teller for
hvor mange av dens barn som er rot i et minimalt deltre.

Algoritmen stopper når alle deltrær tilT er minimale. Her følger selve koden
til Min_Tre:

Min_Tre(T )

{

kø av noderk;

node v; x; y; z;

Sett_Tom(k);

For hver nodex der h(x) = 2

k = k & x;

Så lengejkj > 0

{

v = k[1];

k = k[2:::];

z = p(v);

y = Lag_Min(T (v));

Dersomy 6= rot(T )

! {

p(y) = z;

Bytt_Barn(T; z; v; y);

Dersom alle deltrær som henger frap(y) er minimale

! k = k & p(y);

}

}

}

Lag_Min
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Funksjonen Lag_Min får som nevnt inn et eliminasjonstreT der alle deltrær
som henger frav = rot(T ) er minimale. Eliminasjonstreet blir omordnet v.h.a.
resultatene fra seksjon 5.1 slik at det blir minimalt.

Først tester vi omT allerede er minimalt. Hvis ikke roterer vi opp det høyeste
barnetx til v. Det gjør vi v.h.a. funksjonen Roter som gittx rotererx opp en
plass og gjør alle deltrær som henger frax minimale. Roter returnerer det barnet
u til x som er forfader tilv etter rotasjonen.

DersomT fremdeles ikke er minimalt legger vi inn nodene på stienv; :::; x i G i
en tabell. Vi vet at det er minst 3 noder på denne stien. Som indekser i tabellen
bruker vi i og j som henholdsvis nedre og øvre grense for noder som allerede er
prøvd som rot. Vi tar den nodeny som til enhver til ligger mitt imellomi og
j i tabellen og roterer opp slik at den blir rot. Vi tester så om eliminasjonstreet
vi har er minimalt. Hvis ikke flytter vii eller j til å peke p̊a y i tabellen og
gjentar prosessen.

Vi kan avgjøre hvilken avi og j som skal flyttes ut fra høyden til de nodene de
peker p̊a og resultatet av det siste kallet til Roter. Før vi begynnerå rotere opp
y, peker enteni eller j på noden som er rot. Anta at det eri som peker på roten.
Det siste kallet til Roter returnerer nodenu som er barn tily, og som er forfader
til noden somi peker på. Dersomu er det eneste barnet tily av høydeh(y)� 1,
setter vij til å peke p̊a y. Hvis ikke setter vii til å peke p̊a y. Tilfellet når j
opprinnelig peker på noden som er rot, er tilsvarende.

Når j = i + 1 er det ingen noder igjen å prøve, og vi vet fra Lemma 5.2 at vi
har et minimalt eliminasjonstre.

node Lag_Min(T )

{

node s[1::n] u; v; x; y;

heltall i; j; hi; hj; hv;

v = rot(T );

Dersomh(v) < 2 eller Balanserer(v; T )

! Returner(v);

hv = h(v);

x = Høyeste barn tilv;

u = Roter(x; T )
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Dersom Balanserer(x;T ) eller Krympet(x; hv; T ) eller Naboer(v; x)

! Returner(x);

s = Legg_inn_sti(v; x);

j = jsj;
i = 1;

Så lengej 6= i + 1

{

y = s[b(i + j)=2c];
hi = h(s[i]);

hj = h(s[j]);

Så lengey 6= rot(T )

u = Roter(y; T );

Dersom Krympet(y; hv; T ) eller Balanserer(y; T )

! Returner(y);

Dersomh(u) = h(y) � 1 og hi < hj eller

dersomh(u) 6= h(y) � 1 og hi > hj

! i = b(i + j)=2c
� j = b(i + j)=2c;

}

Returner(y);

}
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Roter

Funksjonen Roter flytter en gitt nodey en plass opp iT samtidig som den gjør
alle deltrær som henger fray minimale. Vi forutsetter aty 6= rot(T ), og at alle
deltrær som henger fray og z = p(y), er minimale.

Først byttery og z plass iT . Vi tester så omy og z er naboer iG. Hvis ikke
må deltreetT (w) som henger fray, og som utgjøres av nodene i komponenten
mellom z og y i G, flyttes over fray til z. Alle deltrær som n̊a henger fraz, er
minimale. Vi kan derfor utføre Lag_Min(T (z)). Nå er alle deltrær som henger
fra y minimale. Roter returnerer det barnetu til y som er forfader tilz.

Når et deltreT (w) flyttes over fra en nodey til en annen nodez, må haugen med
barna tily og z oppdateres. Det gjøres med funksjonene Fjern_Barn(T; y;w) og
Får_Barn(T; z; w) som fjernerw som barn tily og legger tilw som barn tilz. Vi
bruker også funksjonen Bytt_Barn når en node både får og fjerner et barn. Figur
5.5 viser effekten av å utføre Roter.

T:  

x

v

y
a

y

x

v

b

z

v

c

Figur 5.5 a. Før rotasjonen. b. Etter aty og z har byttet plass. c. Etter atT (z) er gjort minimalt.

node Roter(y; T )

{

node z;w; u;

z = p(y);

Dersomz 6= rot(T )

! p(y) = p(z)

� p(y) = y;

p(z) = y;

Dersom ikke Naboer(y; z)

! {
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w = Mellom_Barn(T; y; z);

p(w) = z;

Fjern_Barn(T; y;w);

Bytt_Barn(T; z; y; w);

}

� Fjern_Barn(T; z; y);

Dersomy 6= rot(T )

! Bytt_Barn(T; p(y); z; y);

u = Lag_Min(T (z));

Får_Barn(T; y; u);

Returner(u);

}

Mellom_Barn
Mellom_Barn tar to nodery og z som ikke er naboer iG, og returnerer det barnet
w til y i T som ligger i komponenten mellomy og z i G. For at dette skal være
mulig, forutsettes det aty er et barn tilz i T .

Vi skal nå forklare hvordan vi finner denne noden. Dersom vi hadde en node som
vi visste l̊a i T (w), s̊a kunne vi fulgt foreldrepekere inntil vi fantw.

For at vi raskt skal finne en slik node, går vi ut fra at hver nodex vet hvor mange
noder det er i hver komponent avG � x. For hver komponentA i G � x har x
lagret antall noder iA sammen med sin nabov 2 A. Vi benevner antall noder iA
medvektx(v). Vi skal se i seksjon 5.3 hvordan vi finnervektx for hver nodex.

La ty og tz være tyngste nabo til henholdsvisy og z. Dersomvekty(ty) �
vektz(tz) må ty ligge på stieny; :::; z i G. Hvis ikke ville komponenten som
inneholderty i G�y være en del av en komponent iG� z. Denne komponenten
i G � z vil også inneholdey slik at den er tyngre ennvekty(ty). Tilsvarende
gjelder dersomvektz(tz) � vekty(ty).

Vi kan nå finne en node som ligger iT (w). Dersomvektz(tz) � vekty(ty),
så velger vitz, og ellersty. Funksjonskallet Tyngste_Nabo(z) returnerer den
naboen tilz som har størst vekt.
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Mellom_Barn(T; y; z)

{

node w;

Dersomvekty(Tyngste_Nabo(y)) � vektz(Tyngste_Nabo(z))

! w = Tyngste_Nabo(y)

� w = Tyngste_Nabo(z);

Så lengep(w) 6= y

! w = p(w);

Returner(w);

}

Legg_Inn_Sti
Denne funksjonen tar to noderv og x og returnerer en tabell som inneholder alle
nodene på stienv; :::;x i G.

Også denne funksjonen gjør bruk av at hver nodev i G vet hvor mange noder
det er i hver komponent avG� v. La tv og tx være tyngste nabo til henholdsvis
v og x. Dersomvektv(tv) � vektx(tx), så liggertv på stienv; :::; x i G. Hvis
ikke ligger tx på stien.

Dette gjør at vi kan finne nodene på stienv; :::;x i G med start både frav og x.
Vi har to tabellerstiv og stix hvor vi lagrer noder fra stienv; :::; x i G startende
fra henholdsvisv og x.

Anta atvektv(tv) � vektx(tx). Vi legger da inntv i stiv og setterv til å peke på
tv. Situasjonen nårtx er tyngst er tilsvarende. Dette gjentar vi inntilv = x. Når
dette skjer, har vi lagret hele stien. Den korteste avstiv og stix reverseres og
konkateneres med den lengste. Når vi legger sammen tabellene, må vi ta hensyn
til at den siste noden i begge tabellene vil være make.

Vi har nå en tabell som inneholder alle nodene på stienv; :::; x i G for de opp-
rinnelige verdiene avv og x.

Legg_Inn_Sti(v; x)

{

heltall av; ax;

node tv; tx; stiv[1::n]; stix[1::n]; stivx[1::n];
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av = ax = 1;

stiv[1] = v;

stix[1] = x;

Så lengev 6= x

{

tv = Tyngste_Nabo(v);

tx = Tyngste_Nabo(x);

Dersomvektv(tv) � vektx(tx)

! {

av = av + 1;

v = stiv[av] = tv;

}

� {

ax = ax + 1;

x = stix[ax] = tx;

}

}

Dersomav � ax

! stivx = Konkat(stiv; av; Reverser(stix; ax),ax)

� stivx = Konkat(stix; ax; Reverser(stiv; av),av)

Returner(stivx);

}

Bytt_Barn, Får_Barn, Fjern_Barn
Disse funksjonene holder orden på haugene med barn til hver node. Haugene
er ordnet etter høyden til barna. Bytt_Barn bytter ut et barn med et annet barn
og omordner haugen. Får_Barn legger til en node til en haug og Fjern_Barn
fjerner en. Dersom høyden til det høyeste barnet endrer seg, oppdateres høyden
til foreldre-noden. Det er ikke gitt noen implementasjon av disse funksjonene.

Balanserer, Krympet og Naboer

Balanserer og Krympet er to boolske funksjoner som avgjører om vi har et mini-
malt eliminasjonstre etter henholdsvis Lemma 5.1 og Korollar 3.2.1.
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Naboer(x; y) er en boolsk funksjon som returnerer sann dersomx og y er naboer i
G, og falsk hvis de ikke er det. Det er ikke gitt noen implementasjon av Naboer.

boolsk Balanserer(x; T )

{

Dersomx har minst to barn iT og de to høyeste barna tilx har samme høyde

! Returner(Sann)

� Returner(Falsk);

}

boolsk Krympet(x;hv; T )

{

Dersomh(x) = hv � 1

! Returner(Sann)

� Returner(Falsk);

}

5.3 En algoritme som finner et eliminasjonstre
av høyde blognc til et tre

I denne seksjonen skal vi utvikle og analysere en algoritme som finner en nøstet
oppdelingsordning som gir et eliminasjonstre av høyde� blog nc til et tre. At et
slikt eliminasjonstre alltid eksisterer, ser vi fra følgende resultat om separatorer
i trær som Gilbert har vist i [3]:

Teorem 5.2

Et tre G har alltid en nodex slik at ingen komponent iG � x inneholder mer
enn

�
n
2

�
noder. �

Vi ser fra Teorem 5.2 at et tre alltid har et eliminasjonstre av høyde� blog nc.
Fra Korollar 3.3.1 vet vi at en linje-graf har et minimalt eliminasjonstre av høyde
blog nc. Det følger derfor at dette er den beste øvre grensen vi kan gi på høyden
til et minimalt eliminasjonstre til et vilkårlig tre.

Gitt et treG. En algoritme som finner en eliminasjonsordning som gir et elimi-
nasjonstre tilG av høyde� blog nc er som følger: Finn en nodex som delerG
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slik at ingen komponent iG� x inneholder mer enn
�
n
2

�
noder. Eliminerx sist,

og gjenta prosessen rekursivt for hver komponent avG � x.

Vi kaller denne algoritmen forn2�algoritmen. Vi skal n̊a gi en mer detaljert
beskrivelse av denne. For å kunne avgjøre hvilken node som skal elimineres sist,
må vi for hver nodev vite hvor mange noder det er i hver komponent avG� v.
Vi kaller antall noder i hver komponent avG � v for densvekt. For at v skal
ha oversikt over vekten til de ulike komponentene iG � v legger vi inn vekten
til hver komponentA sammen med nabo-pekeren frav til z der z 2 A. Vi vil
derfor videre omtale vekten tilA som vekten tilz. Vi skriver vektv(z) for den
vekten v har lagret forz.

Vi skal nå vise at gjennom å traversere grafen to ganger kan vi finnevektv for
hver nodev.

Algoritmen begynner med at hvert løvv i G forteller sin nabox at vektx(v) = 1.
Dersomx nå kjenner vekten til alle sine naboer unntatt en nodez, så fortellerx
nå z hvor mye de andre naboene tilx veier. Dette gjentar seg så forz. Vi vil
til slutt stå igjen med en nodey som kjenner vekten til alle sine naboer. Noden
y forteller n̊a hver nabow hvor myey veier. N̊a kjennerw vekten av alle sine
naboer og kan i sin tur fortelle sine naboer, bortsett fray, hvor myew veier. Dette
fortsetter inntil hver nodev i G vet hvor mye hver komponent iG� v veier.

Senere i algoritmen ønsker vi at det skal være lett for hver nodeå finne sin tyngste
nabo. Vi ordner derfor nabovektene til hver node i end-haug etter avtagende verdi.

Når dette er gjort, kan vi nå finne rekkefølgen som nodene skal elimineres i. Vi
begynner med en vilkårlig nodex i G. Dersom den tyngste naboenz til x har
vektx(z) >

�
n
2

�
flytter vi til z. Slik fortsetter vi inntil vi finner en nodey der

ingen nabo tily veier mer enn
�
n
2

�
. Vi eliminerery sist. Denne prosessen gjentar

vi rekursivt for hver komponent avG � y. Vi begynner gjennomgangen av hver
komponentA 2 G � y med den nodenv 2 A somy er nabo til. Vi setter først
n = vekty(v) og fjernery fra haugen av nabovekter tilv. Når vi nå beveger oss
fra en nodes til en annen nodet i A må vi hver gang oppdaterevektt(s). Det gjør
vi gjennom at hver nodex har lagret hvor mange noder det var i komponenten sist
vi var innomx. Vi kaller dette tallet fortv(x). I utgangspunktet ertv(x) = n for
alle noder. Vi setter førsttv(t) = tv(s). Nårt nå skal oppdatere vekten avs, setter
den vektt(s) = tv(t) � vekts(t) + 1. Vi må nå foreta en siftdown påvektt(s).
Når dette er gjort, vilt ha en korrekt ordnet haug over vektene til sine naboer.

Vi kan ogs̊a lage selve eliminasjonstreet samtidig som vi finner eliminasjonsord-
ningen. Anta at vi bruker en rekursiv algoritme. Vi eliminerer en node i hvert
kall, og kaller opp algoritmen for hver ny komponent. Hver gang vi har funnet
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den noden som skal elimineres sist i en komponent, setter vi dens foreldrepeker
til den noden som ble eliminert i kallet over. Vi må spesial-behandle noden som
blir eliminert i det første kallet. N̊ar algoritmen er ferdig vil foreldrepekerene
fullstendig spesifisere eliminasjonstreet.

Vi skal nå gi en analyse av kjøretiden til algoritmen. Den første delen av algo-
ritmen best̊ar i å først finne alle løv iG for deretterå traversere grafen 2 ganger.
Vi skal vise at hver gjennomgang av grafen tar tidO(n).

I den første gjennomgangen må vi setten+1 vekter. For hvervektx vi setter, m̊a
vi teste omx kjenner vekten til alle naboer unntatt en. Dersomx vet hvor mange
naboer den har, og har en teller for hvor mange av disse den kjenner vekten til,
kan vi gjøre dette i tidO(1). Når x bare har en nabo den ikke kjenner vekten
til, prøver vi alle naboene for̊a finne hvilken dette er. Hver kant gir opphav til 2
tester slik at vi totalt ikke må foreta mer enn2n tester. Nårx har lokalisert den
aktuelle naboeny, må x fortelle y hvor myex veier. Dersomx har akkumulert
vektene for de naboene den kjenner, så blirvekty(x) dette tallet pluss en. Vi ser
av dette at den første gjennomgangen tar tidO(n).

I den andre gjennomgangen gjenstår det for hver nodex å sette vekten til en nabo
y. Dersom summen av vektene til de naboenex kjenner erl, så blirvektx(y) =
n � l � 1. Det følger at den andre gjennomgangen også tar tidO(n).

For en gitt verdi avd tar det totaltO(n) tid for at hver node skal lage end-haug
av vektene til sine naboer (Tarjan [18]).

Vi ser nå på den andre delen av algoritmen som finner selve eliminasjonsordnin-
gen. Vi antar først at alle haug-operasjoner tar tidO(1). Når vi skal finne den
noden som skal elimineres sist kan vi komme tilå traversere høyst

�
n
2

�
noder. Vi

står nå igjen med minst 2 komponenter som tilsammens inneholdern� 1 noder.
I neste steg må vi høyst traversere

�
n�1
2

�
noder og må høyst fjerne 2 noder fra

grafen. Generelt må vi gangj høyst traversere12

 
n �

j�1P
i=0

2i

!
= 1

2

�
n � 2j + 1

�
noder. Totalt må vi høyst gjennomføreblog nc+ 1 steg. Det gir en total tid på

1

2

blog nc+1X
j=1

�
n� 2j + 1

�
=

1

2
(blog nc+ 1)(n + 1)� 2blog nc+1 + 1:

Dette gir en øvre grense for å finne eliminasjonsordningen påO(nlog n) når alle
haug-operasjoner er regnet somO(1). Vi ser nå hva haug-operasjonene koster.
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Vi må høyst sletten noder og foreta siftdownO(nlogn) ganger. Ingen haug
inneholder mer enn noder. For en gitt verdi avd vil hver haug-operasjon derfor
ikke ta mer tid ennO(logn). Det følger at den totale kjøretiden til den andre
delen av algoritmen ikke er større ennO(n(logn)2). Siden den første delen av
algoritmen ikke tok mer ennO(n) tid, blir O(n(logn)2) også en øvre grense på
kjøretiden til hele algoritmen.

Vi skal nå se på plassbehovet tiln2�algoritmen. Vi trenger ikke lagre mer enn
konstant mengde informasjon per kant for å gjennomføre algoritmen. SidenG er
et tre medn noder ogn � 1 kanter trenger vi ikke mer ennO(n) plass.

Siden n
2�algoritmen gir oss et eliminasjonstre av høyde� blog nc kan vi gi

en øvre grense på antall fyllkanter vi får i den fylte grafenG�. Vi vet at en
node ikke kan ha fyllkanter til andre noder enn sine etterkommere og forfedre
i eliminasjonstreet. Vi får derfor en øvre grense på antall fyllkanter gjennom
å sumere antall forfedre hver node har. Forå få dette tallet størst mulig m̊a
eliminasjonstreet være så høyt som mulig. For at en node skal ha høydel, må
den ha minst2l �1 noder under seg. Det gir oss at dersomk = blog nc, så vil vi ha
mindre enn2l+1 noder med dybdel. Disse nodene vil gi opphav til høystl kanter

hver. En øvre grense for antall fyllkanter blir da
kP
l=1

l � 2l+1 = (k � 1)2k+2 + 4.

Vi ser av dette at antall fyllkanter iG� er begrenset avO(nlogn).

Denne grensen er sannsynligvis et overestimat. Vi har i analysen regnet med at
hver node har fyllkanter til alle sine etterkommere. Dette er ikke tilfellet. En node
x av høydel kan høyst ha fyllkanter till noder i hvert deltre som henger frax i
T . Det er et åpent spørsmål om et eliminasjonstre til et tre av høyde� blog nc
har mindre enn�(nlogn) fyllkanter.

Selv om n
2�algoritmen vil gi oss et lavt eliminasjonstre, så skal vi nå vise at det

ikke gjelder generelt ath(T ) er innenfor en konstant avh(Tmin). I figur 5.6 ser
vi et treG som harh(Tmin) = 2. Dersom vi hadde bruktn2�algoritmen ville vi
fått et eliminasjonstre av høyde4.
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G: 

a b

x

c

T :  n
2

T  :  min

Figur 5.6 n
2�algoritmen gir et eliminasjonstre av høyde 4 tilG, samtidig somh(Tmin) = 2.

Legger vi n̊a til en nodez til G som er nabo tilx og som i sin tur har3�23 = 23

naboer, så villen2�algoritmen gitt et eliminasjonstre av høyde 5. Generelt trenger
grafen3 � 2n�1 � 1 noder for atn2�algoritmen skal gi et eliminasjonstre av
høyden for n � 1. Vi ser at gjennom å legge til3 � 2n�1 noder kan vi øke
høydenn

2�algoritmen vil gi fran til n + 1. Samtidig vil høden til et minimalt
eliminasjonstre forbli2. Vi kan derfor finne en graf somn2�algoritmen vil gi et
eliminasjonstre til som er vilkårlig mye høyere ennh(Tmin).

5.4 Analyse

Vi skal her gi en teoretisk øvre grense for kjøretiden til algoritmen Lag_Min fra
seksjon 5.2.

Først skal vi se på kostnaden for å utføre Lag_Min. Vi setterM(k) = kostnaden
for å finne et minimalt eliminasjonstre til nodene iT (v) dersomh(v) = k og alle
deltrær som henger frav i T er minimale. Vi setter innledningsvis at det tarO(1)

tid hver gang en node må oppdatere sin haug med barn.

Dersomv bare har ett barnx av høydek � 1, foretar vi først en rotasjon med
utgangspunkt ix. Det gir oss et eliminasjonstre av høyde høystk� 1 som vi m̊a
gjøre minimalt. I rotasjonen må vi lokalisere barnet tilx som ligger mellomv ogx
i G. For å gjøre dette må vi høyst følgek�1 foreldrepekere, som hver tar konstant
tid. Den totale kostnaden for en rotasjon blir derfor høystM(k � 1) + k � 1.

Har vi nå fremdeles ikke et minimalt eliminasjonstre, må vi begynne et binært
søk på stienv; :::; x i G etter den noden som skal elimineres sist. Vi må imidlertid
først legge inn nodene på stienv; :::; x i en tabell. I seksjon 5.1 så vi at det ikke
kan være mer enn2k�1 noder på denne stien. For å legge inn stien må vi først
traversere stien en gang for deretter å reversere en sti som ikke er lenger enn
2k�2. Den totale tiden dette tar, blirO(3 � 2k�2).
Vi må nå høyst rotere oppk�1 noder fra tabellen slik at de blir rot i eliminasjons-
treet. For at en node skal bli rot må vi høyst foretak rotasjoner.
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I rotasjonj, for 1 � j � k�1 kan vi risikere å måtte minimalisere et eliminasjons-
tre av høyde høystj til en kostnad avM(j). Vi må også lokalisere og flytte over
et deltre til en kostnad av høystj. Vi vet at etter den siste rotasjonen som gjør
z til rot, så er eliminasjonstreet vi må minimalisere ikke høyere ennk � 1, og
eliminasjonstreet vi må lokalisere og flytte over, er ikke høyere ennk � 2. Det
følger at kostnaden for denne rotasjonen ikke blir større ennM(k � 1) + k � 1:

Dersomk er større enn 1 får vi følgende øvre grense påM(k):

M(k) �M(k � 1) + k � 1 + 3 � 2k�2 + (k � 1)

 
M(k � 1) + k � 1 +

k�1X
i=1

(M(i) + i)

!

= (2k � 1)M(k � 1) +
1

2
k(k � 1)2 + 3 � 2k�2 + (k � 1)

k�2X
i=1

M(i)

Samtidig gjelderM(0) = M(1) = 1.

Ved hjelp av et induksjonsbevis skal vi vise atM(k) � (k + 1)!2k+1.

Vi ser først atM(1) = 1 � 8 = 2!22. Vi antar n̊a atM(j) � (j +1)!2j+1 for alle
j < k. Vi skal vise at dette impliserer atM(k) � (k + 1)!2k+1. Vi ser først at

(k � 1)

k�2X
i=1

M(i) � (k � 1)!(k � 1)2k�1
k�2X
i=1

(i+ 1)!

(k � 1)!2k�i�2

� (k � 1)!(k � 1)2k

Det siste steget følger av

k�2X
i=1

(i+ 1)!

(k � 1)!2k�i�2
�

1X
i=0

1

2i
� 2

Dette gir oss

M(k) � k!2k(2k � 1) + 3 � 2k�2 + (k � 1)!(k � 1)2k +
1

2
k(k � 1)2

� k!2k(2k � 1) + k!2k +
1

2
k(k � 1)2

= k!2k+1k +
1

2
k(k � 1)2

� (k + 1)!2k+1

Induksjonsbeviset er ferdig, og vi ser atM(k) � (k + 1)!2k+1 gjelder for allek.
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Dersom vi bare hadde hatt sett på antall rotasjoner kan vi vise at antall rotasjoner
vi må utføre ikke overstigerk!2k+1.

Vi skal nå se på den totale kostnaden for å utføre Min_Tre. Det vil si den totale
kostnaden for å finne et minimalt eliminasjonstre til et treG. Anta atG har n
noder og atk = blog nc. Da gjelder2k � n < 2k+1. Vi setterP (n) = total
kostnad for å finne et minimalt eliminasjonstre tilG gitt at G er eliminert slik at
vi starter med et eliminasjonstreT av høyde� k. Vi vet at vi alltid kan finne en
slik eliminasjonsordning i tidO

�
n(log n)2

�
.

For at en node skal ha høydel i T , må den ha minst2l � 1 noder under seg.
Det må derfor eksistere mindre enn2k�l+1 noder i T av høydel. Det koster
M(l) å minimalisereT (v) dersomh(v) = l og alle deltrær som henger frav er
minimale. Dette gir oss:

P (n) <

kX
i=0

2k�i+1M(i)

� 2k+2
kX

i=0

(i+ 1)!

= (k + 1)!2k+2
kX
i=0

(i+ 1)!

(k + 1)!

For k � 1 gjelder:

kX
i=0

(i+ 1)!

(k + 1)!
�

kX
i=0

1

2i
� 2

Dette gir ossP (n) < (k+1)!2k+3. Vi ser av dette at kjøretiden til hele algoritmen
er begrenset avO(nlogn(logn)!). Dette er imidlertid under forutsetning av at
hver haug-operasjon tar tidO(1). Med et tilsvarende argument som det vi brukte
i seksjon 5.3, ser vi at n̊ar vi regner med tiden for̊a utføre haug-operasjonene, så
blir kjøretiden begrenset avO(n(logn)2(logn)!).

Vi kan skrive omO(n(logn)2(logn)!) v.h.a. Stirlings approksimasjon. Dette er
utført i appendiks B og gir at kjøretiden er begrenset avO(nlog(logn)). Dersom
O(nlog(logn)) virkelig er den tetteste øvre grensen vi kan gi, så tilhører algoritmen
klassen av algoritmer som er både sub-eksponentielle og super-polynomiske.
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Da det ikke har lykkes å finne noen god nedre grense på kjøretiden, skal vi i
seksjon 5.5 se på en del eksperimentelle resultater ved bruk av algoritmen.

Vi skal til slutt i denne seksjonen se på plassbehovet for å utføre algoritmen. Anta
at vi hver gang vi kaller opp en funksjon med et eliminasjonstre som parameter,
bare gir en peker til den øverste noden. Da trenger vi ikke mer enn en datastruktur
for å lagre det deltreet som det til enhver tid arbeides med.

Nøstingen av kall til Lag_Min vil aldri g̊a lenger enn høyden tilT som er begrenset
av blog nc. I hvert kall setter vi av plass til en konstant mengde noder og en tabell
med plass tiln noder. Dette skulle gi at vi ikke trengte mer ennO(nlogn) plass.
Vi vet imidlertid at lengden av den stien vi må lagre når vi arbeider på et deltre
av høydel, ikke er større enn2l�1. Det følger at summen av lengdene av alle
stier vi til enhver tid har lagret, aldri vil overstigen. Dersom vi bruker en global
tabell hvor vi lagrer stiene sekvensielt, kan vi derfor klare oss medO(n) plass
for å utføre hele algoritmen.

5.5 Eksperimentelle resultater

Vi skal i denne seksjonen se på en del eksperimentelle resultater av bruk av
Min_Tre. Grunnen til at vi gjør dette er todelt. For det første har det vist seg
å være vanskelig å finne en god nedre grense for kjøretiden. For det andre må
et tre som skal generere et tenkt verste tilfelle med kjøretid
(nlog(logn)), ha så
spesielle egenskaper at det er tvilsomt om det eksisterer noe slikt tre.

Fra analysen i seksjon 5.4 vet vi at det er antall rotasjoner som driver opp kost-
naden. Antall rotasjoner vi m̊a utføre vokser ikke raskere ennO(blog nc!n). For
at vi skal få et verste tilfelle når vi bare ser på antall rotasjoner, må følgende krav
være oppfylte for hvert deltreT 0, som vi gir til Lag_Min:

(1) h(T 0
min) = blog n0c.

(2) Avstanden iG mellom v = rot(T 0) og det høyeste barnetx til v må være
minst 2blog n

0c�1.
(3) Vi må rotere opp noder fra stienx; :::; v i G slik at de blir rot, inntil vi finner

to eliminasjonstrær med eliminasjonsordninger som tilfredstiller betingelsene
i Lemma 5.2.

I testkjøringene sammenligner vi vekstraten til hvor mange rotasjoner vi utfører
som en funksjon av antall noder, og hvordanblog nc!n vokser. Algoritmen har
blitt implementert i C og prøvekjørt på et utvalg av tilfeldig genererte grafer.
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For å generere tilfeldige trær har vi brukt følgende algoritme:

Start medn noder og ingen kanter.

Gjentan � 1 ganger:

Velg en tilfeldig nodex.

Velg en tilfeldig nodey blant nodene som ikke ligger i samme komponent somx.

Sett x og y som naboer.

Denne måten å generere trær på gir ikke like stor sannsynlighet for hvert ikke-
isomorft tre. Vi ser i figur 5.7 de to ikke-isomorfe trærne med 4 noder.

a b

Figur 5.7 Alle ikke-isomorfe trær med 4 noder.

Med fremgangsmåten som er gitt ovenfor vil vi generere (a) med sannsynlighet
13
18 og (b) med sannsynlighet518 . Selv om dette er en ulempe ved metoden vil vi
likevel bruke den da det ikke har lykkes å finne en enkel metode for å generere
tilfeldige trær som er bedre enn denne.

Resultatet av kjøringene presenteres i tabell 5.1. Det er utført 1000 kjøringer for
hver verdi avn. Tabellen er satt opp som følger:

Kolonne 1 angir hvor mange noder det er i grafen.

Kolonne 2 gir det største antall rotasjoner algoritmen trengte.

Kolonne 3 gir gjennomsnittlige antall rotasjoner.

Kolonne 4 gir standard-avviket målt etter følgende formel:

� =

vuut 1

999

1000X
i=1

(ri � �)2

Her er ri er antall rotasjoner i testkjøringi, og � er det gjennomsnittlige antall
rotasjoner.

Kolonne 5 gir verdien avblog nc!n.

Kolonne 6 gir verdien avnlogn.
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1 2 3 4 5 6

100 5.29n 0.54n 0.61n 720n 6.64n

200 4.35n 0.49n 0.40n 5040n 7.64n

300 3.69n 0.91n 0.47n 40320n 8.23n

400 3.19n 0.60n 0.30n 40320n 8.64n

500 6.24n 0.84n 0.81n 40320n 8.97n

600 4.37n 1.10n 0.73n 362880n 9.23n

700 3.32n 0.99n 0.46n 362880n 9.45n

800 2.68n 0.81n 0.32n 362880n 9.64n

900 2.56n 0.70n 0.27n 362880n 9.81n

1000 5.22n 0.73n 0.45n 362880n 9.97n

2000 3.60n 0.82n 0.34n 362880n 10.97n

3000 5.24n 1.55n 0.84n 3991800n 11.55n

4000 4.72n 1.05n 0.38n 3991800n 11.97n

5000 8.40n 1.05n 0.73n 479001600n 12.29n

6000 9.66n 1.69n 1.19n 479001600n 12.55n

7000 6.06n 1.70n 0.83n 479001600n 12.77n

8000 5.15n 1.43n 0.59n 479001600n 12.97n

9000 4.17n 1.15n 0.41n 6227020800n 13.14n

10000 3.81n 1.08n 0.34n 6227020800n 13.29n

Tabell 5.1 Eksperimentelle resultater fra prøvekjøring av Min_Tre algoritmen.

Som det fremgår fra tabellen trenger vi i verste tilfellet aldri utføre så mange som
nlogn rotasjoner. I gjennomsnitt trenger vi aldri utføre mer enn2n rotasjoner.
Dette indikerer at det burde være muligå gi en lavere grense på kjøretiden enn

O
�
nlog(log n)

�
.

Både det maksimale antallet rotasjoner og det gjennomsnittlige antall rotasjoner
svinger. En av årsakene til dette kan være at ettersomn vokser så genererer vi
en stadig mindre fraksjon av alle ikke-isomorfe trær medn noder.

I figur 5.8 har vi grafisk fremstilt hvordan det største antall og gjennomsnittlige
antall rotasjoner forandrer seg medn. Vi har tegnet en glatt kurve som viser det
høyeste antallet rotasjoner opp til hver verdi avn.
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Figur 5.8 a.nlogn b. Høyeste antall rotasjoner c. Gjennomsnittlig antall rotasjoner

Det fremgår av figuren at både gjennomsnittet og maksimal verdien vokser svakt
med n, men likevel ikke s̊a raskt somnlogn.
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6 Konklusjon

I dette kapittelet skal vi gi en oversikt over resultatene fra denne hovedfagsopp-
gaven. Vi skal også se på en del problem som gjenstår å løse.

6.1 Sammendrag

Vi skal her gi et sammendrag av de mest sentrale resultatene fra kapittel 3 til 5.
Vi så først på en del teoretiske egenskaper til minimale eliminasjonstrær. Disse
brukte vi så for å utvikle nye algoritmer som reduserer høyden til et eliminasjonstre
til en generell graf. Vi har også ut fra de teoretiske resultatene vist en algoritme
som finner et minimalt eliminasjonstre til et tre.

Mer detaljert viste vi først i kapittel 3 at en delgraf alltid har et eliminasjonstre
som er minst like lavt som et minimalt eliminasjonstre til den opprinnelige grafen.
Ut fra dette resultatet kunne vi vise en ny nedre grense forh(Tmin), som baserer
seg p̊a å finne delgrafer iG.

Vi så også nærmere på nøstet oppdelingsordninger, og kunne vise at det for enhver
graf eksisterer en nøstet oppdelingsordning som gir et minimalt eliminasjonstre.
Dette resultatet gjorde at vi i kapittel 4 kunne utvikle Minimale-kuttsett algoritmen
for å redusere høyden til et eliminasjonstre.

Vi sammenlignet Minimale-kuttsett algoritmen og algoritmene til Liu og Haf-
steinsson, og viste at ingen av algoritmene var strengt bedre enn noen av de andre.
Vi kunne så vise at alle tre algoritmene tilhører en større klasse av algoritmer,
som baserer seg på et felles resultat om hvordan man kan omordne eliminasjon-
strær. Ut fra dette resultatet utviklet vi enda en ny algoritme som gir et minimalt
eliminasjonstre til en linje-graf.

Til slutt presenterte vi i kapittel 5 algoritmen Lag_Min som finner et minimalt
eliminasjonstre til et tre. Denne algoritmen bestod i å omordne eliminasjonstreet
ved hjelp av lokale rotasjoner. Forå styre algoritmen baserte vi oss både p̊a resul-
tatet om høyden til eliminasjonstrær til delgrafer og på resultater som bare gjelder
for trær. I forbindelse med Lag_Min algoritmen utviklet vi også en algoritme
som finner et eliminasjonstre av høyde� blog nc. Analysen av Lag_Min gav oss
at vi ikke trengteå utføre mer ennO(blog nc!n) rotasjoner. Da dette trolig er et
overestimat gjennomførte vi en serie med testkjøringer og fant at antall rotasjoner
vi måtte utføre aldri overstegnlogn.
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6.2 Åpne problem

Vi har i denne oppgaven sett på en del ulike sider ved minimale eliminasjonstrær.
Det gjenst̊ar mange interessante uløste problemer innenfor dette området. Vi skal
her nevne noen.

Fra kapittel 5 gjenstår det å finne den virkelige kjøretiden til Lag_Min. Fra
testkjøringene vet vi at denne trolig er polynomisk. Et interessant problem i
tilknytting til Lag_Min er om det er mulig å utvikle effektive algoritmer, som
finner minimale eliminasjonstrær til mer generelle grafer enn trær. For at dette
skal være mulig må vi ha kriterier for ulike klasser av grafer, som gjør det mulig
å avgjøre når et eliminasjonstre er minimalt.

Et relatert problem til̊a finne minimale eliminasjonstrær, er om man kan utvikle
algoritmer som finner eliminasjonstrær som har høyde høyst en konstant fra mini-
mum. For at det skal være mulig å se hvor høyt et eliminasjonstre er i forhold
til h(Tmin), må vi ut fraG kunne gi en tett nedre grense påh(Tmin). Vi har
allerede sett to m̊ater forå finne slike grenser: Største klikk og utspennende trær.
Det er trolig at ingen av disse virker særlig godt på generelle grafer, slik at det
fremdeles er behov for andre måter å evaluereh(Tmin).

Det finnes ulike metoder for å utvikle algoritmer som finner lave eliminasjonstrær.
Vi har sett at en nøstet-oppdeling ordning finner et lavt eliminasjonstre direkte
fra G. I kapittel 4 og 5 tok vi utgangspunkt i et eliminasjonstre og forsøker å
gjøre det lavere. For̊a kunne bearbeide et allerede eksisterende eliminasjonstre
trengs det omordningsregler slik som Teorem 4.2 og rotasjoner i eliminasjonstrær
til trær. Det vil være interessant å se på flere slike regler for lokale omflyttinger
i et eliminasjonstre, og å finne begrensninger for hvor langt de kan utnyttes.

Hensikten med å finne lave eliminasjonstrær er at de skal egne seg for para-
llell Cholesky-faktorisering. Det vil derfor også være naturlig å se på parallelle
algoritmer for å finne lave eliminasjonstrær.

Det er ikke bare høyden til eliminasjonstreet som er avgjørende for gjennom-
føringstiden til parallell Cholesky-faktorisering. Antall fyllkanter virker også inn
på kjøretiden. Det vil derfor være interessantå se om man kan finne algoritmer
som gir lave (eventuelt minimale) eliminasjonstrær samtidig som de begrenser
antall fyllkanter.

Et relatert problem er om man kunne vise hvor mange fyllkanter man får i et
minimalt eliminasjonstre til ulike klasser av grafer. Dette tallet er sannsynligvis
ikke så stort (i forhold tiln), da det er vanskelig å finne små kuttsett i en graf
dersom det er mange kanter i den.
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Appendix A Komplette k-nære trær

Et komplettk-nært tre (k � 2), er et tre der hver node har høystk barn og der
noder blir lagt til treet i bredde-først ordning.

Vi kan maksimalt hakl noder av dybdel. Det følger derfor at vi maksimalt kan

ha
l�1P
i=0

ki = kl�1
k�1 noder i et komplettk-nært tre av høydel � 1.

Teorem A.1
Høyden til et komplettk-nært tre medn noder er gitt ved

blogk(n(k � 1))c

Bevis:

Anta at vi har et komplettk-nært tre av høydel. Vi ser på to tilfeller:

1. l = 0. Vi ser at vi maksimalt kan hak
1�1
k�1 = 1 node. Dette gir oss:

blogk(n(k � 1))c = blogk(k � 1)c = 0

2. l > 0. Vi kan ha fra kl�1
k�1 + 1 til kl+1�1

k�1 noder i et komplettk-nært tre av
høyde l. Vi ser på grenseverdiene:

a) Dersom vi harn = kl�1
k�1 + 1 = kl+k�2

k�1 noder, får vi:

blogk(n(k � 1))c =
j
logk

�
kl + k � 2

�k
Siden k � 2 og l � 1 så gjelder

kl � kl + k � 2 < kl+1

Det gir oss:

blogk(n(k � 1))c = l
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b) Dersom vi harn = kl+1�1
k�1 noder, får vi:

blogk(n(k � 1))c =
j
logk

�
kl+1 � 1

�k
= l

Sidenlogkn er en strengt voksende funksjon avn, ser vi atblogk(n(k � 1))c = l

gjelder for alle komplettek-nære trær av høydel. �

Vi skal nå se nærmere på uttrykketblogk(n(k � 1))c. Vi vet at0 � blogk(k � 1)c <
1 gjelder fork � 2. Vi kan ut fra dette utlede følgende to ulikheter:

blogk(n(k � 1))c = blogk n+ logk(k � 1)c � blogk nc + 1 (1)

blogk nc � blogk n+ logk(k � 1)c = blogk(n(k � 1))c (2)

Fra ulikhetene (1) og (2) får vi følgende grenser på høyden til et komplettk-nært
tre:

blogk nc � blogk(n(k � 1))c � blogk nc+ 1

Vi ser at høyden til et komplettk-nært tre er høyst en større ennblogk nc.

72



Appendix B Stirlings approksimasjon

Vi skal i dette appendikset finne en øvre grense til uttrykketn(logn)2(logn)! ved
hjelp av Stirlings approksimasjon.

Stirlings approksimasjon kan uttrykkes som:n! � c
p
n
�
n
e

�n
, der c er en konstant.

Knuth gir i [7] en utledning av Stirlings approksimasjon.

Vi skal nå se hvordan vi kan bruke dette til å finne en øvre grense for(logn)!.
Vi f år først:

(log n)! � c
p

log n

�
log n

e

�log n

Vi kan skrive
�
log n
e

�log n
videre om som følger.

�
log n

e

�log n

=
�
eln(log n)�1

�log n
= e(log n)(ln(log n)�1)

= nlog(log n)� 1
ln2

Dette gjør at vi n̊a kan gi følgende øvre grense for vårt uttrykk:

n(log n)2(log n)! � c(log n)
5
2nlog(log n)

n
1�ln2
ln2

Vi skal se videre p̊a brøken(log n)
5
2 =n

1�ln2
ln2 og vise at for allen > 1 så blir den

aldri større enn 16. For å gjøre dette ser vi på den kontinuerlige funksjonen

f(x) =
(log x)

5
2

x
1�ln2
ln2

Funksjonenf(x) er definert forx � 1. Vi derivererf(x) og får

f 0(x) =
(ln x)

3
2
�
5
2 �

�
1�ln2
ln2

�
ln x

�
(ln2)

5
2x

1
ln2

Setter vi f 0(x) = 0 får vi x = 1 og x = e
5ln2

2�2ln2 � 283:50. Sidenf 0(x) > 0

for x 2 <1; e
5ln2

2�2ln2 > og f 0(x) < 0 for x > e
5ln2

2�2ln2 ser vi atx = e
5ln2

2�2ln2 gir et
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absolutt maksimalpunkt forf(x). Sidenf(283) � 15:55 og f(284) � 15:55 ser

vi at (log n)
5
2

n
1�ln2
ln2

< 16 for alle heltalls verdier avn � 1. Det følger at

n(log n)2(log n)! � c1n
log(log n)

der c1 er en konstant.
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