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1 Innledning

Vi skal i denne hovedfagsoppgaven se pa hvordan vi permuterer en symmetrisk
matrise A slik at vi kan lgse ligningsystemet: = b raskest mulig ved hjelp av
parallell Cholesky-faktorisering. Vi gir her en kort innfaring til problemet samt
en beskrivelse av hvordan denne hovedfagsoppgaven er disponert.

Etterhvert som man har fatt kraftigere og hurtigere datamaskiner har stgrrelsen og
kompleksiteten pa beregningene man gnsker a utfgre vokst. Man har na kommet sa
langt i utvikling av datamaskiner at lyshastigheten begyréneli en begrensende
faktor. Dette har fart til en stadig gkende interesse for parallelle datamaskiner
og distribuerte systemer. De har den fordelen at man har flere regne-enheter som
samtidig arbeider med hver sin del av problemet man gnsker a lgse.

Et problem som ofte dukker opp i en rekke sammenhenger, bade industrielt og
forskningsmessig, er lgsning av linjeere ligningsystemer av typenr: 6. Dette er

et problem som egner seg godt for lgsning ved hjelp av parallelle metoder. Dersom
A er glissen symmetrisk, positiv definit er den raskeste maten &llgse b pa en
en-prosessor maskin ved hjelp av Cholesky-faktorisering. Cholesky-faktorisering
foregar vanligvis i fire steg: (1) Dersom vi gnsker & endre pa strukture til
finner vi farst en symmetrisk permutasjon dv (2) Vi finner €2 den symbolske
faktoriseringen avA i to trianguleere matrisef, og L7 slik at A = L « LT,

(3) Nar vi kjenner strukturen tiL. regner vi ut de numeriske verdiene til ikke-null
elementene i.. (4) Til slutt l@ser vi ligningsystemengy = b og L7z = y.

Det har veert utfart mye arbeid med a finne gode parallelle algoritmer for Cholesky-
faktorisering, se f.eks. Liu [11] [9]. Det har vist seg at en faktor som begrenser
hvor lang tid slike algoritmer tar & utfgre er hayden dliminasjonstreettil

A. Eliminasjonstreet er en rettet graf som gjenspeiler de data-avhengighetene
som oppstar nar vi utfarer Cholesky-faktorisering. Vi kan imidlertid forandre
strukturen og dermed ofshgyden til eliminasjonstreet gjennoinforeta sym-
metriske permutasjoner ax.

| denne hovedfagsoppgaven skal vi sehyvordan vi kan permuteré slik at vi
far et sa lavt eliminasjonstre som mulig, et sakalhimalt eliminasjonstre

Vi skal i dette kapittelet presentere den notasjonen som vil bli brukt i denne
hovedfagsoppgaven. Vi skal ogsa vise hvordan vi kan representere plasseringen
av ikke-null elementene i ved hjelp av en graf. Dette gjgr at vi kan se pa



problemet & finne permuteringer a@vsom gir lave eliminasjonstreer, som et graf-
teoretisk problem.

Vi skal i kapittel 2 forklare hvordan vi finner eliminasjonstreetAil og hvordan
hagyden til det virker inn pa kjaretiden til algoritmer for parallell Cholesky-
faktorisering.

| kapittel 3 viser vi hvordan vi kan finne en nedre grense for hgyden til et minimalt
eliminasjonstre. Vi viser ogsa at det alltid eksisterer en permutasjohgitt ved

en fremgangs#te kaltngstet oppdelingom gir et minimalt eliminasjonstre til.

Utifra dette resultatet utvikler vi en ny algoritme i kapittel 4 for a redusere hgyden
til et eliminasjonstre. Denne algoritmen sammenligner vi med to andre algoritmer
med samme foremal fra henholdsvis Liu [10] [11] og Hafsteinsson [5]. Vi viser
at alle tre algoritmene tilhgrer en felles klasse av algoritmer som basereéseg p
et resultat om hvordan man kan omordne eliminasjonstraer. Ut fra dette resultatet
utvikler vi s enda en ny algoritme for & redusere hayden til et eliminasjonstre.

| kapittel 5 viser vi en algoritme som finner et minimalt eliminasjonstre til alle
matriser som har grafer som er treer. Analysen av denne algoritmen gir at den
kan ha kjgretidn!°9(/s7) Da dette trolig er et overestimat har vi tatt med en
del eksperimentelle resultater som viser at vi aldri kommer i neerheten av en slik
kjgretid.

Kapittel 6 inneholder en oppsummering av oppgaven samt en del problemer som
fremdeles sir igjen a lgse.

1.1 Graf-notasjon

Her presenteres graf-notasjonen som vil bli brukt i denne hovedfagsoppgaven.
Notasjonen er stort sett den samme som i Ph.D. avhandlingene til Hafsteinsson
[5] og Zmijewski [19]. Der det ikke finnes naturlige norske oversettelser av den
engelske notasjonen er det laget egne norske termer. | disse tilfeltandest
engelske notasjonen i parantes etter den norske definisjonen.

Engraf ¢ = (V, E) bestar av emodemengdé” og enkantmengddv. Vi skriver
V(G) og E(G) nar vi vil gjgre det klart hvilken graf det refereres til. Antall
noder i en graf betegnes medog antall kanter medah.

En kant er et uordnet par av nodé¢p,w). Nodenev og w er naboerdersom
(v,w) € E. Gradtallettil en nodev er summen av antall naboer til

En grafG' = (V', E') er endelgraftil G dersomV’' C V og £’ C FE. Delgrafen
G' er ennode-delgrafdersom alle kantefz,y) € E derz,y € V' s& er ogsa
kanten(z,y) € E' (eng. ' is inducedby V'). DersomS C V, betegner vi med



G — S node-delgrafen tit7 bestdende av alle nodedi — S. DersomS ={v}
vil vi skrive G — v istedenforG—{v}.

G er enkomplett grafdersom alle nodened er naboer. Dersom en delgraf
inneholderk noder og alle nodene er naboer, @r en k-klikk (eng. k-clique,
eller bare enklikk.

Vi vil i enkelte tilfeller forenkle notasjonen ved & identifisere en negemed
dens indeksy.

En st: i en grafG mellom to noder; og v; er en sekvens av noder, v, ..., v
for k > 1, slik at (v;,vi41) € F for 1 < < k, og der alle noder er distinkte,
med mulig unntak aw; og v;. Lengden av en sti er antall kanter i den.

En graf ersammenhengendkersom det er en sti fra enhver node til enhver annen
node. En sammenhengende node-delgraf tdr maksimaldersom den ikke kan
utvides med noen node ftaslik at node-delgrafen fremdeles er sammenhengende.
De maksimale sammenhengende node-delgrafengé khlles sammenhengende
komponenter(eller barekomponenter

Dersom(’ er en delgraf tilG slik at V(G') = V(G), er G' enutspennende graf
til G.

En sykel (eng. cycle er en sti av lengde> 1 derv; = v;. Ettre er en
sammenhengende graf som ikke inneholder noen sykler. Nodene som har eksakt
en nabo i et tre elwv. En graf med en eller flere sammenhengende komponenter,
der hver sammenhengende komponent er et tre, utgjskeg

Et kuttsetttil G er en delmengde aV slik at hvis mengden blir fijernet fré&,
deles i to eller flere sammenhengende komponenter.

| enrettet grafG = (V, ) er hver kant et ordnet parvsw>. Vi sier at kanten
gar fra v til w. Ut-gradtallettil en nodev er antall kanter som gar ut fra den.
Inn-gradtallettil en nodev er antall kanter som kommer inn til den.

EtrettettreT er en rettet graf som ikke inneholder noen sykler, der eksakt en node
har ut-gradtall O og alle andre noder har ut-gradtall 1. Noden som har ut-gradtall
0 errotentil 7' og betegnes medot(T).

Dersom kanten = w> er i T, sa erw foreldre-nodertil v, ogv er etbarntil w.
Vi betegner foreldre-noden til en nodemedp(v). Foreldre-noden titot(1') er
definert somrot(7"). Nodene uten barn kalldgv.

Hgydentil en nodev i T" er lengden av den lengste stien fra et lgw tilg betegnes
ved h(v). Heyden til et tre er hgyden tilot(7) og betegnes met(7"). Dersom
det finnes en sti fra til w, sA erw enforfadertil v, ogv er enetterkommeav w.

Dybdentil en nodev er lengden av stiem, ...,rot(T) i T.



En sti i7" der alle noder med mulig unntak av den fgrste noden har eksakt ett barn,
er enkjedei 7. Den fagrste noden i en kjede vil bli betegnet som dewderste
noden, og tilsvarende vil den siste noden i kjeden bli betegnet sonmdenste

En maksimal kjedeer en kjede av maksimal lengdd'i En nederste kjeder en
kjede der den nederste noden i kjeden er et lgv.

Et deltre 7" er en node-delgraf til’ beshende av en node i 7' og alle dens
etterkommere 7. Nodenwv er roten til7". Vi skriver T'(v) for & betegne deltreet
med v som rot.

En rettet graf bestaende av et eller flere rettete treer utgjeetest skog

Vi tar tilslutt i denne seksjonen med iy, er logaritmen med base Dersom
k er slgyfet angifogn logaritmen med base 2. Den naturlige logaritmen betegnes
med Inn.

1.2 Cholesky-faktorisering og grafer

| denne oppgaven skal vi se pa de data-avhengigheter som oppstar nar vi lgser
et ligningsystemAx = b v.h.a. Cholesky-faktorisering, det er ennxn glissen,
symmetrisk, positiv definit matrise.

Vi skal i denne seksjonen vise hvordan deler av Cholesky-faktorisering kan sees
pa som et graf-teoretisk problem. Cholesky-faktorisering foregar vanligvis i fire
faser:

(1) Dersom vi farst gnskex endre p strukturen tilA kan vi foreta en symmetrisk
permutasjon avA slik at vi far en matriseA’ som vi bruker videre. Matrisen

A’ er produktet avPAPT, der P er konstruert v.h.a. rekkepermutasjoner av
identitetsmatrisen. (2) Vi beregner s& den symbolske faktoriseringdni dw L7,
der L er nedre trianguleer. Matrisen kalles for Cholesky-faktoremil A. (3) Nar

vi kjenner plasseringen av ikke-null elementené beregner vi de numeriske
verdiene iL. (4) Til slutt kan vi na lgse de to ligningsystemehe = b og

LTe = y.

George og Liu gir i [2] en mer utfarlig presentasjon av Cholesky-faktorisering
for glisne matriser.

At A er positiv definit, garanterer at ikke har noen null-elementer pa diagonalen.
Siden A ogsa er symmetrisk, kan vi representere strukturent tited a bruke

en grafG = (V, L), hvor V={vy,...,v,} 0og (v;,v;) € E hvis og bare hvis

a;; = a;; # 0 097 # j. Et eksempel § en matrised og representasjonen av
den som en grafi kan sees i figur 1.1. Vi ser at kanten&~i representerer
plasseringen av ikke-null elementeneli



X

X XX
XXX XX

X XX
XX X

X X XXX

X X
X X

Figur 1.1 En symmetrisk matrise og representasjonen av den som en graf.

Vi finner som nevnt plasseringen til ikke-null elementene i den trianguleere faktoren
L for vi regner ut de numeriske verdiene. Matriser- LT er symmetrisk, og

vi kan derfor representere plasseringene av ikke-null elementene i den v.h.a. en
graf G*. Vi ser at nar vi kjiennelG*, sa vet vi ogsa plasseringen av ikke-null
elementene iL.. Fglgende algoritme fra Parter [13] viser hvordan vi kan lage
G" fra G-

Start medG* = d.
Sett alle noder umerkede.
For: =1t n

Legg til kanter til £(G*) slik at alle umerkede naboer til i G* danner en
klikk.

Merk node v;.

Vi betegner operasjonen a merke i algoritmen ovenfor med &liminere v;.
Kantene som blir lagt tiky for & skapeGG* kalles fyllkanter, og G* kalles den
fylte grafentil G.

Folgende resultat fra Rose, Tarjan og Lueker [16] beskriver hva som ma veere
tilfredstilt for at det skal oppét en fyllkant mellom nodene og w.

Teorem 1.1

Det oppsér en fyllkant mellomu og w, hvis og bare hvis det finnes en sti
U = Vpyy Uy ey Uy, = w | G slik atr; < min(ry,rg) forl <o < k. O

En eliminasjonsordningil & er en ordning av nodene( som vi skriver som
en en-til-en funksjorv: V' — {1,2,...n}. Grafen vi far giennoma renummerere
nodene iG meda betegnes veds,. Dersom en node har indeksi &, sa vil
den ha indeksx(v;) i Gg.



Nar vi bruker identitetsordningen(v;) = ¢ skriver vi bare. | algoritmen
ovenfor for a finneG* har vi brukt identitetsordningen.

Siden er grafen til A, kan vi se par som en symmetrisk permutasjon dy
d.v.s. at hvis hver kolonng i permutasjonsmatriseR har sitt eneste ikke-null
element i rekkex(v;), s& erG, grafen til PAPT. Det fglger at det er ekvivalent
a finne en eliminasjonsordning tif og & finne en symmetrisk permutasjon il
Dette gjgr at vi kan arbeide med strukturelle problemer pa en matriseh.a.
graf-algoritmer pa grafen til.

1.3 NP-komplette problem

Da en del problem vi stater pa i forbindelse med Cholesky-faktorisering, er med
i klassen av NP-komplette problem, gir vi her en kort innfgring i de vanligste
begrepene vedrgrende NP-komplette problem. Garey og Johnson gir i [1] en
grundig gjennomgang av teorien for NP-komplette problem.

For at en funksjon/ skal veere ermpolynomisk transformasjomellom to ja/nei-
problemI’ og II ma den tilfredstille falgende to krav:

1. « er et ja-tilfelle avl' hvis og bare hvisf(a) er et ja-tilfelle avII.
2. Funksjonenf er beregnbar i polynomisk tid.

Problem-klassen NP bestar av alle ja/nei-problem som en ikke-deterministisk
Turing maskin kan Igse i polynomisk tid. Dersom et problener med i NP,

og det for ethvert annet problem i NP finnes en polynomisk transformasjon til

er I' med i klassen av NdRomplette problemFor & vise at et problei ¢ NP

er NP-komplett, kan vi vise at det eksisterer en polynomisk transformasjon fra et
kjent NP-komplett problem til".

Et problem som er minst like vanskelig som et NP-komplett problem ehaigt



2 Eliminasjonstraer

Vi skal her beskrive en data-modell kaliminasjonstreesom gjenspeiler en rekke
av de data-avhengigheter som o@pstir vi vil lgse et ligningsystemiz = b v.h.a.
parallell Cholesky-faktorisering, det er en symmetrisk, positiv definit matrise.

Eliminasjonstraer ble farst introdusert av Schreiber [17] og har vist seg & vaere en
viktig data-modell innenfor mange omrader av faktorisering av glisne matriser. |
denne hovedfagsoppgaven skal vi bruke eliminasjonstragh f& [& egenskaper

ved symmetriske permutasjoner avsom gir kortest mulig parallell lgsningstid

av Cholesky-faktoriseringen.

Som beskrevet i seksjon 1.2 er det & foreta en symmetrisk permutasjan av
ekvivalent meda finne en eliminasjonsordning tif der G er grafen tilA. Vi vil
derfor bruke grafer nar vi viser resultat og algoritmer.

Definisjon 2.1La A = (a;j) veere emxn symmetrisk, positiv definit matrise og
la L = (I;;) veere dens Cholesky-faktoEliminasjonstreetil A er et rettet tre
T, med noder 1,2,.n,09 en kant € j> hvis og bare hvig = mn{k | l;; # 0
og k > i}

Vi ser at nodery er foreldre-noden til i 7' dersom det fgrste ikke-null elementet
under diagonalen i kolonnei L er i rekke;. Vi kan ogs bestemmd’ fra G*:
Noden; er foreldre-noden tit dersom(y,:) € V(G*), 5 > ¢ 0gj < k for hver
nabok til « i G* derk > 1.

DersomT er en rettet skog med mer enn en komponent (og ikke et rettet tre),
sa er A reduserbar. Vi kan da permutereslik at den er blokk-diagonal og hver
blokk kan faktoriseres for seg. Vi antar derfor i resten av oppgaveheatikke-
reduserbar, slik at grafen th er sammenhengende, dger et rettet tre. Figur

2.1 viser en matrisel, den fylte grafen=* til A og tilhgrende eliminasjonstrE.

De kantene (=* som ikke er med (7, er tegnet med stiplet linje.
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Figur 2.1 En matrise4, den fylte grafen* til A og tilhgrende eliminasjonstre.

Vi vil i senere figurer ikke markere eksplisitt at kanten#' ier rettete. Dersom
<i,j> € E(T), vil node j veere tegnet ovenfor node

Vi ser fra Definisjon 2.1 at alle kanter@ gar fra lavere nummererte noder til
hgyere nummererte noder. Av dette fglger at dergoen en forfader til: i T,

sa erj > i.

Teorem 2.1, 2.2 og 2.3 er hentet fra Liu [12] og gjengis her uten bevis. De
beskriver viktige egenskaper ved eliminasjonstraer som vi vil gjgre bruk av senere.

Teorem 2.1

Gitt en grafG med eliminasjonstrd’. For enhverz € V() utgjer nodene i
T'(x) en sammenhengende node-delgrafGtil [

Teorem 2.2

La L = (/;;) veere Cholesky-faktoren til en symmetrisk positiv definit matrise, og
la T veere eliminasjonstreet til den samme matrisen. Derkpn# 0, j < ¢, sa
er node; en etterkommer av nodei 1'. Ul

Fra Teorem 2.2 kan vi utlede fglgende korollar:

Korollar 2.2.1

Gitt en grafG medn noder. Dersontr inneholder en delgraf som er énklikk,
vil enhver eliminasjonsordning gi et eliminasjonstre av hgyde minstl. []

Vi ser ogs fra Teorem 2.2 at for en gitt eliminasjonsordningil en graf G vil
eliminasjonstreet tit7, minst ha hgydeé: — 1, der £t er antall noder i den starste
klikken i G .



Teorem 2.3

La * og y veere to noder i& slik at + < y. Da eksisterer det en fyllkant
(x,y) € E(G*), hvis og bare hvisx, y) € E(G) og det eksisterer en node der
w er en etterkommer tik i 7', slik at (w,y) € F(G). O

Fra Teorem 2.3 ser vi at dersomer en etterkommer tib i 7' og (w,v) € E(G),
sa vil alle nodene pa stien, ...,v i T veere naboer tib i G*. Det falger derfor
at en noder € V() er nabo iG* til eksakt de av sine forfedrel’ som nodene
i T'(x) er nabo til iG.

2.1 Parallell Cholesky-faktorisering og eliminasjonstraer

Liu har i [9] diskutert bruken av eliminasjonstreer i parallell Cholesky-faktorisering.
Han viser at hgyden til eliminasjonstreet gir en begrensning pa kjgretiden til en
parallell algoritme for Cholesky-faktorisering. Férsitere Liu: "The height of

the elimination tree represents an effective but crude measure of the amount of
work in parallel elimination”.

For et fast antall prosessorer vil ogsa antall kanter i den fylte gréfewirke

inn pa kjaretiden til en parallell algoritme. Det er derfor gnskelig a finne en
eliminasjonsordning som introduserer fa fyllkanter samtidig som den gir et lavt
eliminasjonstre. Dersom vi har minst’ prosessorer, der er antall noder i
grafen, sa trenger ikke antall fyllkanter a virke inn pa kjgretiden. Hafsteinsson
har i [5] vist en algoritme med: prosessorer, der. er antall kanter iz, hvor

m ikke innvirker pa kjgretiden til algoritmen.

Det arbeidet som har veert gjort for a finne eliminasjonsordninger med lave
eliminasjonstraer, har stort sett foregatt langs to linjer. Den ene linjen baserer seg
pa farsta finne en eliminasjonsordning som gir fa fyllkanter. Deretter finner

man en ny eliminasjonsordning som gir et lavest mulig eliminasjonstre @l*

over alle eliminasjonsordninger som gir samme mengde fyllkantercsodess og

Kees viser i [6] en algoritme som med utgangspun&t‘ifinner en eliminasjon-
sordning, med det laveste eliminasjonstreet over alle eliminasjons-ordninger, som
bevarer mengden av fyllkanter.

Den andre linjen av arbeid har ba#tti, direkte fra7, & finne eliminasjonsordninger
som gir lave eliminasjonstraer. Leiserson og Lewis viser i [8] en slik metode.

Vi kommer i denne oppgaven til a arbeide videre pa denne siste linjen, og se pa
eliminasjonsordninger som gir lave eliminasjonstraer, uavhengig av hvor mange
fyllkanter som oppstar.



Vi skal na som et eksempel vise hvordan hayden til eliminasjonstreet virker inn
pa et av stadiene av parallell Cholesky-faktorisering. Vi skal vise at tiden for
a lgse det triangulaere ligningsysteniet = b v.h.a. en parallell algoritme for
foroversubstitusjon er begrenset av hgyden til eliminasjonstreet. Vi trenger farst
folgende resultat:

Lemma 2.1
Node: er et lgv iT hvis og bare hvig;; = 0 for alle ; < s.

Bevis:

= Antal;; # 0 for enj, j < i. Vi ser fra Teorem 2.2 at ma veere en forfader
til y, og: kan derfor ikke veere et lgvT.

< Anta at: ikke er et lgv iT. Noden: ma ha minst et barp slik at j < . Fra
Definisjon 2.1 ser vi at dersorher et barn tili ma/;; # 0 gjelde. I

Vi gnsker a lgse ut s mange ukjemtesom mulig parallelt i ligning-systemet
Ly = z v.h.a. foroversubstitusjon. Fr& ser vi at dersoni;; # 0, j < ¢ S& ma

y; loses fary,. Verdien avy; m& deretter settes inn i rekkeav L for vi kan
lgsey;. | farste steg kan vi derfor bare finne eksaktideder/;; = 0 for alle

j <. Fra Lemma 2.1 ser vi at dette er eksakt alle lgvefie Vi finner derfor
forst de ukjente hvis noder er lgVii, og substituerer verdien for disse inn i de
ligningene de inn@r i. Nar dette er gjort, fierner vi alle lgvene ffaog lgser for
de nodene som na er lg\i. Vi ser av dette at hgyden til eliminasjonstreet gir en
begrensning pa hvor raskt vi kan lgse ligningen= & v.h.a foroversubstitusjon.
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3 Minimale eliminasjonstraer

Siden hgyden pa eliminasjonstreet er en begrensende faktor for kjgretiden til
parallelle algoritmer for Cholesky-faktorisering, er det interessant a se pa egen-
skaper og begrensninger til et minimalt eliminasjonstre. Vi definerer farst hva vi
mener med et minimalt eliminasjonstre.

Definisjon 3.1

Et minimalt eliminasjonstre7,,;,, til en graf G er et eliminasjonstre gitt ved en
eliminasjonsordningy, slik at for enhver annen eliminasjonsordnifidil ¢ med
eliminasjonstrel”, sa gjelderh(Ty,in) < h(T").

| dette kapittelet skal vi bl.a. vise en ny nedre grense for hgyden til et minimalt
eliminasjonstre. Vi skal ogsa se pa en klasse av eliminasjonsordninger kalt ngstede
oppdelingsordninger, som kan brukes for & finne minimale eliminasjonstreer. Fgrst
skal vi imidlertid se pa et nytt resultat om minimale eliminasjonstrzer til delgrafer.

3.1 Minimale eliminasjonstreer til delgrafer

Vi skal i denne seksjonen vise at en delgfaftil en vilkarlig graf ¢ alltid har et
eliminasjonstre av hgyde mindre eller lik hgyden til et minimalt eliminasjonstre
til G. Dette resultatet vil bli presentert som Teorem 3.2. Vi vet allerede fra
Korollar 2.2.1 at dersond: inneholder en delgraf’’ som er enk-klikk, s ma

et eliminasjonstre til7 ha hgydeminstk — 1, mens et eliminasjonstre til’ vil

ha hgydeeksakti — 1.

For & vise at teoremet gjelder generelt, trenger vi farst falgende definisjon:

Definisjon 3.2
En stiw,,,w,,,...,w, ermonotondersomr; < r;41 for 1 < < [.

Liu har i [11] vist fglgende resultat om sammenhengen mellom en lengste monoton
sti i den fylte grafenG* og hgyden til eliminasjonstreet tik:

1 Den mest korrekte termen rent matematisk sett, ville vaartieste eliminasjonstréEng. elimination tree of minimum

height). Av lingvistiske arsaker vil vi likevel bruke betegnelserinimalt eliminasjonstre
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Teorem 3.1

Hgyden til et eliminasjonstré' til en grafG er lik lengden til den lengste mono-
tone stien iG*. [

Fra Teorem 3.1 kan vi utlede det gnskede resultatet:

Teorem 3.2

Gitt to graferG og H slik at / er en sammenhengende delgraf Glv La «
veere en eliminasjonsordning €l som gir et minimalt eliminasjonstrg,,;,. Da
eksisterer det en eliminasjonsordnifgtil /' som gir et eliminasjonstré” slik
at A(T") < h(Twmin).

Bevis:
Velg g slik at den relative ordningen mellom nodené blir den samme somd,,.

Fra Teorem 3.1 vet vi ak(7") er lik lengden av den lengste monotone stien i
HZ;. Vi skal na vise at denne stien har lengdeh (T, ).

Forst viser vi ath; € G3:

Vi vet fra Teorem 1.1 at det oppstar en fyllkamt, w) i Hj; hvis og bare hvis det
finnes en sti if3 mellomu ogw slik at alle nodene pa denne stien er nummerert
lavere ennu og w. Siden vi har valgt? slik at den relative ordningen mellom
nodene iHz er den samme somd,, vil det ogs finnes en slik sti mellom.

og w i Go. Vi ser av dette at alle fyllkanter Hj ogsa forekommer &%, og

det folger atH; C G

Vi betrakter @ en monoton sti,, vy, Uy ey | H;. Kanten ¢,,,v,,,,) finnes
ogsa iG},. Sidenv,, er nummerert fon, ., i 3, vil v,; 0gsé& veere nummerert
for v.,,, i a. Vi ser av dette at dersom det finnes en monoton sti av leiigde
i HE, sa finnes det ogs en monoton sti av lengdei G¥. Dette medfarer at
den lengste monotone stienty; har lengde< /(7). Dermed folger det at
R(T"Y < h(Thmin). O

Dersom/ i Teorem 3.2 ikke er sammenhengende, sa vil resultatet gjelde for hver
sammenhengende komponent Al

Vi ser fra Teorem 3.2 at dersom vi kan gi en nedre grense for hgyden til et
minimalt eliminasjonstre til en delgraf, sa vil den samme grensen ogsa gjelde for
den opprinnelige grafen. Dette skal vi se videre pa i seksjon 3.2.
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Vi tar til slutt i denne seksjonen med faglgende korollar til Teorem 3.2 som vi vil
fa bruk for i kapittel 5:

Korollar 3.2.1

Gitt en grafG medh(Ty.:,) = k. Anta at en villarlig nodev € V(&) blir fiernet
fra ¢, slik at G — v ikke ngdvendigvis er sammenhengende. Derddner et
hgyeste minimalt eliminasjonstre tif — v s& erh(T") = k — 1 eller k.

Bevis:

La « veere en eliminasjonsordning som gir et minimalt eliminasjonstre til hver
komponent aVi — v, og la7’ veere et hgyeste minimalt eliminasjonstretil- v.

Fra Teorem 2.1 vet vi at nodendl utgjer en sammenhengende node-delgraf til
G. Det folger derfor fra Teorem 3.2 &(7"') < k.

Dersomi(T') < k — 1, s& kunne vi ha funnet et eliminasjonstredilav hgyde

< k gjennom & eliminerev sist og nodene {7 — v som angitt ava. Dette

er umulig da et minimalt eliminasjonstre tif har hgydek. Vi ser av dette at
E—1 < (T < k ma gjelde. O

3.2 En nedre grense pa hgyden til et
minimalt eliminasjonstre

Det er interessartt sgke etter teoretiske nedre grenser for hgyden til et minimalt
eliminasjonstre. Dersom vi kan gi en nedre grense som ligger tett opp til den
virkelige verdien, far vi en god malestokk for om en gitt lasning er god eller
ikke. Vi har allerede sett at dersof inneholder en klikk p& noder, sa gjelder
h(Tiin) > k — 1.

| denne seksjonen skal vi bruke Teorem 3.2 til & vise en ny nedre grense for
h(Tmin) (Teorem 3.3). Vi trenger forst fglgende resultat:
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Lemma 3.1

Gitt en grafG med eliminasjonstrd’. La ' veere en sammenhengende delgraf
til G medrn’ > 1 noder og lav € V(G') vaere den hgyeste nummererte noden i
G'. Da gjelder for allew € V(G') atw € T(v).

Bevis:

Anta at ikke alle noder ¥'(G') er med i7'(v). SidenG' er sammenhengende,
ma det eksistere to nodety € V(G') slik atz ogy er naboer i/ og = € T'(v)
mensy ¢ T'(v).

Sidenwv elimineres sist av nodened’, kany ikke ligge pa stien, ...,rot(T)i T.
Dette medfarer at hverkener en etterkommer ti} eller y er en etterkommer til
x. Samtidig vet vi at sidem og y er naboer i sa erl,, # 0. Fra Teorem 2.2
ser vi at dette er umulig, og det fglger at alle noderié ma ligge i7(v). O

Ved hjelp av Lemma 3.1 kan vi na utlede:

Lemma 3.2

Gitt en grafG. For enhver eliminasjonsordningtil &G gjelder: Ingen node har
flere barn i7" enn den er nabo til (7.

Bevis:

Se & en nodev som har minst et barm i 7" som den ikke er nabo til 7. For

at = skal hav som foreldre-node 7', ma det eksistere en fyllkant mellomog

v i G*. For at denne fyllkanten skal oppsta, ser vi fra Teorem 1.1 at nodene pa
en sti fraxz til v i G m& elimineres fgrz. Siden stien § mellomz og v, ma

den inneholde minst en node som er nabatil G¢. Fra Lemma 3.1 fglger det

at alle nodene pa denne stien ma veere etterkommereitil’. Vi ser derfor at

fordi = er barn tilv i T, s& er det en node blant naboenetil ¢ som ikke

kan veere barn tib. Siden hver nabo tib i G hgyst kan gi opphav til et barn

til v 1 T fglger det at nodem ikke kan ha flere barn T' enn antall noder den

er nabo til iG. 0

Vi ser av Lemma 3.2 at vi aldri kan gjgre eliminasjonstreet til en graf lavere enn
et komplettk-neert tre, dert er det maksimale gradtallet til noen node i grafen.
Dersom en graf inneholder > 2 noder gir dette oss:

[logi(n(k —1))] < h(Twmin)
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Appendiks A gir en neermere beskrivelse av komplétigsere treer.

Fra Teorem 3.2 vet vi at en delgraf ikke kan ha et hgyere minimalt eliminasjonstre
enn et minimalt eliminasjonstre til den opprinnelige grafen. Dette sammen med
Lemma 3.2 gir oss falgende nedre grense pa hgyden til et minimalt eliminasjonstre:

Teorem 3.3

Dersom(’ er en sammenhengende delgrafdilder »' = |V (G')| for n' > 2, og

k' er det maksimale gradtallet til noen nodé’i sa gjelder falgende nedre grense
pa hgyden til et minimalt eliminasjonstre ti:

Ung/<nl<kl — 1>>J < h(Tmzn)
L]

For fiksertk, vil verdien til |log;(n(k —1))| | Teorem 3.3 gke med stigende
og med fiksertn vil verdien til |logi(n(k —1))] avta med stigendé.

Vi kan i Teorem 3.3 begrense oss til & finne delgraferstisom er traer uten at
det vil gi oss en mindre tett nedre grense: Antd-atkke er et tre, og la veere
et utspennende tre til’. Da vil 4 inneholde like mange noder sof{, og det
maksimale gradtallet til noen nodeH vil veere mindre eller lik det maksimale
gradtallet til noen node .

La H veere et utspennende tre €if som har minimalt gradtall over alle utspen-
nende treer til’. Da vil H gi en tetteste nedre grense over alle utspennende
grafer til ¢/, p& heyden til et minimalt eliminasjonstre tif. A avgjere om en
graf har et utspennende tre der ingen node har gradtalifor en gitt & > 2, er
imidlertid et NP-komplett problem (Garey og Johnson [1]).

Den tetteste grensen vi kan gi fra Teorem &dgyden til et minimalt eliminasjons-
tre til en graf(, far vi hvis det eksisterer en stii som inkluderer alle nodene
i V(G) (en Hamiltonsk sti). Dette gir oss fglgende korollar:

Korollar 3.3.1
Dersom den lengste stien som ikke er sykel i en gtdfar lengdel, sa gjelder:
O

Vi har fra Korollar 2.2.1 og Teorem 3.3 to ulike nedre grenser pa hgyden til et
minimalt eliminasjonstre. Vi skal na vise at ingen av grensene er strengt bedre
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enn den andre. Dette gjor vi ved & vise at for ulike grafer vil hver av grensene
gi den tetteste nedre grensen.

Den tetteste grensen pa hgyden til et minimalt eliminasjonstre til en komplett graf
pan noder som vi kan gi v.h.a. Teorem 3.3 Fg, n]. Samtidig vet vi fra
Korollar 2.2.1 at ethvert eliminasjonstre til en komplett graf vil ha hgyde 1.
Dersom vi har en graf der den stgrste klikken er forholdsvis stor, er det derfor
trolig at Korollar 2.2.1 vil gi den tetteste nedre grensen pa hgyden til et minimalt
eliminasjonstre.

For et tre G med minst 3 noder, vil Korollar 2.2.1 gi en nedre grense pa 1
pa hgyden til et minimalt eliminasjonstre. Teorem 3.3 gir en nedre grensen pa
|log2(1 4 1)], der{ er lengden av den lengste stied;i Dersom/ > 3, ser vi at
Teorem 3.3 gir den tetteste nedre grens&mpyden til et minimalt eliminasjonstre

til G. For enk x k rutenett-graf (se figur 3.3) vil Korollar 2.2.1 gi en nedre grense
pa 1 pa hgyden til et minimalt eliminasjonstre. Fra Teorem 3.3 far vi en nedre
grense pd2log,k|. Vi ser av dette at dersom den starste klikken ér liten, kan
Teorem 3.3 gi en tettere nedre grense enn Korollar 2.2 Agyden til et minimalt
eliminasjonstre. George og Liu gir i [2] den tetteste nedre grenserHa;, ) til

en rutenett-graf. De viser &t(7},;,) er O(k).

For en gitt eliminasjonsordning til en graf, kan vi gi en annen nedre grense pa
hgyden til eliminasjonstreet tiF enn den grensen Teorem 3.3 gir 0oss. Denne nye
grensen vil veere minst like bra, og kan veere bedre enn den fra Teorem 3.3.

Korollar 3.3.2

Gitt en grafG med eliminasjonstré’. Dersom(’ er en delgraf til den fylte grafen
G* dern' = |V(G")| for n’ > 2, og k' er det maksimale gradtallet til noen node i
(', sa gjelder falgende nedre grense pa hgydeif'til

Uogk (n'(k' — 1)” < h(T)

Bevis:

La 7)., veere et minimalt eliminasjonstre ti#*. Da gjelder fra Teorem 3.3:
Llogr.(n' (K' —1))] < h(T},;,) < WT)

O
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| Korollar 3.3.2 finner vi en delgraf titz* (og ikke til ). Nar vi skal bestemme
G har vi derfor flere kanter & velge mellom enn i Teorem 3.3. Det gjar det mulig
at Korollar 3.3.2 kan gi en tettere nedre grengehgyden til7'.

Til slutt tar vi med at det ikke er gitt fra Lemma 3.2 at fordi en nadéar
naboer i/, sa eksisterer det en eliminasjonsordning slikvdtar & barn i 7.
F.eks. vil ingen node i eliminasjonstreet til en komplett graf ha mer enn et barn.
Vi skal i seksjon 3.3 se naermerd pva som er betingelsen for at det skal oppst
forgrening i eliminasjonstreet.

3.3 Ngstet oppdeling og minimale eliminasjonstraer

Det eksisterer en rekke heuristikker for a finne eliminasjonsordninger som gir fa
fyllkanter i G* (George og Liu [2]). Vi skal i denne seksjonen se naermere p
en slik heuristikk kaltngstet oppdelingeng. nested dissectigrsom ogsa gir et

lavt eliminasjonstre. Vi skal vise i Teorem 3.5 at det for en vilkarlig graf alltid
eksisterer en eliminasjonsordning gitt ved ngstet oppdeling som gir et minimalt
eliminasjonstre. Far vi gjar dette skal vi se naermexehpilke betingelser som

ma gjelde for at vi skal fa forgrening i eliminasjonstreet.

For & fa lavest mulig hgyde et eliminasjonstré’, ma 7' forgrene seg utover i
starst mulig grad. Dersom vi ikke far noen forgrening g alle nodene henger
under hverandre, far vi hayde— 1. Klarer vi derimot & fa til et eliminasjonstre
der hver noder som ikke er et lgv, har 2 barn og like mange noder i hvert deltre
som henger fra, far vi et tre med hgydélog, n|. Henger alle nodene fra roten,

far vi hgyde 1.

Figur 3.1 Eliminasjonstreer av hgyde— 1, |log>n| og 1.

Vi har sett at ingen node kan ha flere barn i eliminasjonstreet enn den er nabo
til i G. Vi skal nd se hva som er betingelsen for at vi skal fa forgrening i
eliminasjonstreet, eller mer formelt hva son&nil for at 7'(x) N T'(y) =  for

to gitte noderz og y.
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Teorem 3.4

Gitt en grafG med eliminasjonstrd’. La v veere laveste felles forfader til to
noderz ogy i 1. Da erT'(z) og T'(y) node-disjunkte hvis og bare hvis nodene
pa stienv,...,rot(T) i T utgjer et kuttsett som dele¥ slik at = og y kommer

i to forskjellige komponenter.

Bevis:!

La s veere et barn tib slik atx € T'(s). Vi vet fra Teorem 2.1 at nodeneli(s)
utgjer en sammenhengende node-delgiatil G.

T:Q

TR

®

Figur 3.2 Nodens er et barn tilv slik atz € T'(s).

= La K veere mengden av alle noderV (G') — V(G') som i G er nabo til en
node iV(G'). Nodene ik utgjer et kuttsett mellomr ogy i . Fra Teorem 2.2
vet vi at alle nodene K’ ma ligge & stienv, ...,rot(T') i T. Det fglger at nodene
pa stieno, ...,rot(7T) utgjer et kuttsett mellom og y i G.

< Vi vet fra Teorem 2.1 at nodend/i(s) utgjer en sammenhengende node-delgraf
til G. |1 og med at nodenedostienw, ...,rot(T) i T utgjer et kuttsett mellomx
ogy i G kany derfor ikke ligge i7'(s). Det fglger atl'(z) N T(y) = 0. O

Ved hjelp av Teorem 3.4 kan vi avgjgre hvor stor forgrening det vil bli i elimina-
sjonstreet.

Korollar 3.4.1

Gitt en grafG med eliminasjonstrd’, der en nodemengd& elimineres sist.
Anta at K’ deler ¢ i [ sammenhengende komponentéry 0. Da gjelder for
allev € K atp(v) € K, og det vil vaere eksakt nodere ¢ — K som har en

1 Liu gir i [12] et bevis for "= delen” av Teorem 3.4. For & bevare helheten og fordi Liu formulerer sitt resultat og
bevis p& en annen mate enn det som blir gjort her, er hele beviset likevel tatt med.
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foreldre-node 7T fra K.

Bevis:

Vi viser farst atp(v) € K gjelder for allev € K. For allev € K og alle
w € V(G) — K gjelderw < v. Siden en node ma veere nummerert hgyere enn
alle sine barn, falger det at hver nodé&’ima ha en foreldre-node fra'.

Vi viser sa at eksakt noder fra(; — K vil ha foreldre-noder frak. Dersom
[ > 1, sa utgjar nodene K et kuttsett mellom hvert par av de&komponentene.
Vi ser fra Teorem 3.4 at da gjelder for hvert par av nadey, derz ogy er med
i ulike komponenter, af'(z) N T'(y) = 0.

Siden hver av komponentené&/i— K er sammenhengende, ser vi fra Lemma 3.1
at hagyst en node fra hver komponent kan ha en foreldre-nodg frdi vet ogsa

at sidenk’ elimineres sist, kan ingen node ffa— K veere rot il. Den hgyeste
nummererte noden fra hver komponent vil derfor ha en foreldre-noge: som
ikke er fraGG — K. Det fglger at foreldre-noden til ma veere frak’. [

Korollar 3.4.1 sier ikke bare hvor stor forgrening det blir fra det kuttsettet som
elimineres sist. Vi vet fra Teorem 2.1 at noden&(iz) for vilkarlig = € V(&)
utgjer en sammenhengende node-delg¥atil . Dersom et kuttsetty’ til &’
elimineres sist av nodened’, sa sier Korollar 3.4.1 hvor mange deltreer som
vil henge frak' i T'.

Det falger ogsa fra Korollar 3.4.1 at dersom det er mange kanter i en graf slik
at det er vanskelig a finne et lite kuttsett som delei mange komponenter,

sa vil det og& vaere vanskelig finne en eliminasjonsordning som gir et lavt
eliminasjonstre.

Korollar 3.4.1 gir oss en heuristikk for & finne en eliminasjonsordning som gir
forgrening i eliminasjonstreet, og derfor forhapentligvis ogsa et lavt eliminasjons-
tre:

For en grafGG finner vi et kuttsett som, hvis det fijernes, deferi to eller flere
komponenter. Vi nummererer nodene i kuttsettet sist i eliminasjonsordningen til
(. Vi gjentar sa prosessen (rekursivt) for hver komponent inntil komponentene
vi star igjen med utgjer klikker i7.

En eliminasjonsordning gitt ved en slik fremganggmkalles for emgstet opp-
delingsordning(eng. nested dissectign George og Liu gir i [2] en mer utfarlig
presentasjon av ngstet oppdeling.
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Fra Teorem 1.1 ser vi at det heller ikke kan oppsta fyllkanter mellom de ulike
komponentene. Dersom vi for hver komponent finner et lite kuttsett som deler
komponenten i mange delkomponenter, vil &idt lavt eliminasjonstre, samtidig
som vi far relativt fa fyllkanter iGG*.

Figur 3.3 viser et eksempel pa ngstet oppdeling utfgrt pa>eh fitenett-graf

og det eliminasjonstreet det gir. Det er en strek rundt nodene i hvert kuttsett i
(. En dobbel kant i eliminasjonstreetastfor en sti av direkte ettegglgende
nummererte noder.

24
23
22

Figur 3.3 Ngstet oppdeling utfgrt pa ex5 rutenett-graf.

George og Liu forlanger i [2] at i en ngstet oppdelingsordning skal fjerning av
et kuttsett gi komponenter av “omtrent” samme stgrrelse. Gilbert [4] setter som
krav til hvert kuttsett at det ma veere slik at ingen ny komponent inneholder mer
ennn/2 noder, dern er antall noder i den opprinnelige komponenten. Begge
disse kravene settes for & garantere at det ikke oppstar fyllkanter mellom flest
mulig noder.

Vi skal na vise at det ikke eksisterer en ngstet oppdelingsordning som oppfyller
kravet om at ingen komponenérfinneholde metc + n| noder, dem er antall
noder i den opprinnelige komponenten ogr en gitt konstant det < ¢ < 1,

som gir et minimalt eliminasjonstre for en vilkarlig graf.

| figur 3.4 ser vi to ngstede oppdelingsordningeog 3 brukt pa en og samme
graf samt de eliminasjonstreerne disse gir. Batéfredstiller kravet om at ingen
komponent skal ha mer emrf2 noder. Vi ser atf gir det laveste eliminasjonstreet.
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Figur 3.4 To ngstede oppdelingsordninger utfart pA samme graf.

| figur 3.4 er det 4 noder som bare er nabo til node(®,i Anta at vi forandrer

(i, slik at det erk noder, derk er vilkarlig, som bare er nabo til node 9. la
veere en eliminasjonsordning som gir et minimalt eliminasjonstré/ il Node

3 eller node 4 ma elimineres sistj og vi ser at vi kan bestemmé slik at
komponenten som inneholder node 9 vil inneholde mer |enn:| noder for en

gitt verdi ave der0 < ¢ < 1. Det faglger at det ikke gjelder generelt at en ngstet
oppdelingsordning med en begrensning pa starrelsen av komponentene alltid vil
gi et minimalt eliminasjonstre.

Vi ser ogsa fra grafen i figur 3.4 at en fremgangsmate hvor vi eliminerer det
kuttsettet sist som deletr i flest komponenter, heller ikke vil gi et minimalt
eliminasjonstre.

Leiserson og Lewis viser i [8] en variant av ngstet oppdeling utviklet for & finne
lave eliminasjonstreer. Vi skal her vise at det alltid finnes en ngstet oppdelings-
ordning som for en villrlig graf gir et eliminasjonstre av minimal hgyde. Denne
setter ingen krav pa starrelsen til komponentene.

Vi trenger farst fglgende definisjon:

Definisjon 3.3 Et kuttsett til en graf er minimaltt dersom ingen undermengde
av det oga er et kuttsett tilG.

Vi ser at ingen overmengde til et minimalt kuttsett kan veere et minimalt kuttsett.

Dersom vi eliminerer nodene i en graf etter en ngstet oppdelingsordning med
minimale kuttsett kan vi v.h.a. Korollar 3.4.1 avgjgre hvor mange barn de ulike
nodene vil ha i det tilhgrende eliminasjonstréetAnta at vi eliminerer et mini-

malt kuttsett sist av nodene i en komponent, og at kuttsettet deler komponenten i
[ > 2 delkomponenter. Da falger det av Korollar 3.4.1 og definisjonen av mini-
male kuttsett at den nederste noden i kuttsettet vil ha ekdadtn 7', og at alle
andre noder i kuttsettet vil ha et barn hver.

1 Rose definerer i [15] et minimalt kuttsett til en graf som det kuttsettet som inneholder feerrest noder.
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Vi kan na vise at det for en vilkarlig grafi alltid finnes en ngstet oppdelings-
ordning med minimale kuttsett som gir et minimalt eliminasjonstre. Maten vi
gjar dette @ era vise at for enhver eliminasjonsordningtil ¢, med tilhgrende
eliminasjonstrel’, kan vi alltid permutere: slik at vi far et nytt eliminasjonstré”

der 2(T") < h(T), og det eksisterer en ngstet oppdelingsordning med minimale
kuttsett til G som ville gitt 7".

Lemma 3.3

Gitt en grafG, med tilhgrende eliminasjonstfé der minst en node har 2 eller
flere barn. Vi kan da permutere slik at vi far et nytt eliminasjonstrd” der
falgende er oppfylt: (1) Nodene pa stien fra og med den gverste nodén i
som har minst 2 barn til og meebt(7") utgjer et minimalt kuttsett tit7,. (2)
R(T") < W(T).

Bevis:

Lav veere den gverste nodeff'isom har minst 2 barm ogy. Vi ser fra Teorem
2.3 atax vil veere nabo iG?, til eksakt de av nodenedpstienw, ...,rot(1') som
nodene i7'(x) er nabo til iG,. Kall denne mengdery. Nodene iS utgjer et
kuttsett til G, mellom nodene '(x) og resten av nodene(i, — 5. La A veere
en komponent {#, — .5 som er nabo til feerrest mulig noderSi Kall mengden
av noder iS5 som A er nabo til forR.

G,

o

=0 Qv

Figur 3.5 Nodene i® utgjgr et minimalt kuttsett til7,. (Merk atz ogsa kan ligge iA.)

Nodene iR utgjer et kuttsett tiks,, slik at alle komponentene tli — R er nabo

til samtlige noder ik. Det fglger at ingen undermengde &lkan veere et kuttsett
til G,. Derfor utgjer R et minimalt kuttsett til&7,,.

Vi skal na vise at en innbyrdes permutasjoa av nodene pa stien, ..., rot(T)

i T" ikke farer til at hgyden til eliminasjonstreet til gker. Lall vaere mengden
av noder som opprinnelig liggerapstienv, ...,rot(T) i T. Vi konstaterer farst
at en innbyrdes permutasjon av nodeng ikke vil fare til at det oppstar eller
forsvinner fyllkanter mellom noen av etterkommerenectii 7. Det gjgr at
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strukturen til deltreerne som henger tra 7', vil forbli uforandret. Siden nodene

i U, etter en omordning, fremdeles blir eliminert sist av nodefig ,i vil en node

w € U bare ha forfedre frd/. Det falger atw ikke kan ha kommet lenger ned

i eliminasjonstreet enm var opprinnelig, og at hvert deltre som hengtewatar
omordningen, fremdeles bare vil ha forfedre ffa Vi ser av dette at hgyden til
eliminasjonstreet til7, ikke kan gke etter en innbyrdes permutasjon av nodene
i U.

Dersom vi eliminerer nodeneR sist, og resten av nodene pa stien..,rot(T')

i T rett for R i samme relative ordning som tidligere, ser vi fra Teorem 3.4 at
den nederste nodenA vil ha minst to barn i det nye eliminasjonstréét Ingen
forfader til denne noden kan ha mer enn ett barnkder et minimalt kuttsett til

G'. Vi har na fatt et eliminasjonstrg’ der nodene pa stien fra og med den gverste
noden som har minst to barn til og med:(7"), utgjer et minimalt kuttsett til

G og derh(T") < W(T). O

Dersom vi utfgrer permutasjonen slik den er beskrevet i beviset av Lemma 3.3,
ser vi at nodene fra og med den fagrste nodemed minst to barn til og med
rot(T), n& utgjer et minimalt kuttsett tif7. Vi kan for hvert deltre som henger
frav i T, gjenta prosessen rekursivt inntil deltraerene som star igjen, utgjer kjeder
i eliminasjonstreet. Vi har & fatt et eliminasjonstrd” der hver ikke-nederste
maksimale kjedés utgjer et minimalt kuttsett til node-delgrafentilbestaende av
nodene ik og alle etterkommere tik i 7". Vi skal na se at vi kan permutere eli-
minasjonsordningen som g&v, uten at hgyden til"” gker, slik at hver nederste
kiede i T' utgjer en klikk i G.

Lemma 3.4

Gitt en grafG med . noder og eliminasjonstré’ der A(7) = n — 1. Dersom
nodene iGG ikke utgjer en klikk, kan vi finne en eliminasjonsordningdil G slik
at vi far et nytt eliminasjonstré” der fglgende er oppfylt: (1) Nodené [stien
fra den gverste noden som minst 2 balfff kil rot(7") utgjer et minimalt kuttsett
til Go. (2) R(T") < n— 1.
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Bevis:

La v veere en node som ikke er en nabo til samtlige andre noderLia S veere
mengden av naboer til i G. Vi ser atS utgjer et kuttsett tilG. La A veere
en komponent i — .S som i GG er nabo til feerrest mulig noderS4. Kall den
mengden av noder $ som A er nabo til for k. Eliminer nodene iR sist, og
resten av nodened’ i samme relative ordning som tidligere. Nodeng utgjar
et minimalt kuttsett tilz, og den nederste nodenki vil derfor ha minst to barn
i T. Siden en node har minst to bard'j erh(7) <n —1. O

Fremgangsmaten i beviset av Lemma 3.4 kan brukes rekursivt pa hver nederste
kjede i 7" inntil hver nederste kjede utgjer en klikkd.

Vi ser na fra bevisene av Lemma 3.3 og 3.4 at for ethvert eliminasjofistre
tilhgrende en graf/, kan vi finne et nytt eliminasjonstrg’ til  slik at fglgende

er oppfylt: (1) Det eksisterer en ngstet oppdelingsordning,tdler alle kuttsettene

er minimale, som ville gittl”. (2) A(T") < h(T).

Siden vi kan gjgre dette for alle eliminasjonstreercifar vi falgende resultat:

Teorem 3.5
For en villarlig grafG eksisterer det en ngstet oppdelingsordning, der alle kuttsett
er minimale, som gir et eliminasjonstre av minimal hgydé.

Pothen har i [14] vist at det er et NP-komplett problem a avgjagre om det eksisterer
en eliminasjonsordning til en vilkarlig graf som gir et eliminasjonstre av hagyde
mindre eller likk for et gitt heltallt. Vi skal na vise at problemet fremdeles er NP-
komplett om vi innfgrer et ekstra krav om at ordningen som gir eliminasjonstreet
skal veere gitt ved en ngstet oppdelingsordning med minimale kuttsett. Gitt en
vilkarlig graf G og et heltallt. De to problemene kan da defineres som:

I'. Eksisterer det en eliminasjonsordning som gir et eliminasjonstré’ tdv
hgyde mindre eller likk?

II. Eksisterer det en ngstet oppdelingsordning med minimale kuttsétttdm
gir et eliminasjonstre av hgyde mindre eller kR

Vi ser direkte fra Teorem 3.5 at fglgende gjelder:
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Korollar 3.5.1

For en qitt grafG og et heltallk gjelder: I' har en Igsning hvis og bare hvis
har en lgsning. [

Vi kan gjette en lgsningy til II, og teste i polynomisk tid onax er gitt ved
en ngstet oppdeling med minimale kuttsett, lage eliminasjonsiretdt ¢, og
avgjgre omh(T) < k. Det fglger atll er med i NP. Sammen med Korollar
3.5.1 gir dette oss:

Korollar 3.5.2
IT er NP-komplett. []

Vi vet at hgyden til et eliminasjonstre til en graf medhoder kan ligge mellom
0 ogn — 1. Dersom vi kan lgsél i tid O(f(n)) s kan vi finne den minsté slik
at Il har en ja-lgsning i tid)( f(n)logn). Dette gir oss falgende korollar:

Korollar 3.5.3
Det er NP-hardt & finne den minsteslik at IT har en lgsning ]

Vi skal i kapittel 4 bruke Teorem 3.5 for & utvikle en algoritme for & redusere
hgyden til et eliminasjonstre. | den forbindelse trenger vi falgende resultat:

Teorem 3.6

Gitt en grafG med eliminasjonstrd’. La K veere en ikke-nederste maksimal
kiede i T og la G’ veere node-delgrafen til' bestaende av nodenehi og alle
etterkommere tilK i 7. Da er K et minimalt kuttsett tilG' hvis og bare hvis
hvert barn til den nederste noderki er nabo iG* til samtlige noder k.

Bevis:

= Anta at K er et minimalt kuttsett til’. Da vil hver komponent (' — K

veere nabo 7' til samtlige noder iK. Hver komponent utgjar et deltre av

som henger fra den nederste nodel.i Fra Teorem 2.3 vet vi at en nodeer

nabo iG* til de nodene som nodeneli(z) er nabo til iG. Det fglger derfor
at hvert barn i7" til den nederste noden K vil veere nabo iG* til samtlige
noder i K.
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< Vi vet fra Teorem 3.4 atk’ er et kuttsett tilG' som deler’ i et antall
komponenter. Hver komponent utgjar et deltrefagom henger fra den nederste
nodenv i K. For hvert barne til v i 7" gjelder det at den er nabaod* til de av
nodene i som nodene '(z) er nabo til iG;. Siden hvert barn tib er nabo

til samtlige noder iK', falger det at hver sammenhengende komponent er nabo
til samtlige noder iK. Vi ser derfor at ingen undermengde &av kan veere et
kuttsett til &', og det falger atx’ er et minimalt kuttsett.]

Ved hjelp av Teorem 3.6 kan vi lett avgjgre om nodene i en maksimal kjedey

i T utgjer et minimalt kuttsett til node-delgrafen €l bestaende av noden&'{y).

Fra Teorem 3.6 kan vi videre vise fglgende resultat som beskriver en egenskap
ved eliminasjonstraer som er gitt ved ngstede oppdelingsordninger med minimale
kuttsett:

Korollar 3.6.1
Gitt en grafG med eliminasjonstrd’. Dersom er gitt ved en ngstet opp-

delingsordning med minimale kuttseth sitgjgr nodene i enhver kjedeTi en
Klikk i G*.

Bevis:

Siden enhver kjede er en delgraf av en maksimal kjede er det nok a vise resultatet
for maksimale kjeder.

La K veere en maksimal kjede#. Hvis K er en nederste kjede®, er K

en klikk i G og derfor ogsa i7*. Anta derfor atk ikke er en nederste kjede.

Fra Teorem 3.6 vet vi at hvert barn til den nederste nodéhn er nabo iG*

til samtlige noder iK. Det fglger derfor fra Teorem 2.3 dt utgjer en klikk

i G*. O

Dette resultatet vil vi nyttegjgre oss i kapittel 4.
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4 En klasse av algoritmer for a redusere
hgyden til et eliminasjonstre

Liu [10] [11] og Hafsteinsson [5] har utviklet hver sin algoritme for a redusere
hgyden til et gitt eliminasjonstre. Vi skal her utvikle en ny algoritme med samme
foremal. Vi skal sammenligne denne med algoritmene til Liu og Hafsteinsson, og
vise at alle tre er varianter av algoritmer som baserer segt ffelles resultat. &
bakgrunn av dette resultatet skal vi sa utvikle en fijerde algoritme for & redusere
hgyden til et eliminasjonstre.

4.1 Minimale-kuttsett algoritmen

| denne seksjonen skal vi utvikle en ny algoritme, for & redusere hgyden til et
eliminasjonstre. Denne algoritmen baserer seg pa bevisene av Lemma 3.3 og 3.4.

Fremgangsmaten som bevisene for Lemma 3.3 og 3.4 gir for & finne en ngstet
oppdelingsordning med minimale kuttsett, kan med en liten modifikasjon brukes
til en algoritme for & redusere hayden til et eliminasjonstre.

Vi ser fagrst hvordan vi kan bruke resultatet fra Lemma 3.3 for & omordne en
ikke-nederste maksimal kjede.

Nar vi har en ikke-nederste maksimal kjede..,y i T', og skal bestemms§ slik

som beskrevet i beviset av Lemma 3.3, tar vi utgangspunkt i et dditnz, og
setterS lik alle naboer tilv i G* som ligger & stienz, ...,y i T". Istedenfora
farst bestemme det minimale kuttsetfetC S, foretar vi en lokal permutasjon

i eliminasjonsordningen av nodene pa stien...y i 7. Denne permutasjonen
besér i at vi eliminerer nodene § sist av nodene ® stienz, ...,y i 17'. Dette

gjer vi slik at nodene 5 blir eliminert i samme relative ordning som tidligere.
Vi eliminerer nodene pa stien, ...,y i 7' som ikke er med 5, rett fgr nodene i

S, ogsa disse i samme relative ordning som tidligere. Det vil fagre til at nodene
i S henger under hverandre i det nye eliminasjonstreet. Nodene som opprinnelig
l& pa stienz, ...,y i T som ikke er med 9, vil fordele seg gverst i et eller flere
deltreer som henger fra nodefi Deltreerne som opprinnelig hengte fravil na
henge fra noder som opprinnelig 1a pa stien..,y i 7. Som en fglge av denne
omordningen vilz i det nye eliminasjonstreet ha minst to barn.

Vi kan na lett bestemme?. La s vaere den gverste nodertisom har minst to
barn, og lar veere en node blant barna gilsom iG* er nabo til feerrest noder i
S. Det minimale kuttsettef? blir da alle noder iS som er nabo tit | G*. Vi
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permuterer na rekkefglgen i eliminasjonsordningen av nodehelik at R blir
eliminert sist. Dette vil ha tilsvarende konsekvenser som nar vi eliminerte nodene
i S sist av nodene som opprinnelig pa stienz, ...,y i 7.

Anta A at rar vi skal bestemmé sa velger viv som en node av maksimal hgyde
blant barna tilz. Det medfgrer at etter omordningen har nodefi&:) kommet
|z, ...,y| — || plasser neermereot(T).

Dersom vi likevel har flere kandidater & velge mellom nar vi skal bestersime
velger vi en node som vil bli flyttet lengst opp etter en omordning. Det vil si
at vi velger en node som er nabaG* til feerrest noder pa stien, ...,y i 7.
Grunnen for & gjare et slikt valg, er at hvis et deltre kommer hgyt nok opp, sa
kan vi hape at det ikke vil virke inn pa den totale hgyden til eliminasjonstreet
nar algoritmen er ferdig.

Dersom vi har flere muligheter for nar vi skal bestemme?, velger vi ogsa

som en hgyeste node blant de aktuelle kandidatene.

Vi modifiserer paA samme mate den omordningen av en nederste kjede, som er
gitt i beviset til Lemma 3.4. @r vi skal bestemmé for en nederste kjede, tar

vi utgangspunkt i den gverste noden i kjeden, som ikke er nabdili samtlige

av sine etterkommere. For a gjare det lettere & bestemme det minimale kuttsettet
R, eliminerer vi$ sist pa samme mate som vi gjorde medor en ikke-nederste
kjede. Deretter bestemmer vi dg& pa samme rate som for en ikke-nederste
kjede, og eliminererk sist av nodene K.

Dette gir oss en algoritme for & minske hgyden til et eliminasjonstre. Vi begynner
med den gverste kjedenli, og giennomfgrer omordningen som beskrevet over.
Deretter fierner vi det gverste kuttsettet og gjentar prosessen rekuadivtgot av
deltreerne vi star igjen med. Algoritmen stopper opp nar deltraerne utgjer klikker

i (. Vi kaller denne algoritmen foMinimale-kuttsett algoritmenHer falger en
pseudo-koden til algoritmen. Den tar som inn-parameter et eliminasjdfistre

| algoritmen erS og R nodemengder, og, ¢, v 0g w er noder.

Minimale-kuttsett algoritmeri()
Dersom nodene 1" ikke er en Klikk i &G
— DersomT er en kjede
— v = Den hgyeste noderi/i som ikke er nabo (- til alle sine etterkommere.
S = Alle naboer tilv i G.

[J » = En hgyeste node blant barna til den gverste nodénsom har minst
to barn. Dersom det er flere muligheter, velges en node sGinear
nabo til feerrest av sine forfedre.
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S = Alle naboer tilv i G*, som er forfedre tib i 7.

Foreta en lokal omordning slik at nodené iblir eliminert sist.
s = Den gverste nodenS som har minst to barn.
t = En barn tils, som iG™* er nabo til feerrest noderd. Dersom det er flere
muligheter, velges en node som er hgyest i
R = Alle naboer tilt i G*, som er forfedre tilt 1 T'.
Foreta en lokal omordning slik at nodenéiblir eliminert sist.
For hvert barnw til den nederste noden &
Minimale-kuttsett algoritmeri((w))

Figur 4.1 viser stegvis hvordan et eliminasjonstre blir omordnet ved bruk av
Minimale-kuttsett algoritmen.

Figur 4.1 Eksempel pa bruk av Minimale-kuttsett algoritmen.

Under utfagrelsen av algoritmen setter vi farst 2 og S = {5,4}. Nar vi har
eliminert nodene 15, sist setter vis = 4 og¢ = 6 eller 3. Uansett hva vi setter

t til, sa far vi R = {4}. Vi eliminerer 4 sist og utfgrer algoritmen pa alle deltreer
som henger fra node 4. Det farer til at deltreet med 5 som rot blir brettet sammen.
Mengden av fyllkanter ¢* forandrer seg ogsa. Nar vi starter har vi kantene (2,5)
og (5,6). Nar algoritmen er ferdig, har vi bare kanten (1,4).

Den lengste stien i grafen i figur 4.1 er av lengde 4. Sidén:(5)| = 2

og eliminasjonstreet vi &t igjen med har hgyde 2, ser vi fra Korollar 3.3.1 at
eliminasjonstreet er minimalt etter omordningen.

Det er trolig at vi kan forbedre behandlingen av nederste kjeder i forhold til den
fremgangsmaten som algoritmen gir. Dersom vi bruker en ngstet oppdelings-
ordning direkte f node-delgrafen til; som besir av nodene i en nederste kjede,
far vi sannsynligvis bedre balanse i eliminasjonstreet og derfor ogsa et lavere tre.
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Nar vi foretar en omordning av en kjede slik at et kuttsett blir minimalt, kan det
bade oppsta og forsvinne fyllkanterGi*. Anta at vi har tre noder,y og z,
valgt pa felgende rate: Fgr omordningen er forfader til x, og =~ er forfader til

y (figur 4.2.a). Etter omordningen er en forfader tily, og = en forfader tilz.
Dersom(y, z) € V(G) og(z,x) ¢ V(G) (figur 4.2.b), vilz etter omordningen ha
en fyllkant til . Dersom(z, z) € V() og hverkeny eller noen etterkommere til

y etter omordningen er nabo til (figur 4.2.c), & vil fyllkanten (y, z) € V(G*)
forsvinne.

r@ @ «
o -
® ) @
a b c

Figur 4.2 a. Fer omordning. b. Kantdm, z) oppstar. c. Kanteliy, z) forsvinner.

| en analyse av antall fyllkanter i en graf, kan vi ha som kriterium for at det
ikke skal eksistere en fyllkant mellom to noder, at de skal veere i node-disjunkte
deltreer avl'. Etter en omordning kan vi da garantere at det er feerre fyllkanter.

Tidskompleksiteten ved en sekvensiell utfgring av Minimale-kuttsett algoritmen
vil veere begrenset nedad av hgyden til eliminasjonstreet. Vi ser at resultatet av
en omordning kan pavirke resultatet av omordninger lenger nede i eliminasjons-
treet. Dersom vi skal parallellisere algoritmen, ma vi begynne med det gverste
kuttsettet og arbeide oss nedover i eliminasjonstreet. Hver gang vi kommer til
en forgrening i eliminasjonstreet, kan vi assosiere hvert gjenveerende deltre med
en prosessor. Ogsa pa en parallell maskin vil kjgretiden derfor veere begrenset
nedad av eliminasjonstreets hgyde.

4.2 Algoritmene til Liu og Hafsteinsson

Vi skal her beskrive algoritmene som Liu [10] [11] og Hafsteinsson [5] har utviklet
for & redusere hgyden til et eliminasjonstre.

Algoritmen til Liu bygger pa falgende omordningsteg:

Gitt en grafG med eliminasjonstrd’. Ta utgangspunkt i en node og foreta
en permutasjon av forfedrene til i 7. Permutasjonen bestar i a eliminere de
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av forfedrene tilz, somax er nabo til i G*, sist i samme relative ordning som
tidligere. Resten av forfedrene til elimineres rett far, ogsa de i samme relative
ordning som tidligere.

Selve algoritmen bestar i en gjennomgang av en sti-dtél’) til et dypeste lagV
og foreta omordningsteget sa lenge det gir et lavere eliminasjonstre. Her fglger
pseudo-koden til algoritmen. | algoritmen erog = noder.

Algoritmen til Liu(7")
v = et dypeste lgv il'.
For hver noder pa stienrot(T),...,v i T
Dersomz ikke er nabo iG* til samtlige av sine forfedre T'
— Dersom omflytting gjer!’ lavere
— Foreta omflytting
L] Avslutt algoritmen

Figur 4.3 viser effekten av algoritmen til Liu pa et eliminasjonstre tilhgrende en
graf G.

G. T: &) 3)
-6 & W —a B
® g © @

o

Figur 4.3 Eksempel pa bruk av algoritmen til Liu.

Far en omordning vil forfedrene tit utgjgre en klikk iG*. Det medfgrer at de

av forfedrene tilz som ikke er nabo tik: i G* vil etter omordningen henge under
hverandre i et deltre som henger fi@). Nodenz vil na bare ha forfedre som den

er nabo til iG*. Det falger atl'(x) na har kommet neermeret(7'). Dersomz
opprinnelig hark forfedre og er nabo til < & av disse iG*, har nodene i deltreet
T(x) etter ett steg av algoritmen blitt flyttét— / plasser nsermere roten fil.

Vi kan se pa et omflyttingsteg i algoritmen som bestaende av flere enkeltopera-
sjoner. En enkeltoperasjon bestar i & ta den laveste nedelant forfedrene til

x somz ikke er nabo til iG*, og eliminerew rett etterz. Nodenw vil da fa
samme foreldre-node som

1 stien gar egentlig fra det dypeste levettil »ot(T) slik at det vi gjgr er en baklengs gjennomgang av stien
v, ., rot(T).
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| hvert steg av algoritmen foretar vi en lokal permutasjon av noder som utgjar
en klikk i G*. Det medfgrer at det ikke vil oppsta nye fyllkanter etter bruk av
algoritmen.

Algoritmen til Hafsteinsson bygger pa falgende resultat som han viser i [5]:

Teorem 4.1

La K veere en kjede T slik at K’ ikke er en klikk iG*. La v veere den gverste
noden i/ som ikke er nabo G* til samtlige andre node k', og law veere den
gverste noden K som ikke er nabo tib i G*. Vi kan da permutere nodenehi
slik at v far samme foreldre-node som

Bevis:

La = veere barnet tib i 7. Da utgjer nodene pa stiefw), ..., i T et kuttsett
S mellomw ogv i G. Fra Teorem 3.4 vet vi at dersom nodeng elimineres
etterv og w sa gjelder?'(v) N T'(w) = 0.

Vi vet atv er nabo iG* til alle noder iS. Det fglger derfor at dersom vi eliminerer
alle nodene i samme ordning som tidligere bortsett fra @ elimineres rett etter
w, 4 vil v og w ha samme foreldre-nodeZi. ]

Etter at vi har utfgrt en omordning som beskrevet i beviset av Teoremadvil s
nodenv ha blitt et lgv i7", samtidig som nodene'(w) har blitt flyttet en plass
naermere roten till".

Fra Teorem 4.1&r vi falgende Korollar som beskriver en egenskap ved minimale
eliminasjonstreer:
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Korollar 4.1.1

Et minimalt eliminasjonstre &ninneholde en lengste sti der hver kjede er en klikk
i G*. O

Algoritmen til Hafsteinsson best i & ta for seg hver kjede som liggeé gn
lengste sti i7" og som ikke utgjgr en Kklikk iG*, og utfgre omordningen som
beskrevet over. Dette gjentar vi inntil alle kjede¥'j er klikker i G*. Dersom
vi bare velger kjeder " av maksimal lengde, vil rekkefglgen vi velger dem i,
ikke innvirke pa det endelige resultatet.

Figur 4.4 viser algoritmen til Hafsteinsson utfgrt pa eliminasjonstreet til en‘graf

G: T:
(6) (6)
:>
2 @ L ® @
©

Figur 4.4 Eksempel pa bruk av algoritmen til Hafsteinsson.

Pa en en-prosessor datamaskin vil kjgretiden til begge algoritmene vaere avhengig
av hayden til eliminasjonstreet. Dersom vi gnsker a parallellisere algoritmene, ser
vi at algoritmen til Hafsteinsson egner seg best, da vi kan sette en prosessor til
a arbeide med hver maksimal kjede parallelt, slik at kjgretiden blir sa lang som
det tar & ordne den mest arbeidskrevende kjeden.

Algoritmen til Liu er vanskeligered parallellisere, da hvert steg i algoritmen
pavirker hva vi gjar i det neste steget.

4.3 Sammenligning av algoritmene

Vi skal na vise at ingen av de to algoritmene vi sa pa i seksjon 4.2 og Minimale-
kuttsett algoritmen fra seksjon 4.1, er strengt bedre enn hverandre. Dette gjar vi
ved a vise at det for hvert ordnet par av algoritmed, B> eksisterer en graf
med tilhgrende eliminasjonstre slik dtgir er lavere eliminasjonstre enf.

| figur 4.3 ser vi at hverken algoritmen til Hafsteinsson eller Minimale-kuttsett
algoritmen gir et lavere eliminasjonstre enn det vi opprinnelig hadde. Grunnen
til at algoritmen til Liu i dette eksempelet gir bedre resultat enn de to andre
algoritmene, er at den kan flytte ut noder som har mer enn et b&rnfra en
lengste sti i7". Ingen av de to andre algoritmene klarer dette.
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Figur 4.5 viser en graf hvor bare Minimale-kuttsett algoritmen gir et lavere eli-
minasjonstre.

G: T:
N 8 .
@ a
DTy I RN ROR:
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Figur 4.5 Eksempel pa bruk av Minimale-kuttsett algoritmen.

En av arsakene til at Minimale-kuttsett algoritmen kan gi bedre resultat enn
algoritmen til Hafsteinsson, er at Minimale-kuttsett algoritmen kan Igse opp stier
i 7" hvor nodene danner klikkerG™* men ikke iG. | algoritmen til Hafsteinsson

blir den noden som blir flyttet ut, alltid et lgv i det endelige eliminasjonstreet. En
slik begrensning gjelder ikke for de to andre algoritmene.

Fra Korollar 3.6.1 vet vi at alle kjeder vil veere klikkeGi* etter at vi har utfart
Minimale-kuttsett algoritmen. Det falger derfor at etter bruk av Minimale-kuttsett
algoritmen vil algoritmen til Hafsteinsson ikke kunne forbedre resultatet videre.
Dersom algoritmen til Hafsteinsson klarer a redusere hgyden til en kjede, kan
kjeden ikke veere et minimalt kuttsett. Dette gjgr at Minimale-kuttsett algoritmen
alltid vil gi positive resultat dersom algoritmen til Hafsteinsson gjgr det. Det
eksisterer likevel grafer hvor algoritmen til Hafsteinsson gir bedre resultat enn
Minimale-kuttsett algoritmen. Et eksempel pa dette er vist i figur 4.6.
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Figur 4.6 Eksempel@bruk av algoritmen til Hafsteinsson og Minimale-kuttsett algoritm&rsgamme graf.
a. Opprinnelig eliminasjonstre. b. Algoritmen til Hafsteinsson. c. Minimale-kuttsett algoritmen.

34



Det er verdt & merke seg at dersom algoritmen til Hafsteinsson ikke plukker ut
kjeder av maksimal lengde, vil den likevel ikke veere strengt bedre enn noen av de
andre algoritmene. Vi ser at uansett hvordan vi velger kjedene i de opprinnelige
eliminasjonstraerne i figur 4.3 og figur 4.5, sa vil algoritmen til Hafsteinsson ikke
gi lavere eliminasjonstraer enn det vi hadde opprinnelig.

Til slutt ser vi at algoritmen til Liu brukt pa det opprinnelige eliminasjonstreet
til grafen i figur 4.4 ikke ville gi et lavere eliminasjonstre. En arsakene til at
algoritmen til Hafsteinsson og Minimale-kuttsett algoritmen kan gi bedre resultat
en algoritmen til Liu, er at algoritmen til Liu ikke arbeider videre nedover i
eliminasjonstreet, nar den ikke lenger kan gjare treet lavere uten a risikere a
introdusere nye fyllkanter.

4.4 Et resultat om permuteringer av eliminasjonstraer

Vi har na sett at ingen av de tre algoritmene fra seksjon 4.1 og 4.2 er strengt
bedre enn noen av de andre. Vi skal na vise at alle tre algoritmene har et felles
trekk som gjer at vi kan si at de tilhgrer samme klasse av algoritmer. Vi skal vise
at samtlige algoritmer baserer se§ fwlgende resultat:

Teorem 4.2

Gitt en graf G med eliminasjonstrd’. La v veere et dypeste lgv1 og w en
forfader til v. Dersom(v,w) ¢ E(G) kan vi permutere nodenéystieno, ..., w i
T, slik at eksakto blir fiernet fra stienv, ...,rot(T) i T.

Bevis:

Sidenwv ikke er nabo tilw i G, ogv er lgv i T, kanv heller ikke veere nabo

til w i G*. Det finnes derfor en gverste nodepa stienv, ....w i 7', som ikke

er nabo tilw i G*, og derfor heller ikke iG. La = veere det barnet tilo som
ogsa er en forfader tit i 7. Da utgjer nodene pa stieriz), ...,z i T' et kuttsett
mellom = og w i G. Det fglger derfor at dersom nodene elimineres i samme
rekkefglge som tidligere, bortsett fra at elimineres rett etter:, sa vil x og w

na ha samme foreldre-node7i.
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Figur 4.7 Nodenw blir flyttet ned slik at den far samme foreldre-node som

D-@-O-@-O
U

Vi kan se pa en omordning som beskrevet ovenfor, som bestaende av flere enkelt-
steg. Hvert steg bestar i at bytter plass i eliminasjonsordningen med et av sine
barny i 7. Vi vet atw er nabo tilp(w) i G* fer en slik lokal omordning. Det
falger derfor aty vil veere nabo iG* til p(w) etter aty og w har byttet plass.
Nodeny vil fa p(w) som foreldre-node, mens far y som foreldre-node. Vi ser

av dette at ingen andre noder earvil bli fiernet fra stienv, ...,rot(T) i T etter

at hele omordningen er ferdig.]

Vi kaller permuteringen av en lengste sti'i slik at en nodew blir fiernet fra
denne stien, som beskrevet i beviset av Teorem 4.2, for #ytter neduw.

Merk at bruk av resultatet fra Teorem 4.2 ikke ngdvendigvis vil fgre til at vi
far et lavere eliminasjonstre. Dersom en ngdéar en foreldre-node fra stien
p(z),...,w i T, ogy er nabo tilw i G*, sa vil y etter omflyttingen har som
foreldre-node. Dersom(y) > h(x) sa vil ikke hayden till" avta.

Det er ikke ngdvendig i Teorem 4.2 ater etdypestdgv. Resultatet gjelder sa
lengev er et lgv iT. Grunnen til at resultatet er formulert slik, er at den totale
hgyden tilT ikke kan avta dersom er nabo til et dypeste lgv.

Vi skal na vise hvordan de ulike algoritmene utnytter resultatet fra Teorem 4.2.
Vi har allerede sett at algoritmen til Liu bestar i, med utgangspunkt i en npde

a flytte ned en node som ikke er nabo tik: i G*, slik atw far samme foreldre-
node somr. Nodenz velges i slik at den ligger&@en lengste sti, ..., rot(T) i

T'. Sidenz ikke er nabo tike i G* kan heller ikkev veere det (7. Vi ser av dette

at algoritmen utfgrer det samme omflyttingsteget som i beviset til Teorem 4.2.

| et omflyttingsteg i algoritmen til Hafsteinsson omordner vi er kjede pa en lengste
stii T slik at en node» blir et lgv. Dette omordningsteget er helt ekvivalent med
at vi flytter nedv. Det foglger derfor at algoritmen til Hafsteinsson baserer seg
pa resultatet fra Teorem 4.2
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| Minimale-kuttsett algoritmen kan vi ogsa se pa omordningen av et allerede
eksisterende kuttseft’ slik at det blir minimalt, som at vi utnytter resultatet fra
Teorem 4.2. Vi bestemmeét ut fra en noder som ligger @& en lengste sti 7.
Dersom vi tar den til enhver tid laveste noden blant forfedrene,tdom er med i

K — S, og flytter den ned slik at den far samme foreldre-node sgrsa vil S bl
eliminert sist. Vi kan gjennomfare en tilsvarende operasjon nar vi skal eliminere
R sist av nodene b. Den eneste forskjellen er at noden vi tar utgangspunkt i,
ikke ngdvendigvis ligger pa en lengste sfti'i

Omordning av en nederste kjedd'isom ikke er en klikk i, kan derimot ikke

alltid sees pa som at vi bruker Teorem 4.2. Dersom vi har en nederste kjede i
T, som er en Klikk iG* men ikke i, kan vi permutere kjeden slik at den far
lavere hgyde. Teorem 4.2 kan derimot ikke hjelpe oss, da hver node i kjeden er
nabo til et dypeste lgv. Vi ser av dette at omflyttingsteget fra Teorem 4.2 ikke
er kraftig nok til at man alltid kan permutere et vilkarlig eliminasjonstre slik at
det blir minimalt.

Selv om alle tre algoritmene utnytter Teorem 4.2, er det ingen av algoritmene som
utnytter det fullt ut. Vi ser i figur 4.8 et eliminasjonstre til en graf som ingen av
de tre algoritmene kan gjgre lavere. Node 9 er ikke nabo til nodé™1 Vi kan
derfor flytte ned node 9 slik at den ikke lenger ligger pa stien fra node 1 til roten
i T. Det farer til at vi far redusert hgyden til eliminasjonstreet med en.

G: T
© (®
OGP O® DR
@ @ & @ (3) 5
3 © @ © @
9 @ @ © @
®

Figur 4.8 Eksempel @ bruk av resultatet fra Teorem 4.2.

Merk at etter omordningen av grafen i figur 4.8 kan Minimale-kuttsett algoritmen
brukes, og vil fgre til at vi far et eliminasjonstre av hgyde 3, som ogsa er minimalt
(Korollar 3.3.1).

Vi har na vist at alle tre algoritmene vi har sett pa tilhgrere en klasse av algoritmer
som bruker resultatet fra Teorem 4.2. Forskjellen mellom algoritmene ligger i
hvordan man velger ut den noden som skal flyttes ned. Det er mulig & lage andre
algoritmer som ogsa utnytter resultatet fra Teorem 4.2. Det som er avgjgrende
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for algoritmen, er etter hvilket kriterium vi velger ut den noden som skal flyttes
ned. Andre kriterier man kunne lagt til grunn for en algoritme er f.eks:

Flytt ned den gverste noden som er mulig.

Flytt ned den nederste noden som er mulig.

Flytt ned den noden som ma flyttes kortest.

Flytt ned den noden som etter ned-flyttingen vil veere naermegt’).

S\ e

Dersom vi etter & ha flyttet ned en node far et eliminasjonstre som er hgyere
eller like hgyt som det vi opprinnelig hadde, kan vi fortsette a arbeide Fited

ut fra et Fap om at vi kan reduserigp(w)) sa mye at den totale hgyden likevel
gar ned. | seksjon 4.5 skal vi se naermere pa en slik algoritme.

4.5 Nederste-fgrst algoritmen

Vi skal i denne seksjonen s@&pen algoritme kalNederste-fgrst algoritmersom

ogsa har som mal a redusere hgyden til et gitt eliminasjonstre. Grunnen til at vi
ser pa denne algoritmen er at den gir et minimalt eliminasjonstre til en klasse av
grafer kaltlinje-grafer. Nederste-fgrst algoritmen baserer segaogfs resultatet

fra Teorem 4.2.

Algoritmen bestar i & velge en vilkarlig lengste sti...,rot(T) i T, for sa &
flytte ned den nederste noden som ikke er nalig itil et dypeste lgv il". Vi
fortsetter a arbeide rekursivt med deltreet til noden som blir flyttet ned, sa langt
det er mulig.

Vi beskriver na den klassen av grafer som Nederste-farst algoritmen finner et
minimalt eliminasjonstre til:

En grafGG som har nodemengdé(G) = {v1, ..., v,} 09 kant(v;, v;) € E(G) hvis

og bare hvisl: — j| = 1, kaller vi enlinje-graf.

Vi skal vise at Nederste-farst algoritmen gir et minimalt eliminasjonstre til en
linje-graf under forutsetning av at eliminasjonstreet vi starter med, er gitt ved
identitetsordningen. Det er verdt & merke at algoritmene til Hafsteinsson og Liu
og Minimale kuttsett algoritmen alle vil gi et eliminasjonstre av hgydg¢2| til

et slikt eliminasjonstre.

Dersom( er en linje-graf kan vi finne et minimalt eliminasjonstre direkte fra
. En ngstet oppdelingsordning ti¥ hvor vi krever at ingen delkomponent
far inneholde mer ennk/2| noder, derk er antall noder i den opprinnelige
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komponenten, vil gi et eliminasjonstre av hgyfdeg.n|. Vi ser fra Korollar

3.3.1 at dette ogsa er hayden til et minimalt eliminasjonstré til Forskjellen
mellom en ngstet oppdelingsordning og Nederste-farst algoritmen er at en ngstet
oppdelings-ordning arbeider utifrd, mens Nederste-farst algoritmen forbedrer

et allerede eksisterende eliminasjonstre.

Dersom vi har et minimalt eliminasjonstre til en linje-gi@fmed 2* — 1 noder
for & > 0, sier vi at eliminasjonstreet éullt. Vi ser at hvis vi legger til en node
til et fullt eliminasjonstre, sa vil hayden til eliminasjonstreet gke med en.

| et fullt eliminasjonstre av hgydg, vil 2% av nodene veere lgv. Fra Teorem 2.2
vet vi at to noder som er nabod, ikke begge kan veere lgv. Det fglger derfor
at odde noder &, vil bli lgv i det minimale eliminasjonstreet. Vi ser at i et fullt

eliminasjonstre vil samtlige noder veere nab@ til et nederste lgv i'.

Vi skal na gi et induksjonsbevis for at Nederste-farst algoritmen gir et mini-
malt eliminasjonstre til en linje-graf, nar vi har eliminert grafen etter identitets-
ordningen. | eliminasjonstreet vi starter med, ligger alle nodene pa en nederste
kjede, slik som i eliminasjonstreet til venstre i figur 4.9barNi videre i denne
seksjonen omtaler en kjede, er det underforstatt at den utgjer eliminasjonstreet til
en linje-graf, som er eliminert etter identitetsordningen.

Dersom kjeden vi starter med inneholder 1 eller 2 noder, utgjegr den i utgangs-
punktet et minimalt eliminasjonstre. Fra figur 4.9a ser vi at dersom kjeden
inneholder 3 noder, sa vil algoritmen ogsa klare a brette den til et eliminasjonstre
som er minimalt.

Var induksjonshypotese er: Vi kan brette en kjede av lemgder2* < n < 2++1

for alle £ < d derd > 0, til et eliminasjonstre av hgyde. Vi skal na vise at
hvis hypotesen stemmer, sa vil algoritmen ogsa brette en kjede av lehgide
2041 < n! < 2¢+2 il et eliminasjonstre av hgydé + 1.

Anta at vi har en kjede med’ noder der2¢t! < n' < 2¢+2. Fra induksjons-
hypotesen vet vi at vi kan brette 8&"! —1 fgrste nodene til et fullt eliminasjonstre

A av hgyded. Vi har na fatt et eliminasjonstre som det i midten i figur 4.9b. Vi
vet at node2¢t! — 1 er et Igv i A. Det fglger derfor at nodg?*+', som er markert
medz i figur 4.9b, na er nabo ¢ til et dypeste lgv, og kan derfor ikke flyttes
ned. Vi vil de d + 1 neste gangene, nar vi skal avgjare hvilken node som skal
flyttes ned, ta utgangspunkt i et dypeste lgd,iog hver gang flytte neg(x),

slik at den &r = som foreldre-node. Det vil gi et eliminasjonstre som det vi ser
til hayre i figur 4.9b. Merk at na er nabo iG til et dypeste lav fra hvert av
deltreerne som henger av
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Figur 4.9 a. Eliminasjonstreer til en linje-graf med 3 noder. b. Algoritmen gir farst
et tre A av hayded. De nested + 1 stegene flytter vi hver gang nedz).

La B veere det hgyeste korrekt sammenbrettede treet i det hgyre deltreeViil
ser at vi na hai(B) = 1. Nar begge barna til er like hgye, slik som i figur
4.10a, sier vi at eliminasjonstreet er i stabil tilstand

Vi skal vise at hvisT'(x) ikke er fullt, og vi starter med eliminasjonstreet i en
stabil tilstand, & vil algoritmen alltid komme tilbake til en stabil tilstand etter
hagyst 2 iterasjoner, uten at hgyden til eliminasjonstreet har gkt.

Figur 4.10 a. Stabil tilstand. b. Etter bruk av et nederste
lov i A. c. Etter bruk av et nederste lgvA, nark < d.

Anta at et dypeste lgv B er nabo i til en av sine forfedre; # =, som ikke

er med iB. | sa tilfelle kany ikke flyttes ned pa sin rette plassd. Dersom
nodene iA og noden: ble fjernet fraz, vil y fremdeles veere nabo til et dypeste
lgv i B. Siden vi da har hgyt’*! noder, ser vi fra induksjonshypotesen at inget
dypeste lgv IB er nabo til noen av sine forfedre som ikke er me#.i

Nar eliminasjonstreet er i en stabil tilstand, er det dypeste lgv i bhdeg B.
Vi ser farst pa hva som skjer nar vi tar utgangspunkt i et dypeste lvfor a
bestemme hvilken node som skal flyttes ned.

Alle nodene iA og noden: er nabo i til et dypeste Igv, mens inget dypeste lgv
i A er nabo iG* til p(z). Vi vil derfor flytte nedp(x), som vil faz som foreldre-
node. Vi far da et eliminasjonstre som i figur 4.10b. NodereHar na kommet
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en plass neermere roten i eliminasjonstreet, og vi ma neste gang ta utgangspunkt
i et dypeste lgv iB, og flytte nedp(rot(B)). Fra induksjonshypotesen vet vi at
denne noden vil bli plasseraprett plass iB. Vi vil na veere tilbake i en stabil
tilstand. Det eneste som kan ha forandret seg ér BY) aker til £ + 1 dersom

noden som ble flyttet ned, gjorde &t ble fullt.

Ta na utgangspunkt i et dypeste lgk i Dersomk < d, vil vi flytte ned p(rot(B))

og fa et eliminasjonstre som i figur 4.10c. NodenB har na kommet en plass
neaermere roten i eliminasjonstreet. Vi ma derfor i neste steg ta utgangspunkt i et
dypeste lgv i4, og flytte nedp(z). Igjen gjelder det at dersot® ble fullt nar vi

flyttet nedp(rot(B)), s& gkerh(B) til k£ + 1. Det eneste unntaket er hvi3 ble

fullt og ~(B) = d — 1. Da vil ikke h(B) gke far etter at vi har flyttet negl«).
Uansett sa er vi i en stabil tilstand etteryét) er flyttet ned. Dersont = d vil

vi flytte nedp(z) til rett plass i B uten at hgyden til eliminasjonstreet gker.

Vi ser at vi kan utfgre algoritmen inntit er rot i 7" eller T'(x) er fullt, uten

at hgyden til eliminasjonstreet gker. Hvi§z) blir fullt er A(z) = d + 1 og

T'(z) vil inneholde2?+2? — 1 noder. Der fglger derfor at uansett vil veere rot

i eliminasjonstreet. Vi ser av dette at dersom induksjonshypotesen sten@mer, s
klarer vi & brette en kjede av lengdéder2?t! < »' < 2¢+2 tjl et eliminasjonstre

av hgyded + 1, som ogsa vil vaere minimalt.

Et naturlig sparsial & stille seg er om Nederste-fgrst algoritmen gir minimale
eliminasjonstreer til andre klasser av grafer enn linje-grafer. Linje-grafer er en
undermengde av klassen av grafer som utgjer treer. Vi skal nd se at vi ikke kan
bruke Nederste-farst algoritmen for & fa et minimalt eliminasjonstre til ef:tre

der vi har eliminertG slik at det ikke oppstar fyllkanter *. Skal vi fa en
eliminasjonsordning til et tre som ikke farer til at det oppstar fyllkantétfima

vi eliminere G etter fglgende fremgangsmate: Eliminer fgrst et 4@iv(G. Fjern

v, 0Qg gjenta prosessen rekursivt far— v.

| en eliminasjonsordning som ikke gir fyllkanterGi* vil alle lgv i G ogsa veere
lov i T.

Nederste-fgrst algoritmen har den egenskapen at dersom en node i lgpet av ut-
farelsen av algoritmen blir et lav i eliminasjonstreet, sa vil den ogsa veere et lgv
nar algoritmen er ferdig.

Treet i figur 4.11a har et minimalt eliminasjonstre av hgyde 2. | et slik elimina-
sjonstre Mz elimineres sist. Dersom vi eliminerer en annen node€Bist i en
eliminasjonsordning som ikke gir noen fyllkanter, vil Nederste-fgrst algoritmen
gjerex til et lgv i T', og dermed ikke gi et minimalt eliminasjonstre.
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Figur 4.11 Et tre som Nederste-farst algoritmen ikke gir et minimalt eliminasjonstre til.

Treet i figur 4.11b har et minimalt eliminasjonstre av hgyde 3. For at vi skal fa
et minimalt eliminasjonstrd,,;, ma z veere rot iT},;,, 0g haz ogy som barn.
Uansett hvilken node vi eliminerer sist i en eliminasjonsordning som ikke gir noen
fyllkanter, sa vil bruk av Nederste-fgrst algoritmen fare til at enteeller y blir

et lav i T. Vi far derfor inget minimalt eliminasjonstre til treet i figur 4.11b ved
bruk av Nederste-farst algoritmen. Dette viser at Nederste-fgrst algoritmen ikke
gir et minimalt eliminasjonstre til et vilkarlig tre som er eliminert slik at det ikke
oppsér fyllkanter i G*. Vi skal imidlertid i kapittel 5 se f en algoritme som gir

et minimalt eliminasjonstre til et tre.
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5 Minimale eliminasjonstreer til traer

Vi sa i seksjon 4.5 at Nederste-farst algoritmen gav et minimalt eliminasjonstre til
en linje-graf, men ikke til et tre. Vi skal i dette kapittelet utvikle og analysere en
mer avansert algoritme som gir et minimalt eliminasjonstre til et tre. | tillegg til &
gi en teoretisk analyse av kjgretiden vil vi ogsa presentere en del eksperimentelle
resultater ved bruk av algoritmen. Vi skal videre vise en enklere algoritme som
gir et eliminasjonstre som ikke er hgyere eogn | til et tre.

Farst trenger vi en del resultater farkunne avgjegrear et eliminasjonstre til et
tre er minimalt.

5.1 Balansering av eliminasjonstraer

Vi skal i denne seksjonen v.h.a. et induksjonsbevis vise hvordan man med ut-
gangspunkt i et vilkarlig eliminasjonstre til et trg¢, kan omordne dette slik at
man far et minimalt eliminasjonstre.

Vi repeterer kort at et tre er en graf som ikke inneholder noen sykler, og at
nodene som bare har en nabo kalles Igv. | et tre er hver node som ikke er et lgv,
et minimalt kuttsett. Det gjar at ethvert minimalt kuttsett til et tre alltid bestar av
en node. En sammenhengende node-delgraf til et tre vli ogsre et tre.

Gitt et tre G med eliminasjonstré’. Vi skal na gjennom induksjon pa hgyden til
T vise at dersom alle deltreer som hengerfg1") er minimale, & kan vi i hgyst
h(T) “steg” omordneT slik at vi far et minimalt eliminasjonstre. Et steg bestar
i at vi bestemmer oss for en nodeog flytter denne oppover i eliminasjonstreet
inntil = er rot. Mens vi flytterx oppover sgrger vi hele tiden for at alle deltreer
som henger fraz er minimale.

Dersom (1) = 0, kan G bare inneholde en node, dg er i utgangspunktet
minimalt. Dersomh(7') = 1 inneholderG en sti i minst 2 noder. Fra Korollar
3.3.1 vet vi at|log2]| =1 < h(Tyin), 0g det fglger afl” er minimalt.

Var induksjonshypotese er: Dersom?’) < k — 1, £ > 1, og alle deltreer som
henger frarot(T') er minimale & kan vi v.h.a. samme type omordningsteg som
beskrevet over, forandrE slik at vi far et eliminasjonstre som vi vet er minimalt.
Vi antar na ati(7') = k og at alle deltreer som henger fra= rot(7') er minimale.

Vi skal i denne seksjonen gjennom en sekvens av lemma vise at dersom induk-
sjonshypotesen er sann, sa kan vi i hgysteg finne et minimalt eliminasjonstre
til 7.
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Siden alle deltreer som henger fra= rot(1') er minimale, fglger det fra Ko-
rollar 3.2.1 ath(T,,;,) = k eller & — 1. Det medfarer at dersom vi finner en
eliminasjonsordning slik at vidr et eliminasjonstre av hgyde— 1, sa vet vi at
h(Tmin) = k — 1.

Far vi begynner & omordn@, skal vi giennom & se pa to hgyeste barnutil

T forsgke a bestemme om vi har et minimalt eliminasjonstre. Til det trenger vi
folgende lemma:

Lemma 5.1

Gitt et treG med eliminasjonstré’, der alle deltreerne som henger fra= rot(T')
i 7" er minimale. Lar og y veere to hgyeste barn tili 7'. Dersomhi(z) = h(y)
sa er? minimalt.

Bevis:

Vi setterh(1') = k. Da erh(z) = h(y) = k — 1, og vi har et eliminasjonstre slik
som i figur 5.1a. Grafeir — v inneholder komponentet og B slik at« € A og

y € B. BadeA og B har minimale eliminasjonstreer av hgykle 1. Vi ser i figur

5.1b hvordarnv delerG. GrafenG — v kan inneholde flere komponenter ern

og B. For & markere eventuelle andre komponenter har vi tatt med komponenten
C' i figur 5.1b.

T: G: C

k-1 k-1 A B

> W

a b

Figur 5.1 a. De to hgyeste deltreernedihar samme hgyde.
b. Nodenv delerG slik at # og y kommer i ulike komponenter.

Fra Teorem 3.2 vet vi at en delgraf alltid har en eliminasjonsordning som gir
et eliminasjonstre som er minst like lavt som et minimalt eliminasjonstre til den
opprinnelige grafen.

| enhver eliminasjonsordning som skal gi et eliminasjonstré/téom er lavere
ennk, ma en nodev # v elimineres sist. Uansett hvordan vi velger sa vil det
veere en komponent(¥ — w som inneholder alle nodene fra en dwller B. Det
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folger fra Teorem 3.2 at denne komponenten ikke kan ha et eliminasjonstre som
er lavere enrk — 1. Den totale hgyden til eliminasjonstreet kan derfor ikke veere
lavere ennk, og vi ser av dette af’ er minimalt. [J

Vi ser fra Lemma 5.1 at dersom de to hgyeste barna #F minimale, & vet

vi med en gang af’' er minimalt. Vi antar derfor at bare har ett barn: av
hgydek — 1.

Dersom vi velger en node ¢ 7'(x) og eliminerer sist, & vil et deltre som henger
fra w, inneholde alle nodene frA(x). Det fglger fra Teorem 3.2 at dette deltreet
ikke kan ha hgyde mindre erin— 1 sidenh(z) = k — 1. Vi ser at dersom en
eliminasjonsordning skal gi et eliminasjonstre av hgyde 1, ma en node fra
T'(x) elimineres sist.

Vi prgver fgrst med & eliminere sist. For atz skal bli rot i eliminasjonstreet
foretar vi enrotasjont med utgangspunkti. Rotasjonen be&t i atz elimineres

rett etterv og alle andre noder elimineres i samme relative ordning som tidligere.
Effekten pa eliminasjonstreet eraana er rot. (Dersom og v ikke er naboer {7,

sa vil det deltreef’(y) som hengte a¥, og som bestar av nodene i komponenten
mellom z og v i G, nd henge frav.) Vi ser i figur 5.2 effekten ava utfare
rotasjonen.

I

a b

T:

Figur 5.2 Effekten av utfgre en rotasjon med utgangspunkta. Fgr rotasjonen. b. Etter rotasjonen.

Siden’(v) na er mindre enrk, ser vi fra induksjonshypotesen at vi kan finne et
minimalt eliminasjonstre tib og dens etterkommere. Vi kaller eliminasjonstreet
til G, som vi far narv og dens etterkommere er gjort minimale fof. La u
veere et barn tile i 7' slik atv € 7'(u). Nodenu er rh det eneste barnet til
x som kan ha hgydé — 1. Dersomh(u) # k — 1, vet vi at7’ er minimalt
med h(7') = k — 1. Dersomh(u) = k — 1, har vi fremdeles en mulighet til
a avgjere omI” er minimalt. Vi skal na vise at dersom og v er naboer iG,

1 Enrotasjonen er ekvivalent med en enkel rotasjon i sgketreer slik Tarjan definerer det i [18].

45



sa er7' minimalt.

Lemma 5.2

Gitt et treG. La x og v veere to noder som er naboersi. Anta ata er en
eliminasjonsordning slik at elimineres sist og at alle deltreer som hengernfex
minimale. Lay veere et barn tik slik atv € T'(y). Visetterj = h(y). Tilsvarende
er # en eliminasjonsordning slik at elimineres sist, og alle deltreer som henger
fra v er minimale, ogw er et barn tilv slik at = € T(w). Vi setter! = h(w).

Dersom; = /, sa gir badex og 3 et minimalt eliminasjonstre.

Bevis:

For & skille mellom eliminasjonstreerne tl og 3, skriver viT, og 1. Vi ser
i figur 5.3 hvordan vi kan dele inG/ i to komponenterA og 5. En node er
enten med i, (y) eller T5(w). Det falger ettersom komponentenhar samme
nodemengde soM(w) og komponenters har samme nodemengde sdim(y ).

G:

Figur 5.3 En node er enten med4i eller B.

Vi antar atj = [. Vi viser fgrst at da eh(7,) = 7 + 1. Siden nodene fra alle
deltraer som henger frai 7, bortsett fra nodene™,(y), er med iT3(w), falger
det fra Teorem 3.2 at inget deltre som hengerifriaT, kan veere hgyere enn
Vi ser av dette at(7,) = j + 1. Tilsvarende kan vi vise ai(73) = j + 1.

| en eliminasjonsordning som skal gi et eliminasjonstre av hgyde ma noden
~ som elimineres sist veere forskjellig fraog v. Vi ser atz enten n&d veere med
i To(y) eller Tg(w). Uansett hvordan vi velget, sa vil et deltre som henger
fra z, inneholde minst nodene fra en &y (y) eller T3(w). Fra Teorem 3.2 ser
vi at dette deltreet ikke kan ha minimal hgyde mindre énnDet falger at et
minimalt eliminasjonstre til+ har hgydej + 1, og at lhde« og § gir et minimalt
eliminasjonstre tilG. [
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Dersomz og v ikke er naboer 7, kan vi fremdeles ikke si om vi har et minimalt
eliminasjonstre eller ikke. Vi vet at dersom det eksisterer en eliminasjonsordning
som gir et eliminasjonstre av hgyde— 1, sA ma en node fral’(u) elimineres

sist. Vi har tidligere vist at en slik node ogsa ma liggé'(iz). Det fglger at
denne noden ma ligge i komponenten mellerog v i . Vi skal na vise at vi
bare trenger a lete etter en slik node pa stien.,v i G.

Lemma 5.3

Gitt et treG med eliminasjonstré” der 2(T') = k, og alle deltreer som henger fra
v = rot(T), er minimale. Anta at(7;,,,) = k — 1, og atz er det eneste barnet
til v i 7T av hgydek — 1. Da eksisterer det en eliminasjonsordning som gir et
minimalt eliminasjonstre der en node fra stien..,v i G elimineres sist.

Bevis:

Vi vet at dersom det ikke finnes en eliminasjonsordning som gir et minimalt
eliminasjonstre der: elimineres sist, sa eksisterer det en eliminasjonsordning
som gir et minimalt eliminasjonstre der en nodé&a komponenten mellom og

v i (G elimineres sist. Anta at ikke ligger pa stienz,...,v i G. Lay veere den
farste noden fra stien, ...,z i G som ogsa ligger pa stien ...,v i G. Vi ser i
figur 5.4 hvordany er plassert (7. La viderea veere en eliminasjonsordning der

z elimineres sist ogi(7,) = k — 1. Vi skal r vise at en eliminasjonsordning

3 dery elimineres sist, og alle deltreer som hengerifrar minimale, ogsa gir

et eliminasjonstre av hgyde — 1.

Law veere et barn ti i T slik atz € T(w). Siden det deltreet som henger fra
z 1 T, som inneholdey har hgyde< k£ —2, fglger det at ingen barg w til y i T'g

kan ha hgyde> k — 2. Vi vet at nodene i/ 3(w) utgjer en delmengde av nodene
mellomx og v i GG. | det opprinnelige eliminasjonstreét har disse nodene et
minimalt eliminasjonstre av hgyde k£ —2. Det fglger derfor ab(73(w)) < k—2.
Figur 5.4 viser hgyden til de ulike barna #ili 7%;. (Verdien ved pilene angir en
gvre grense pa hgyden til deltreet By til den komponenten som det pekes pa.)

Figur 5.4 Ingen av deltreerne som henger g§raT's har hgyde> &k — 2.
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Siden alle barn tily i 7’3 har hgyde< k — 2, fglger detl; er minimalt. [

Vi vet na at dersom:(7T,;,) = k — 1, sa eksisterer det en eliminasjonsordning
som gir et minimalt eliminasjonstre der en nodé&a stienz, ..., v i &G elimineres
sist. Vi skal na vise at dette ogsa gjelder dersioif,;,;,,) = k.

Dersom det eksisterer en eliminasjonsordning som gir et minimalt eliminasjonstre
av hgydek som tilfredstiller Lemma 5.1, sa ma en node fra komponenten mellom
x 0ogv i G elimineres sist. Anta at roteni et slikt eliminasjonstre’ ikke ligger

pa stienz,...,v i (. Det vil da henge et deltré'(w) fra = som inneholder bade

x ogv. Alle andre deltraer som henger fravil utelukkende be$t av noder fra
komponenten mellom og v i . Vi vet at denne komponenten har et minimalt
eliminasjonstre av hgyde hgyst- 2. Det fglger derfor at ingen av deltreerne som
henger fraz, bortsett fral'(w), kan ha hgyde- k& — 2. Siden:z ikke kan ha to

barn av hgydé: — 1, ser vi at en eventuell rot i et slikt minimalt eliminasjonstre
ma ligge pa stiere,...,v i G.

Anta na ath(7T,,;,) = k og at ingen eliminasjonsordning gir et eliminasjonstre
som tilfredstiller Lemma 5.1. Det vil da for hver noddra stienz, ..., v i G som
elimineres sist, veere eksakt et minimalt deltre som henger &a hgydek — 1.
Dette deltreet inneholder enteneller ». Vi vet at nar vi eliminerer: sist, sa er

v i det eneste minimale deltreet av hgykle- 1. Tilsvarende nar vi eliminerer
sist, erz i det eneste minimale deltreet av hgykle- 1. Det fglger at det er to
noder pa stien, ..., v i G som er naboer @ slik at nar hver av nodene elimineres
sist, sa er den andre noden i det minimale deltreet av hgyde. Fra Lemma
5.2 ser vi at vi har et minimalt eliminasjonstre.

Vi ser av dette at uansett om(7,,;,) = k eller k — 1 sa eksisterer det alltid et
minimalt eliminasjonstre med en node fra stien..,v i G som rot.

Dersom vi ikke vet om eliminasjonstregt som vi har er minimalt, skal vi na vise
hvordan vi kan omordn&” slik at naboer til = i G som ligger pa stien, ..., v i
G blir rot, og alle deltreer som henger fraer minimale. Vi gjentar at dersom vi
ikke kan avgjgre onf”’ er minimalt & harz = rot(7") bare et barn: av hgyde
k — 1. DeltreetT”’(u) inneholder alle noder pa stien...,v i GG bortsett fraz.

For a fa et eliminasjonstre medsom rot foretar vi rotasjoner med utgangspunkt i

z inntil z blir rot. Etter hver rotasjon sgrger vi for at alle deltreer som henger fra
er minimale. Siden hver rotasjon flytteren plass neermere ma vi hayst foreta

k rotasjoner. Etter hver rotasjon kan vi risikere & matte minimalisere et deltre
medw som rot, som henger fra der alle deltrser som henger fraer minimale.
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Dersomz har dybdej etter en rotasjon, < j < k, s& erh(w) < k—j. Siden det
nesthgyeste barnet til i 7’ har hgyde< k& — 1 fglger det ath(z) < k — 1 etter
rotasjonen som gjar atblir rot. Vi kan derfor i fglge induksjonshypotesen finne
et minimalt eliminasjonstre tit og dens etterkommer etter den siste rotasjonen.

Dersom vi fremdeles ikke kan avgjgre om vi har et minimalt eliminasjonstre kan
vi rotere opp en og en av nodenaé ptienz, ...,v i G slik at den blir rot. Vi vil
pa denne maten tilslutt finne et minimalt eliminasjonstre.

Med dette er induksjonsbeviset ferdig. Vi ser at dersom vi har et eliminasjonstre
av vilkarlig hgyde der alle deltraer som henger fra roten er minimale, sa kan vi
v.h.a. rotasjoner omordne eliminasjonstreet slik at vi far et eliminasjonstre som vi
vet er minimalt. Vi lovet imidlertid innledningsvis i denne seksjonen at dersom

vi startet med et eliminasjonstre av hgykesa skulle det ikke vaere ngdvendig

a rotere opp mer enh noder slik at de blir rot.. Vi skal & se hvordan vi kan

fa dette til.

Vi gar tilbake til tilstanden nar vi haddé’ medxz som rot, ogx bare hadde et
barn av hgydé: — 1. Istedenfora rotere oppr sin nabo i som ligger [ stien
z,...,v i G, tar vi nodeny som ligger mitt pa stien, ..., v i G og roterer opp slik

at den blir rot. | den siste rotasjonen fgblir rot, vil det deltreet som henger fra

y 0g som utgjeres av nodene mellgnog = i &, fa z som foreldre-node. Siden
nodene i dette deltreet er en delmengde av nodene i komponenten methgm

v i G, felger det at dette deltreet ikke kan ha hgydé — 2. Vi vet ogsa at det
nesthgyeste barnet tili 7" er lavere enrk — 1. Det folger ath(z) < k — 1 like
etter rotasjonen som gjgr atblir rot. Vi kan derfor gjgre deltreet med som

rot, minimalt etter den siste rotasjonen. Vi testérasn’(y) = £ — 1 eller om to

av de hgyeste barna gl er like hgye. Hvis ikke ser vi om er en etterkommer

til det barnetq til y som har hgydé: — 1. | sa fall trenger vi na bare & prove
noder fra stienz, ...,y i G som rot. Tilsvarende trenger vi bare a prgve noder
fra stieny,....,v | G dersomuv er en etterkommer til;. Slik kan vi hver gang
halvere antall noder som star igjen & prgve som rot. Anta at vi aldri finner et
eliminasjonstre av hgyde— 1 eller et eliminasjonstre der to av de hgyeste barna
som henger fra roten er like hgye. Vi vil da tilslutt finne to eliminasjonstraer som
har eliminasjonsordninger som tilfredstiller betingelsene i Lemma 5.2.

Vi skal n& se hvor mange noder fra stien.., » som vi kan risikere & matte rotere
opp. Farst prgver vi. Vi kan deretter risikere & matte gjare et bineert sgk pa
stienz, ..., v. Dersom antall node# x, v pa stienz,...,v i G erl, A ma vi hgyst
preve ytterligereflog (I + 1)] noder som rot far vi med sikkerhet kan si at vi
har et minimalt eliminasjonstre. Sidérnz) opprinnelig vark — 1, fglger det fra
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Korollar 3.3.1 at/ < 2¥=! — 1. Vi mé derfor hayst provelog (281)] +1 = &
noder som rot.

Sammen med induksjonsbeviset gir dette oss:

Teorem 5.1

Gitt et tre G med eliminasjonstrd” der h(T') = k. Dersom alle deltreerne som
henger frav = rot(T') er minimale, n& vi hgyst rotere opp noder slik at de blir
rot far vi har et minimalt eliminasjonstrel]

For et treGG med vilkarlig eliminasjonstrel’ danner Teorem 5.1 grunnlaget for
en algoritme som finner et minimalt eliminasjonstredilut fra 7. Algoritmen
bestar i & finne minimale eliminasjonstrzer til alle delgrafefltiav hgyde;j for

J =2l A(T). Kjgretiden til en slik algoritme vil veere avhengig av hgyden til
det opprinnelige eliminasjonstreet. Vi skal derfor i seksjon 5.3 se hvor lavt vi kan
gjere eliminasjonstreet far vi starter algoritmen.

5.2 Algoritme

Vi skal i denne seksjonen gi pseudo-koden til en algoritme som finner et minimalt
eliminasjonstre til et tre. Algoritmen bestar grovt sett i at vi farst minimaliserer
alle deltreer av hgyde 1 for deretter & minimalisere alle av hagyde 2, etc. For a
avgjgre om et eliminasjonstre er minimalt, bruker vi resultatene fra seksjon 5.1.

Min_Tre

Funksjonen Min_Tre er den gverste funksjonen. Den tar earlitk eliminasjon-
streT til et tre G, og omordner det slik at’ blir minimalt. GrafenG er en global
variabel. Hver node T" har end-haug der den til enhver tid har ordnet barna sine
etter avtagende hgyde. Det gjgr at vi raskt kan finne to hgyeste barn til en node.

Min_Tre holder orden pa hvilke deltreer som er klare for & gjgres minimale. Dette
er de deltraerne der alle deltrser som henger fra roten er minimale. | utgangspunktet
vet vi at alle deltreer av hgyde 2 er klare fogjgres minimale. Roten til hver av
disse legges inn i en kg, og deltreerne mates ett og ett til funksjonen Lag_Min.
Lag_Min foretar den virkelige omordningen slik at deltraerne blir minimale. For
hvert deltreT'(v) som blir gjort minimalt returnerer Lag_Min nodensom er rot.

La = veere foreldre-noden til. Kallet y = Lag_Min(/'(v)) kan forandre hvilken

node som er rot i dette deltreet og hayden kan ogsa bli redusert med en. Dersom
y # rot(T), ma vi derfor oppdatere haugen med barntiDette steget foretas i
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Bytt_Barn(l', z, v, y), som setter inry for v i haugen av barn tit og omordner
denne. Dersom alle deltraer som hengerfrdessuten er minimale, sa legges
inn bakerst i kgen. For at denne testen skalrgskt, har hver node en teller for
hvor mange av dens barn som er rot i et minimalt deltre.

Algoritmen stopper nar alle deltreer fil er minimale. Her falger selve koden
til Min_Tre:

Min_Tre(l)

{
kg av noderk;
nodev, x,y, z;

Sett_Tomg);
For hver nodex der h(z) = 2
k=Fk& z;

Sa lengelk| > 0
{

z = p(v);
y = Lag_Min(l'(v));
Dersomy # rot(T)
—{
ply) = =
Bytt Barn(l', z, v, y);
Dersom alle deltreer som henger fsgy) er minimale
— k =k & ply);

Lag_Min
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Funksjonen Lag_Min far som nevnt inn et eliminasjonstreder alle deltreer
som henger fras = rot(7') er minimale. Eliminasjonstreet blir omordnet v.h.a.
resultatene fra seksjon 5.1 slik at det blir minimalt.

Forst tester vi on¥’ allerede er minimalt. Hvis ikke roterer vi opp det hgyeste
barnetx til v. Det gjor vi v.h.a. funksjonen Roter som gittrotererxz opp en
plass og gjar alle deltreer som henger franinimale. Roter returnerer det barnet

u til @ som er forfader tilv etter rotasjonen.

DersomT fremdeles ikke er minimalt legger vi inn nodene pa stien.,z i G i

en tabell. Vi vet at det er minst 3 nodea plenne stien. Som indekser i tabellen
bruker vi: og ; som henholdsvis nedre og gvre grense for noder som allerede er
prevd som rot. Vi tar den nodepn som til enhver til ligger mitt imellom: og

;7 i tabellen og roterer opp slik at den blir rot. Vi tester sa om eliminasjonstreet
vi har er minimalt. Hvis ikke flytter vi; eller j til & peke @ y i tabellen og
gjentar prosessen.

Vi kan avgjgre hvilken av og j som skal flyttes ut fra hgyden til de nodene de
peker @ og resultatet av det siste kallet til Roter. Far vi begyrineotere opp

y, peker enten eller ; pa noden som er rot. Anta at det:esom peker pa roten.
Det siste kallet til Roter returnerer nodersom er barn tiky, og som er forfader
til noden somi peker pa. Dersom er det eneste barnet jlav hgyde(y) — 1,
setter vij til & peke @ y. Hvis ikke setter vii til & peke @ y. Tilfellet nar
opprinnelig peker pa noden som er rot, er tilsvarende.

Nar; = : 4 1 er det ingen noder igjen & prgve, og vi vet fra Lemma 5.2 at vi
har et minimalt eliminasjonstre.

node Lag_ Min{)
{

node s[1..n] u,v,x,y;
heltall 7, 5, hi, hj, hv;

v = rot(T),
Dersomh(v) < 2 eller Balanseret( T')
— Returner();

hv = h(v);
x = Heyeste barn til;
u = Roter,T)
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Dersom Balanserer(7') eller Krympet, hv, T') eller Naboerg, x)
— Returnerg);

s = Legg_inn_sti(, z);

L S

= |s|;

Sa lenge; # i + 1

Sa lengey # rot(T)
u = Roterfy,T);

Dersom Krympet(, hv,T) eller Balansereyy, 1)
— Returner();

Dersomh(u) = h(y) — 1 og hi < hj eller
dersomh(u) # h(y) — 1 og hi > hj
== [+7)/2]
0O g = 1G@+75)/2]

}

Returner();

}
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Roter

Funksjonen Roter flytter en gitt nodeen plass opp ' samtidig som den gjer
alle deltreer som henger framinimale. Vi forutsetter ay # rot(1'), og at alle
deltreer som henger fra og = = p(y), er minimale.

Farst byttery og =~ plass i7. Vi tester s omy og > er naboer ;. Hvis ikke
ma deltreetl’(w) som henger fra;, og som utgjgres av nodene i komponenten
mellom z og y i G, flyttes over fray til z. Alle deltreer som & henger fra, er
minimale. Vi kan derfor utfare Lag_Mifi{(z)). Na er alle deltreer som henger
fra y minimale. Roter returnerer det barnetil y som er forfader til.

Nar et deltrel'(w) flyttes over fra en node til en annen node, ma haugen med
barna tily og = oppdateres. Det gjgres med funksjonene Fjern_Barnv) og
Far_Barn{’, z, w) som fjernero som barn tily og legger til:o som barn tilz. Vi
bruker ogsa funksjonen Bytt_Barn nar en node bade far og fjerner et barn. Figur
5.5 viser effekten av a utfgre Roter.

{1

c

Figur 5.5 a. Far rotasjonen. b. Etteriabg = har byttet plass. c. Etter di(z) er gjort minimalt.

node Roter{,T)
{

node z, w, u;

z = py);
Dersomz # rot(T)

— ply) = p(#)
O ply) = v,
p(z) = ¥,

Dersom ikke Naboey( =)

—{
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w = Mellom_Barn(’, y, z);
p(w) = z
Fjern_Barn{’, y, w);
Bytt_ Barn(/, z, y, w);
}
L] Fjern_Barn(’, z, y);

Dersomy # rot(T)
— Bytt_Bamn(’, p(y), z,y);

v = Lag_Min(l'(z));
Far_Barn(', y, u);
Returner();

}

Mellom_Barn

Mellom_Barn tar to nodey og >z som ikke er naboerdr, og returnerer det barnet
w til y 1 T'som ligger i komponenten mellomog z i G. For at dette skal veere
mulig, forutsettes det aj er et barn tilz i T'.

Vi skal na forklare hvordan vi finner denne noden. Dersom vi hadde en node som
vi visste B i 7'(w), s& kunne vi fulgt foreldrepekere inntil vi fant.

For at vi raskt skal finne en slik node, gar vi ut fra at hver nodet hvor mange
noder det er i hver komponent &/ — x. For hver komponen#l i G — = harz
lagret antall noder A sammen med sin nahoe A. Vi benevner antall noderd
medvekt,(v). Vi skal se i seksjon 5.3 hvordan vi finneekt, for hver nodex.
La ty og tz veere tyngste nabo til henholdsvjsog =. Dersomuwekt,(ty) >
vekt,(tz) maty ligge pa stieny, ...,z i . Hvis ikke ville komponenten som
inneholderty i G'—y veere en del av en komponent/i— z. Denne komponenten
i G — z vil ogsa inneholdey slik at den er tyngre enmekt,(ty). Tilsvarende
gjelder dersonvekt, (tz) > vekt,(ty).

Vi kan na finne en node som ligger7i(w). Dersomuekt.(tz) > vekty(ty),
sa velger vitz, og ellersty. Funksjonskallet Tyngste Nakd(returnerer den
naboen tilz som har starst vekt.
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Mellom_Barn(', y, z)

{

node w;

Dersomuvekt,(Tyngste_Naba/()) > vekt.(Tyngste_Naba()
— w = Tyngste_Nabaqg()
] w = Tyngste Naba);

Sa lengep(w) # y
— w = p(w);
Returner();

Legg_Inn_Sti

Denne funksjonen tar to noderog = og returnerer en tabell som inneholder alle
nodene pa stiem, ...,z i G.

Ogsa denne funksjonen gjar bruk av at hver nodeG vet hvor mange noder
det er i hver komponent a# — v. Latv ogtx veere tyngste nabo til henholdsvis
v og x. Dersomuvekt,(tv) > vekt,(tx), sa liggertv pa stienv, ...,z i G. Hvis
ikke ligger t= pa stien.

Dette gjgr at vi kan finne nodene pa stien..,z i G med start bade fra og z.

Vi har to tabellerstiv og stix hvor vi lagrer noder fra stien, ...,z i G startende
fra henholdsvisy og .

Anta atvekt,(tv) > vekt,(tz). Vilegger da innfv i stiv og settew til & peke pa
tv. Situasjonen natx er tyngst er tilsvarende. Dette gjentar vi inntiE z. Nar
dette skjer, har vi lagret hele stien. Den kortestes@w og st:x reverseres og
konkateneres med den lengste. Nar vi legger sammen tabellene, ma vi ta hensyn
til at den siste noden i begge tabellene vil veere make.

Vi har na en tabell som inneholder alle nodene pa stien, z i & for de opp-
rinnelige verdiene aw og .

Legg_Inn_Sti(, x)
{

heltall av, az;
nodetv, tz, stiv[l..n], stiz[l..n], stive[l..n];
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Sa lengev # «

{
tv = Tyngste_Nabo();
tx = Tyngste_Nabaf);
Dersomuekt,(tv) > vekt,(tx)

— {
av = av + 1;
v = stiv[av] = tv;
}
0 {
ar = ax + 1;
r = stizfazx] = tz;
}
}

Dersomav > ax

— stiwvx = Konkat(stiv, av, Reverser{tiz, ax),ax)
L stiver = Konkat(stix, ax, Reverser{tiv, av),av)
Returnertivz);

}

Bytt Barn, Far_Barn, Fjern_Barn

Disse funksjonene holder orden pa haugene med barn til hver node. Haugene
er ordnet etter hgyden til barna. Bytt Barn bytter ut et barn med et annet barn
og omordner haugen. Far_Barn legger til en node til en haug og Fjern_Barn
flerner en. Dersom hgyden til det hgyeste barnet endrer seg, oppdateres hgyden
til foreldre-noden. Det er ikke gitt noen implementasjon av disse funksjonene.

Balanserer, Krympet og Naboer

Balanserer og Krympet er to boolske funksjoner som avgjgrer om vi har et mini-
malt eliminasjonstre etter henholdsvis Lemma 5.1 og Korollar 3.2.1.
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Naboer(, y) er en boolsk funksjon som returnerer sann dersaog y er naboer i
(7, og falsk hvis de ikke er det. Det er ikke gitt noen implementasjon av Naboer.

boolsk Balanserer(1')

{
Dersomz har minst to barn " og de to hgyeste barna til har samme hgyde
— Returner(Sann)
[1 Returner(Falsk);

}

boolsk Krympet¢, hv,T)
{
Dersomhi(z) = hv — 1
— Returner(Sann)
[1 Returner(Falsk);

}

5.3 En algoritme som finner et eliminasjonstre
av hgyde |logn] til et tre

| denne seksjonen skal vi utvikle og analysere en algoritme som finner en ngstet
oppdelingsordning som gir et eliminasjonstre av hagyd€og n| til et tre. At et

slikt eliminasjonstre alltid eksisterer, ser vi fra fglgende resultat om separatorer
i treer som Gilbert har vist i [3]:

Teorem 5.2

Et tre G har alltid en noder slik at ingen komponent & — = inneholder mer
enn | %| noder. OJ

Vi ser fra Teorem 5.2 at et tre alltid har et eliminasjonstre av hgydgog n|.

Fra Korollar 3.3.1 vet vi at en linje-graf har et minimalt eliminasjonstre av hgyde
|logn]. Det falger derfor at dette er den beste gvre grensen vi kan gi pa hayden
til et minimalt eliminasjonstre til et vilkarlig tre.

Gitt et tre . En algoritme som finner en eliminasjonsordning som gir et elimi-
nasjonstre tiky av hgyde< |logn| er som fglger: Finn en node som delerG

58



slik at ingen komponentd — = inneholder mer enlﬁgj noder. Eliminerz sist,
0g gjenta prosessen rekursivt for hver komponentayv .

Vi kaller denne algoritmen fof —algoritmen. Vi skal & gi en mer detaljert
beskrivelse av denne. For & kunne avgjare hvilken node som skal elimineres sist,
ma vi for hver node» vite hvor mange noder det er i hver komponent(av- v.

Vi kaller antall noder i hver komponent a¥ — v for densvekt For atv skal

ha oversikt over vekten til de ulike komponenten€ i v legger vi inn vekten

til hver komponentdA sammen med nabo-pekeren fréil - derz € A. Vi vil

derfor videre omtale vekten tit som vekten tilz. Vi skriver vekt,(z) for den
vektenv har lagret forz.

Vi skal na vise at gjennom a traversere grafen to ganger kan vi finhg, for
hver nodew.

Algoritmen begynner med at hvert lavi G forteller sin nabor atvekt,(v) = 1.
Dersomz na kjenner vekten til alle sine naboer unntatt en nodsa fortellerx
naz hvor mye de andre naboene tilveier. Dette gjentar seg sa for Vi vil

til slutt sta igjen med en nodg som kjenner vekten til alle sine naboer. Noden
y forteller nd hver nabow hvor myey veier. Na kjennerw vekten av alle sine
naboer og kan i sin tur fortelle sine naboer, bortsetyfravor myew veier. Dette
fortsetter inntil hver node i G' vet hvor mye hver komponent¥ — v veier.

Senere i algoritmen gnsker vi at det skal veere lett for hver Addme sin tyngste
nabo. Vi ordner derfor nabovektene til hver node tiemaug etter avtagende verdi.

Nar dette er gjort, kan vi na finne rekkefglgen som nodene skal elimineres i. Vi
begynner med en vilkarlig node i ;. Dersom den tyngste naboentil = har
vekty(z) > | 2] flytter vi til z. Slik fortsetter vi inntil vi finner en nodg der
ingen nabo tily veier mer enr{%J. Vi eliminerery sist. Denne prosessen gjentar
vi rekursivt for hver komponent a& — y. Vi begynner gjennomgangen av hver
komponent4 € G — y med den noden € A somy er nabo til. Vi setter farst

n = vekty(v) og fiernery fra haugen av nabovekter &l Nar vi n& beveger oss
fra en nodes til en annen nodei A ma vi hver gang oppdaterek;(s). Det gjar

vi gjennom at hver node har lagret hvor mange noder det var i komponenten sist
vi var innomz. Vi kaller dette tallet fortv (). | utgangspunktet e (x) = n for

alle noder. Vi setter farst(¢1) = tv(s). Nart na skal oppdatere vekten aysetter
denvekty(s) = tv(t) — vekts(t) + 1. Vi ma na foreta en siftdown packt,(s).

Nar dette er gjort, vik ha en korrekt ordnet haug over vektene til sine naboer.

Vi kan ogsa lage selve eliminasjonstreet samtidig som vi finner eliminasjonsord-
ningen. Anta at vi bruker en rekursiv algoritme. Vi eliminerer en node i hvert
kall, og kaller opp algoritmen for hver ny komponent. Hver gang vi har funnet
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den noden som skal elimineres sist i en komponent, setter vi dens foreldrepeker
til den noden som ble eliminert i kallet over. Vi ma spesial-behandle noden som
blir eliminert i det fgrste kallet. Bir algoritmen er ferdig vil foreldrepekerene
fullstendig spesifisere eliminasjonstreet.

Vi skal na gi en analyse av kjaretiden til algoritmen. Den farste delen av algo-
ritmen besdr i & farst finne alle lav {7 for derettera traversere grafen 2 ganger.

Vi skal vise at hver gjennomgang av grafen tar @ign).

| den farste gjennomgangerami setten + 1 vekter. For hvewekt, vi setter, na

vi teste omz kjenner vekten til alle naboer unntatt en. Dersewet hvor mange
naboer den har, og har en teller for hvor mange av disse den kjenner vekten til,
kan vi gjgre dette i tidD(1). Nar z bare har en nabo den ikke kjenner vekten
til, praver vi alle naboene fa finne hvilken dette er. Hver kant gir opphav til 2
tester slik at vi totalt ikke ma foreta mer efn tester. Narr har lokalisert den
aktuelle naboeny, ma z fortelle y hvor myez veier. Dersomz har akkumulert
vektene for de naboene den kjenner, sa dlitt,(x) dette tallet pluss en. Vi ser

av dette at den fgrste gjennomgangen tarQich).

| den andre gjennomgangen gjenstar det for hver nodlesette vekten til en nabo

y. Dersom summen av vektene til de naboenigenner erl, sa blirvekt,(y) =

n — [ — 1. Det falger at den andre gjennomgangen ogsa taftid).

For en gitt verdi aw tar det totaltO(n) tid for at hver node skal lage efithaug

av vektene til sine naboer (Tarjan [18]).

Vi ser na pa den andre delen av algoritmen som finner selve eliminasjonsordnin-
gen. Vi antar farst at alle haug-operasjoner tar@id). Nar vi skal finne den
noden som skal elimineres sist kan vi kommeatiraversere hraysttgj noder. Vi

star na igjen med minst 2 komponenter som tilsammens inneholder noder.

| neste steg ma vi hgyst traverse{r@;—lj noder og ma hayst fierne 2 noder fra

=1 ,
grafen. Generelt m& vi gangheyst traverseré | n — > 2 | = 1(n — 2/ 4+ 1)
i=0

noder. Totalt ma vi hgyst gjennomfefégn| + 1 steg. Det gir en total tid pa

|logn|+1

5 Y (h-2+41)=

j=1

%(UOg n]+1)(n+1)— ollogn]+1 ey

Dette gir en gvre grense for a finne eliminasjonsordninge® péog ») nar alle
haug-operasjoner er regnet saml). Vi ser na hva haug-operasjonene koster.

60



Vi ma hayst slette: noder og foreta siftdowrD(nlogn) ganger. Ingen haug
inneholder mer em noder. For en gitt verdi a¥ vil hver haug-operasjon derfor
ikke ta mer tid ennO(logn). Det falger at den totale kjgretiden til den andre
delen av algoritmen ikke er starre eft{n(logn)?). Siden den ferste delen av
algoritmen ikke tok mer en®(n) tid, blir O(n(logn)?) ogsa en gvre grense pa
kjgretiden til hele algoritmen.

Vi skal n& se pa plassbehovet §il-algoritmen. Vi trenger ikke lagre mer enn
konstant mengde informasjon per kant for & gjennomfgre algoritmen. Gldan
et tre medn noder ogn — 1 kanter trenger vi ikke mer en@(n) plass.

Siden Z—algoritmen gir oss et eliminasjonstre av hgyde|logn| kan vi gi
en gvre grense pa antall fyllkanter vi far i den fylte graféh. Vi vet at en
node ikke kan ha fyllkanter til andre noder enn sine etterkommere og forfedre
i eliminasjonstreet. Vi far derfor en gvre grense pa antall fyllkanter gjennom
a sumere antall forfedre hver node har. Rofa dette tallet starst mulig i
eliminasjonstreet veere sa hagyt som mulig. For at en node skal ha hgyde
den ha minst! —1 noder under seg. Det gir oss at dersbm |log n|, s& vil vi ha
mindre enr2’*! noder med dybdé Disse nodene vil gi opphav til hayskanter
k

hver. En gvre grense for antall fyllkanter blir §a [  2/1 = (k — 1)25+2 4 4.
=1
Vi ser av dette at antall fyllkanterd™ er begrenset a@(nlogn).

Denne grensen er sannsynligvis et overestimat. Vi har i analysen regnet med at
hver node har fyllkanter til alle sine etterkommere. Dette er ikke tilfellet. En node

x av hgydel kan hgyst ha fyllkanter til noder i hvert deltre som henger frai

T. Det er et apent spgrsmal om et eliminasjonstre til et tre av hgytleg n |

har mindre enr@(nlogn) fyllkanter.

Selv om%—algoritmen vil gi oss et lavt eliminasjonstre, s& skal vi n& vise at det
ikke gjelder generelt ak(7") er innenfor en konstant av7,,;»). | figur 5.6 ser

vi et tre G som hari(T,,;,) = 2. Dersom vi hadde bruk} —algoritmen ville vi

fatt et eliminasjonstre av hgyde
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a b C

Figur 5.6 % —algoritmen gir et eliminasjonstre av hgyde 4di| samtidig som(1imin) = 2.

Legger vi r& til en node til ¢ som er nabo tik: og som i sin tur hagx23 = 23
naboer, sé vill&:—algoritmen gitt et eliminasjonstre av hgyde 5. Generelt trenger
grafen3 x 27~! — 1 noder for atz—algoritmen skal gi et eliminasjonstre av
hayden for n > 1. Vi ser at gjennom & legge ti§ x 2"~! noder kan vi gke
haydens—algoritmen vil gi fran til » + 1. Samtidig vil hgden til et minimalt
eliminasjonstre forbl2. Vi kan derfor finne en graf sor§—algoritmen vil gi et
eliminasjonstre til som er vilkarlig mye hayere en(il’,;, ).

5.4 Analyse

Vi skal her gi en teoretisk gvre grense for kjgretiden til algoritmen Lag_Min fra
seksjon 5.2.

Farst skal vi se pa kostnaden for & utfgre Lag_Min. Vi setfér;) = kostnaden
for & finne et minimalt eliminasjonstre til nodend’iv) dersomhi(v) = k og alle
deltreer som henger frai 7' er minimale. Vi setter innledningsvis at det ta(1)

tid hver gang en node ma oppdatere sin haug med barn.

Dersomuv bare har ett barn: av hgydek — 1, foretar vi fagrst en rotasjon med
utgangspunkt iz. Det gir oss et eliminasjonstre av hgyde hgyst1 som vi &
gjgre minimalt. | rotasjonen ma vi lokalisere barnet:tdom ligger mellom og =

i (. For & gjgre dette ma vi hgyst falge- 1 foreldrepekere, som hver tar konstant
tid. Den totale kostnaden for en rotasjon blir derfor hay&tk — 1) + & — 1.

Har vi na fremdeles ikke et minimalt eliminasjonstre, ma vi begynne et bineert
sgk pa stien, ..., z i (i etter den noden som skal elimineres sist. Vi ma imidlertid
farst legge inn nodenedpstienw, ..., z i en tabell. | seksjon 5.13svi at det ikke

kan vaere mer en?*~! noder pa denne stien. For & legge inn stien ma vi farst
traversere stien en gang for deretter & reversere en sti som ikke er lenger enn
2k=2. Den totale tiden dette tar, blip(3 * 2=2).

Vi ma na hgyst rotere opp— 1 noder fra tabellen slik at de blir rot i eliminasjons-
treet. For at en node skal bli rot ma vi hgyst forétaotasjoner.
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| rotasjony, for1 < j < k—1 kan vi risikere & matte minimalisere et eliminasjons-
tre av hayde hgyst til en kostnad av/(j). Vi ma ogsa lokalisere og flytte over
et deltre til en kostnad av hgyst Vi vet at etter den siste rotasjonen som gjar
z til rot, s& er eliminasjonstreet vi ma minimalisere ikke hgyere knnl, og
eliminasjonstreet vi ma lokalisere og flytte over, er ikke hgyere 'enn2. Det
folger at kostnaden for denne rotasjonen ikke blir starre diih — 1) + & — 1.

Dersomk er stgrre enn 1 far vi falgende @vre grenseMpék):

M(k)gM(k—1)+k—1+3>|<2k_2+(k—1)<M(k—1)+k—1+Z(Mz

k—2
— (k- DM(k—1)+ %k(k P32 (= 1) Y M(i)
i=1
Samtidig gjelderdM (0) = M(1) = 1.
Ved hjelp av et induksjonsbevis skal vi vise Mit(k) < (k 4 1)12F+1,
Vi ser farst atM (1) = 1 < 8 = 2122, Viantar rh at M (j) < (5 +1)!2F! for alle
j < k. Viskal vise at dette impliserer at/ (k) < (k + 1)!2¥1. Vi ser farst at

el

-2

k—1 Z—|—1
(k=1) M(2) < (k- 1)2 Zk_llgkzz
1

1

< (k= 1)l(k —1)2k

Det siste steget fglger av

k—2 00
@—I—l 1
k—1'2k i- 2§Z§§2
1=1 1=0

Dette gir oss
M(k) < K12F2k — 1) 43 2572 4 (b — 1)1(k — 1)2% + %k(k )
< k2R 2k — 1) + k12F + %k(k —1)*
— J12kH ) 4 %k(k —1)?

< (k4 1)12k+

Induksjonsbeviset er ferdig, og vi ser &t(k) < (k4 1)!2"+! gjelder for allek.
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Dersom vi bare hadde hatt sett p& antall rotasjoner kan vi vise at antall rotasjoner
vi ma utfgre ikke overstigek!2¢+1,

Vi skal na se pa den totale kostnaden for & utfare Min_Tre. Det vil si den totale
kostnaden for & finne et minimalt eliminasjonstre til et ¢fe Anta atG harn
noder og atk = |logn|. Da gjelder2® < n < 281, Vi setter P(n) = total
kostnad for a finne et minimalt eliminasjonstredilgitt at & er eliminert slik at

vi starter med et eliminasjonstie av hgyde< k. Vi vet at vi alltid kan finne en

slik eliminasjonsordning i ticD <n(log n)2>.

For at en node skal ha haydd 7', m& den ha minse’ — 1 noder under seg.
Det ma derfor eksistere mindre erfi~“t! noder iT av hgydel. Det koster
M(l) & minimaliserel'(v) dersomi(v) = [ og alle deltraer som henger fraer
minimale. Dette gir oss:

k
P(n) <y 2" M (i)

k

< 2N (i 4 1)

1=0

k .
et e

For £ > 1 gjelder:

| =

<2

7

[N]

(+1)! _vy
Dette gir ossP(n) < (k+41)!128+3. Vi ser av dette at kjgretiden til hele algoritmen
er begrenset a®(nlogn(logn)!). Dette er imidlertid under forutsetning av at
hver haug-operasjon tar tid(1). Med et tilsvarende argument som det vi brukte

i seksjon 5.3, ser vi atar vi regner med tiden foa utfgre haug-operasjonend, s
blir kjgretiden begrenset a®(n(logn)?(logn)!).

Vi kan skrive omO(n(logn)?(logn)!) v.h.a. Stirlings approksimasjon. Dette er
utfart i appendiks B og gir at kjgretiden er begrensemwlog(“’gn)). Dersom
O(nl"g(“’g")) virkelig er den tetteste gvre grensen vi kan gi, sa tilhgrer algoritmen
klassen av algoritmer som er bade sub-eksponentielle og super-polynomiske.
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Da det ikke har lykkes a finne noen god nedre grense pa kjaretiden, skal vi i
seksjon 5.5 se pa en del eksperimentelle resultater ved bruk av algoritmen.

Vi skal til slutt i denne seksjonen se pa plassbehovet for & utfare algoritmen. Anta
at vi hver gang vi kaller opp en funksjon med et eliminasjonstre som parameter,

bare gir en peker til den gverste noden. Da trenger vi ikke mer enn en datastruktur
for & lagre det deltreet som det til enhver tid arbeides med.

Ngstingen av kall til Lag_Min vil aldri § lenger enn hagyden fil som er begrenset

av [logn|. | hvert kall setter vi av plass til en konstant mengde noder og en tabell
med plass til: noder. Dette skulle gi at vi ikke trengte mer e@iinlogn) plass.

Vi vet imidlertid at lengden av den stien vi ma lagre nar vi arbeider pa et deltre
av hgydel, ikke er stgrre enre!~!. Det falger at summen av lengdene av alle
stier vi til enhver tid har lagret, aldri vil overstige Dersom vi bruker en global
tabell hvor vi lagrer stiene sekvensielt, kan vi derfor klare oss méd) plass

for & utfgre hele algoritmen.

5.5 Eksperimentelle resultater

Vi skal i denne seksjonen seéapen del eksperimentelle resultater av bruk av
Min_Tre. Grunnen til at vi gjgr dette er todelt. For det fgrste har det vist seg
a veere vanskelig & finne en god nedre grense for kjaretiden. For det andre ma
et tre som skal generere et tenkt verste tilfelle med kjgi@tief*s("9")), ha s&
spesielle egenskaper at det er tvilsomt om det eksisterer noe slikt tre.

Fra analysen i seksjon 5.4 vet vi at det er antall rotasjoner som driver opp kost-
naden. Antall rotasjoner vi &nutfare vokser ikke raskere eidi{|log n|!n). For

at vi skal fa et verste tilfelle nar vi bare ser pa antall rotasjoner, ma falgende krav
veere oppfylte for hvert deltré@”’, som vi gir til Lag_Min:

(1) n(T),;,) = [logn'].

(2) Avstanden iGG mellom v = rot(7") og det hgyeste barnettil v m& veere
minst 29 »1=1,

(3) Vi ma rotere opp noder fra stien ..., v i G slik at de blir rot, inntil vi finner
to eliminasjonstreer med eliminasjonsordninger som tilfredstiller betingelsene
i Lemma 5.2.

| testkjgringene sammenligner vi vekstraten til hvor mange rotasjoner vi utfgrer
som en funksjon av antall noder, og hvorddag n|!n vokser. Algoritmen har
blitt implementert i C og pravekjart pa et utvalg av tilfeldig genererte grafer.
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For a generere tilfeldige treer har vi brukt falgende algoritme:

Start medn noder og ingen kanter.

Gjentan — 1 ganger:
Velg en tilfeldig nodezx.
Velg en tilfeldig nodey blant nodene som ikke ligger i samme komponent som
Settx og y som naboer.

Denne maten a generere treer pa gir ikke like stor sannsynlighet for hvert ikke-
isomorft tre. Vi ser i figur 5.7 de to ikke-isomorfe treerne med 4 noder.

O—0—0-0

a b

Figur 5.7 Alle ikke-isomorfe traer med 4 noder.

Med fremgangsmaten som er gitt ovenfor vil vi generere (a) med sannsynlighet
% og (b) med sannsynlighq%. Selv om dette er en ulempe ved metoden vil vi
likevel bruke den da det ikke har lykkes a finne en enkel metode for & generere
tilfeldige treer som er bedre enn denne.

Resultatet av kjgringene presenteres i tabell 5.1. Det er utfgrt 1000 kjgringer for
hver verdi avn. Tabellen er satt opp som falger:

Kolonne 1 angir hvor mange noder det er i grafen.

Kolonne 2 gir det stgrste antall rotasjoner algoritmen trengte.
Kolonne 3 gir gjennomsnittlige antall rotasjoner.

Kolonne 4 gir standard-avviket malt etter falgende formel:

1000

1 2
7=\ oy 2 (=

1=1

Her err; er antall rotasjoner i testkjgring og i er det gjennomsnittlige antall
rotasjoner.

Kolonne 5 gir verdien av/ogn|!n.

Kolonne 6 gir verdien awv:logn.
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1 2 3 4 5 6
100 5.29n 0.54n 0.61n 720n 6.64n
200 4.35n 0.49n 0.40n 5040n 7.64n
300 3.69n 0.91n 0.47n 40320n 8.23n
400 3.19n 0.60n 0.30n 40320n 8.64n
500 6.24n 0.84n 0.81n 40320n 8.97n
600 4.37n 1.10n 0.73n 362880n 9.23n
700 3.32n 0.99n 0.46n 362880n 9.45n
800 2.68n 0.81n 0.32n 362880n 9.64n
900 2.56n 0.70n 0.27n 362880n 9.81n
1000 5.22n 0.73n 0.45n 362880n 9.97n

2000 3.60n 0.82n 0.34n 362880n 10.97n
3000 5.24n 1.55n 0.84n 3991800n 11.55n
4000 4.72n 1.05n 0.38n 3991800n 11.97n
5000 8.40n 1.05n 0.73n 479001600  12.29n
6000 9.66n 1.69n 1.19n 479001600  12.55n
7000 6.06n 1.70n 0.83n 479001600 12.77n
8000 5.15n 1.43n 0.59n 479001600 12.97n
9000 4.17n 1.15n 0.41n 6227020800 13.14n
10000 3.81n 1.08n 0.34n 6227020800n 13.29n

Tabell 5.1 Eksperimentelle resultater fra prgvekjgring av Min_Tre algoritmen.

Som det fremgar fra tabellen trenger vi i verste tilfellet aldri utfgre s mange som
nlogn rotasjoner. | gjennomsnitt trenger vi aldri utfgre mer eémanrotasjoner.
Dette indikerer at det burde vaere mufiggi en lavere grensedpkjaretiden enn

O <nlog(log n)> .

Bade det maksimale antallet rotasjoner og det gjennomsnittlige antall rotasjoner
svinger. En av arsakene til dette kan veere at ettersorokser sa genererer vi

en stadig mindre fraksjon av alle ikke-isomorfe treer medoder.

| figur 5.8 har vi grafisk fremstilt hvordan det stgrste antall og gjennomsnittlige

antall rotasjoner forandrer seg med Vi har tegnet en glatt kurve som viser det
hgyeste antallet rotasjoner opp til hver verdirav
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Figur 5.8 a.nlogn b. Hgyeste antall rotasjoner c. Gjennomsnittlig antall rotasjoner

Det fremgar av figuren at bade gjennomsnittet og maksimal verdien vokser svakt

med n, men likevel ikke & raskt somnlogn.
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6 Konklusjon

| dette kapittelet skal vi gi en oversikt over resultatene fra denne hovedfagsopp-
gaven. Vi skal ogsa se pa en del problem som gjenstar a lgse.

6.1 Sammendrag

Vi skal her gi et sammendrag av de mest sentrale resultatene fra kapittel 3 til 5.
Vi sa farst pa en del teoretiske egenskaper til minimale eliminasjonstreer. Disse
brukte vi sa for & utvikle nye algoritmer som reduserer hgyden til et eliminasjonstre
til en generell graf. Vi har ogsa ut fra de teoretiske resultatene vist en algoritme
som finner et minimalt eliminasjonstre til et tre.

Mer detaljert viste vi farst i kapittel 3 at en delgraf alltid har et eliminasjonstre
som er minst like lavt som et minimalt eliminasjonstre til den opprinnelige grafen.
Ut fra dette resultatet kunne vi vise en ny nedre grensé f@y,;,), som baserer
seg [& a finne delgrafer iG.

Vi sa ogsa naermere pa ngstet oppdelingsordninger, og kunne vise at det for enhver
graf eksisterer en ngstet oppdelingsordning som gir et minimalt eliminasjonstre.
Dette resultatet gjorde at vi i kapittel 4 kunne utvikle Minimale-kuttsett algoritmen
for & redusere hgyden til et eliminasjonstre.

Vi sammenlignet Minimale-kuttsett algoritmen og algoritmene til Liu og Haf-
steinsson, og viste at ingen av algoritmene var strengt bedre enn noen av de andre.
Vi kunne sa vise at alle tre algoritmene tilhgrer en starre klasse av algoritmer,
som baserer segapet felles resultat om hvordan man kan omordne eliminasjon-
streer. Ut fra dette resultatet utviklet vi enda en ny algoritme som gir et minimalt
eliminasjonstre til en linje-graf.

Til slutt presenterte vi i kapittel 5 algoritmen Lag_Min som finner et minimalt
eliminasjonstre til et tre. Denne algoritmen bestod i & omordne eliminasjonstreet
ved hjelp av lokale rotasjoner. Farstyre algoritmen baserte vi osade & resul-

tatet om hgyden til eliminasjonstraer til delgrafer og pa resultater som bare gjelder
for treer. | forbindelse med Lag_Min algoritmen utviklet vi ogsa en algoritme
som finner et eliminasjonstre av hayde|log n|. Analysen av Lag_Min gav 0ss

at vi ikke trengted utfare mer enr(|log n|!n) rotasjoner. Da dette trolig er et
overestimat gjennomfarte vi en serie med testkjgringer og fant at antall rotasjoner
vi matte utfare aldri oversteglogn.
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6.2 Apne problem

Vi har i denne oppgaven sett pa en del ulike sider ved minimale eliminasjonstreer.
Det gjensar mange interessante ulgste problemer innenfor dettédenrVi skal
her nevne noen.

Fra kapittel 5 gjenstar det a finne den virkelige kjaretiden til Lag_Min. Fra
testkjgringene vet vi at denne trolig er polynomisk. Et interessant problem i
tilknytting til Lag_Min er om det er mulig a utvikle effektive algoritmer, som
finner minimale eliminasjonstraer til mer generelle grafer enn treer. For at dette
skal veere mulig ma vi ha kriterier for ulike klasser av grafer, som gjgr det mulig
a avgjgre nar et eliminasjonstre er minimalt.

Et relatert problem ti& finne minimale eliminasjonstraer, er om man kan utvikle
algoritmer som finner eliminasjonstraer som har hgyde hgyst en konstant fra mini-
mum. For at det skal veere mulig & se hvor hayt et eliminasjonstre er i forhold
til 2(Tin), Ma vi ut fraé kunne gi en tett nedre grense par,,;,). Vi har
allerede sett to @er fora finne slike grenser: Starste klikk og utspennende treer.
Det er trolig at ingen av disse virker szerlig godt pa generelle grafer, slik at det
fremdeles er behov for andre mater & evaluerg,;, ).

Det finnes ulike metoder for & utvikle algoritmer som finner lave eliminasjonstrzer.
Vi har sett at en ngstet-oppdeling ordning finner et lavt eliminasjonstre direkte
fra (. | kapittel 4 og 5 tok vi utgangspunkt i et eliminasjonstre og forsgker a
gjare det lavere. Foa kunne bearbeide et allerede eksisterende eliminasjonstre
trengs det omordningsregler slik som Teorem 4.2 og rotasjoner i eliminasjonstraer
til treer. Det vil vaere interessant a se pa flere slike regler for lokale omflyttinger
i et eliminasjonstre, og a finne begrensninger for hvor langt de kan utnyttes.

Hensikten med & finne lave eliminasjonstreer er at de skal egne seg for para-
llell Cholesky-faktorisering. Det vil derfor ogsa vaere naturlig & se pa parallelle
algoritmer fora finne lave eliminasjonstreer.

Det er ikke bare hgyden til eliminasjonstreet som er avgjgrende for gjennom-
faringstiden til parallell Cholesky-faktorisering. Antall fyllkanter virker ogsa inn
pa kjaretiden. Det vil derfor veere interess@anse om man kan finne algoritmer
som gir lave (eventuelt minimale) eliminasjonstraer samtidig som de begrenser
antall fyllkanter.

Et relatert problem er om man kunne vise hvor mange fyllkanter rdan ét
minimalt eliminasjonstre til ulike klasser av grafer. Dette tallet er sannsynligvis
ikke sa stort (i forhold tiln), da det er vanskelig a finne sma kuttsett i en graf
dersom det er mange kanter i den.

70



Appendix A Komplette k-naere treer

Et komplettk-neert tre £ > 2), er et tre der hver node har hgystbarn og der
noder blir lagt til treet i bredde-fgrst ordning.

Vi kan maksimalt hat! noder av dybdé. Det fglger derfor at vi maksimalt kan

-1
ha 20 k' = ’,f%ll noder i et komplett-neert tre av hgydé— 1.
Teorem A.1

Hayden til et komplett:-naert tre med: noder er gitt ved

[logr(n(k —1))]

Bevis:
Anta at vi har et komplett:-nezert tre av hgydé. Vi ser pa to tilfeller:

1. [ = 0. Vi ser at vi maksimalt kan héj_;ll = 1 node. Dette gir oss:

[logr(n(k = 1))] = [logr(k —1)] =0

2. [ > 0. Vikan ha frakl% + 1 til kl+i_1 noder i et komplett:-neert tre av
_ . =1 T =1
hgydel. Vi ser pa grenseverdiene:

. l l _ ° .
a) Dersom vi ham = =1 41 = =2 noder, far vi:

logy(n(k —1))] = Vogk (kl +k— 2>J
Sidenk > 2 og! > 1 sa gjelder
<k k-2 <k
Det gir oss:

[logy(n(k — 1))] =1
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. 41 o .
b) Dersom vi ham = * =1 noder, far vi:
i

[logi(n(k = 1))] = |togi (K1 —1)| =1

Sidenlogyn er en strengt voksende funksjon ayser vi at|logy(n(k — 1)) ={
gjelder for alle komplette:-neere treer av hgyde [

Vi skal na se naermere pa uttrykKébg,. (n(k — 1))|. Vivetatd < |logi(k —1)] <
1 gjelder fork > 2. Vi kan ut fra dette utlede fglgende to ulikheter:

[togi(n(k = 1))] = |logen + logi(k = 1)] < [logen] +1 (1)

Llog n] < [logk n + logy(k — 1) = [logr(n(k — 1))] 2)

Fra ulikhetene (1) og (2)af vi felgende grenserdphgyden til et komplett-neert
tre:
llogp n] < |logr(n(k —1))] < |loggn]| +1

Vi ser at hgyden til et komplett-naert tre er hgyst en starre epag;, .

72



Appendix B Stirlings approksimasjon

Vi skal i dette appendikset finne en gvre grense til uttrykkésgn)?(logn)! ved
hjelp av Stirlings approksimasjon.

Stirlings approksimasjon kan uttrykkes samn< c\/ﬁ(g)", derc er en konstant.
Knuth gir i [7] en utledning av Stirlings approksimasjon.

Vi skal na se hvordan vi kan bruke dette til & finne en gvre grenséldgn)!.
Vi far farst:

/ logn
(logn)! < chogn( ogn>

€

i ) logn
Vi kan skrive <l"9"> videre om som fglger.

e
l
(logn) o _ <eln(logn)—l>logn
(&

_ e(log n)(In(logn)—1)

_ nlog(log n)—%

Dette gjar at vi & kan gi fglgende gvre grense fary uttrykk:

5
C(lOg n)2 nlog(logn)
1—In2
1 In2

n(log n)z(log n)! <

Vi skal se videre g bragken(/og n)g/n% og vise at for allen > 1 s& blir den
aldri starre enn 16. For a gjare dette ser vi pa den kontinuerlige funksjonen

lo :Jc;i
flay = LS

T In2

Funksjonenf(x) er definert forz > 1. Vi deriverer f(z) og far

Setter vif'(z) = 0 farviaz = 1 ogz = €737 Ay 283.50. Siden f'(z) > 0

5in2

5ln2 5ln2 . .
for z € <1,e2-222 > 0 "(2) < 0 for z > e?2m2 ser vi atz = ez—2"z Qir et
b
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absolutt maksimalpunkt fof (z). Siden f(283) ~ 15.55 og f(284) ~ 15.55 ser

vi at 1472 16 for alle heltalls verdier av. > 1. Det folger at

n In2

n(log n)z(log n)! < cyntostiogn)

der ¢; er en konstant.
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