Áëãüñéèìïé óå ÊáôçãïñSSåò ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí

Ç ÄÉÄÁÊÔÏÑÉÊÇ ÄÉÁÔÑÉÂÇ

õðïâÜëëåôáé óôçí ïñéóèåSSóá áðü ôçí ÃåíéêÞ ÓõíÝëåõóç ÅéäéêÞò Óýíèåóçò ôïõ ÔìÞìáôïò ÐëçñïöïñéêÞò ÅîåôáóôéêÞ ÅðéôñïðÞ

áðü ôïí

ŒÜñç Ðáðáäüðïõëï

ùò ìÝñïò ôùí Õðïœñåþóåùí ãéá ôç ëÞøç ôïõ

ÄÉÄÁÊÔÏÑÉÊÏÕ ÄÉÐËÙÌÁÔÏÓ ÓÔÇÍ ÐËÇÑÏÖÏÑÉÊÇ

Éïýëéïò 2005

ÅõœáñéóôSSåò

Èá Þèåëá íá áðåõèýíù ôéò éäéáSSôåñåò åõœáñéóôéÝò ìïõ óôïí åðéâëÝðïíôá êáèçãçôÞ ìïõ ê. Óôáýñï Ä. Íéêïëüðïõëï ãéá ôçí ðïëýôéìç âïÞèåéÜ ôïõ óôçí ðåñÜôùóç ôçò ðáñïýóçò åñãáóSSáò. Ç óõìâïëÞ ôïõ Þôáí ïõóéáóôéêÞ êáé âáóSSóôçêå óôçí ãíþóç ôïõ ãéá ôï áíôéêåSSìåíï êáé óôçí ðñïèõìSSá ãéá âïÞèåéá êáé õðïìïíÞ ðïõ ôïí œáñáêôÞñéæáí êáè’ üëç ôçí äéÜñêåéá ôçò ìåëÝôçò áõôÞò. ÅðéðëÝïí, ôïí åõœáñéóôþ èåñìÜ ãéá ôçí åíèïõóéþäç êáé óõíåœÞ ðñïôñïðÞ ôïõ ãéá ðåñáéôÝñù (ìåôáäéäáêôïñéêÞ) Ýñåõíá óôï ðåäSSï ôçò áëãïñéèìéêÞò èåùñSSáò ãñáöçìÜôùí, êáèþò êáé ãéá ôçí ïõóéáóôéêÞ âïÞèåéÜ ôïõ óôçí åðSSôåõîç ôïõ óôüœïõ áõôïý.

Èá Þèåëá íá åõœáñéóôÞóù ôïí êáèçãçôÞ ôïõ ÔìÞìáôïò ÐëçñïöïñéêÞò ê. ËåùíSSäá Ðáëéü (ìÝëïò ôçò ôñéìåëïýò óõìâïõëåõôéêÞò åðéôñïðÞò) ãéá ôçí âïÞèåéá, ôéò óõìâïõëÝò êáé ôïí œñüíï ðïõ ìïõ áöéÝñùóå. Ïé óõìâïõëÝò ôïõ Þôáí êáèïñéóôéêÝò óå üëá ôá åñåõíçôéêÜ èÝìáôá ðïõ ìåëåôÞóáìå. ÅðSSóçò, èá Þèåëá íá åõœáñéóôÞóù ôïí êáèçãçôÞ ê. Óôáýñï ÊïóìáäÜêç (ìÝëïò ôçò ôñéìåëïýò óõìâïõëåõôéêÞò åðéôñïðÞò) ãéá ôçí åðéóôçìïíéêÞ óõìâïëÞ ôïõ óôçí åêðüíçóç ôçò äéáôñéâÞò ìïõ. ÔÝëïò, åõœáñéóôþ ôïõò êê. ÓôÜèç ÆÜœï, Ðáýëï ÓðõñÜêç, ÃéÜííç ÓôáìáôSSïõ, êáé ŒñÞóôï Íïìéêü (ìÝëç ôçò åðôáìåëïýò åîåôáóôéêÞò åðéôñïðÞò) ãéá ôéò åýóôïœåò êáé åðïéêïäïìçôéêÝò ðáñáôçñÞóåéò ôïõò óå áñêåôÜ áðü ôá èÝìáôá ìåëÝôçò ìïõ.

Èá Þôáí ðáñÜëåéøç íá ìçí åõœáñéóôÞóù ôïí êáèçãçôÞ ê. ÉóáÜê ËáãáñÞ (Ðñüåäñïò ôïõ ÔìÞìáôïò ÐëçñïöïñéêÞò) ãéá ôçí áìÝñéóôç êáé Ýìðñáêôç õðïóôÞñéîç ðïõ ìïõ ðáñåSSœå üëá ôá œñüíéá ôùí óðïõäþí ìïõ óôï ÔìÞìá, ôüóï ìå ôçí éäéüôçôá ôïõ ìÝëïõò ôïõ ÔìÞìáôïò üóï êáé ìå ôçí éäéüôçôá ôïõ ÐñïÝäñïõ.

ÔÝëïò, èá Þèåëá íá åõœáñéóôÞóù ôïõò ãïíåSSò ìïõ ãéá ôçí õëéêÞ êáé çèéêÞ õðïóôÞñéîÞ ôïõò êáè’ üëç ôçí äéÜñêåéá ôùí ðñïðôõœéáêþí êáé ìåôáðôõœéáêþí ìïõ óðïõäþí.

ŒÜñçò Ðáðáäüðïõëïò

ÉùÜííéíá, 4 ÉïõëSSïõ 2005

ÐåñSSëçøç

ÁõôÞ ç åñãáóSSá åðéêåíôñþíåôáé óôçí óœåäSSáóç êáé áíÜëõóç áêïëïõèéáêþí, ðáñÜëëçëùí êáé äõíáìéêþí (Þ Üìåóùí) áëãïñSSèìùí ãéá ðñïâëÞìáôá (i) áíáãíþñéóçò, (ii) âåëôéóôïðïSSçóçò (Hammiltonicity, êáé åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá (path cover)) êáé (iii) áðáñSSèìçóçò (óêåëåôéêþí äÝíôñùí) óå êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. ÓõãêåêñéìÝíá, áðáóœïëåSSôáé ìå ôçí óœåäSSáóç êáé áíÜëõóç áëãïñSSèìùí ôçò èåùñSSáò ãñáöçìÜôùí óôéò áêüëïõèåò ðåñéïœÝò, üðïõ, óôéò ðåñéóóüôåñåò áðü áõôÝò, Ýœïõìå Þäç äçìïóéåõìÝíá áðïôåëÝóìáôá.

ÄåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç Ç äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ãéá åéäéêÜ ãñáöÞìáôá, ìåôáîý Üëëùí äïìþí, åSSíáé óõœíÜ ç âÜóç ãéá ãñÞãïñåò ëýóåéò óå áëãïñéèìéêÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ åSSíáé ãåíéêÜ äýóêïëá. ÐïëëÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí Ýœïõí ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç, ðïõ âáóSSæåôáé óå ìéá ãåíéêÞ áíôéìåôþðéóç, ãíùóôÞ ùò m-áðïóýíèåóç (modular decomposition) ãñáöçìÜôùí. Œñçóéìïðïéþíôáò äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç, ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá áíáãíþñéóçò, âåëôéóôïðïSSçóçò êáé áðáñSSèìçóçò ìðïñïýí íá åðéëõèïýí áðïôåëåóìáôéêÜ ãéá ðïéêSSëåò êáôçãïñSSåò ãñáöçìÜôùí, üðùò

• quasi-threshold ãñáöÞìáôá, • cographs, • tree-cographs, • P_4-sparse ãñáöÞìáôá, • P_4-tidy ãñáöÞìáôá, • (q, q − 4) ãñáöÞìáôá, • permutation ãñáöÞìáôá, • chordal ãñáöÞìáôá, • split-perfect ãñáöÞìáôá, • (P_5, gem)-free ãñáöÞìáôá, • (P_5, diamond)-free ãñáöÞìáôá, • êáé semi-P_4-sparse ãñáöÞìáôá.

ÿœïõìå áðïäåSSîåé áðïôåëÝóìáôá áíáãíþñéóçò, âåëôéóôïðïSSçóçò êáé áðáñSSèìçóçò ãéá ìåñéêÝò áðü ôéò ðáñáðÜíù êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí.

ÁðáñSSèìçóç óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí QT-ãñáöçìÜôùí Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý ôïõ ðëÞèïõò óêåëåôéêþí äÝíôñùí óôçí êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí, Þ QT-ãñáöÞìáôá ãéá óõíôïìSSá. ÄåSSœíïõìå üôé Ýíá ôÝôïéï ãñÜöçìá åðéôñÝðåé óçìáíôéêÝò äïìéêÝò êáé áëãïñéèìéêÝò éäéüôçôåò ìáæSS ìå Ýíá ìïíáäéêü, ùò ðñïò ôïí éóïìïñöéóìü, äÝíôñï áíáðáñÜóôáóçò ðïõ ïíïìÜæåôáé cent-äÝíôñï. Âáóéæüìåíïé óôéò éäéüôçôåò ôïõ cent-äÝíôñïõ åíüò QT-ãñáöÞìáôïò G áíáäåéêíýïõìå Ýíáí ôýðï ðïõ äSSíåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ç áðüäåéîç âáóSSæåôáé óôï Kirchho¸ ðSSíáêá äÝíôñùí èåþñçìá. Ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò ãåíéêåýïõí êáé åðåêôåSSíïõí ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá óœåôéêÜ ìå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí óå QT-ãñáöÞìáôá [91]. ÁõôÞ ç åñãáóSSá ïäÞãçóå óôçí äçìïóSSåõóç:

• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, A formula for the number of spanning trees in quasi-threshold graphs, Proc. 1st Balkan Conference on Informatics (BCI’03), 192{202, Thessaloniki, Greece, 2003.

Ãñáììéêüò áëãüñéèìïò õðïëïãéóìïý ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí óõìðëçñùìáôéêÜ-ðáñáãüìåíùí ãñáöçìÜôùí Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ðïõ êáèïñSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôçò êëÜóçò ôùí óõìðëçñùìáôéêÜ-ðáñáãüìåíùí ãñáöçìÜôùí, åðSSóçò ãíùóôÞ ùò cographs. ãéá Ýíá cograph G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò, ï áëãüñéèìüò ìáò õðïëïãSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G óå O(n + m) œñüíï êáé œþñï, üðïõ ç ðïëõðëïêüôçôá ôùí áñéèìçôéêþí ðñÜîåùí ìåôñéÝôáé ìå âÜóç ôï ïìïéüìïñöï êñéôÞñéï êüóôïõò (uniform cost criterion). Ï áëãüñéèìïò åêìåôáëëåýåôáé ôï cotree ôïõ äïèÝíôïò ãñáöÞìáôïò ôï ïðïSSï âáèìéáSSá óõññéêíþíåôáé ìå Ýíáí óõóôçìáôéêü ôñüðï Ýùò üôïõ ãSSíåé ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ, åíþ ôáõôüœñïíá åíçìåñþíïíôáé ïñéóìÝíïé ðáñÜìåôñïé ðïõ ôï ãéíüìåíü ôïõò äSSíåé ôï åðéèõìçôü ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí. Ç ïñèüôçôá ôïõ áëãïñSSèìïõ åðéêõñþíåôáé ìÝóá áðü ôï Kirchho¸ ðSSíáêá äÝíôñùí èåþñçìá êáé åðSSóçò âáóSSæåôáé óå äïìéêÝò êáé áëãïñéèìéêÝò éäéüôçôåò ôùí cographs. Ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò ãåíéêåýïõí ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá êáé åðåêôåSSíïõí ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ äÝœïíôáé ãñáììéêïýò áëãüñéèìïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí ôïõò äÝíôñùí. ÁõôÞ ç åñãáóSSá ïäÞãçóå óôçí äçìïóSSåõóç:

• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in cographs, Electronic Notes in Discrete Mathematics (ENDM) 13, 87{95, 2003. Also in: Proc. of the Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW’03), Enschede, The Netherlands, 2003.

ÁðáñSSèìçóç óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãñáöçìÜôùí œñçóéìïðïéþíôáò m-áðïóýíèåóç Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ êáèïñSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G ðïõ åêìåôáëëåýåôáé ôçí äïìÞ ôïõ md-äÝíôñïõ (modular decomposition tree) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÓõãêåêñéìÝíá ï áëãüñéèìüò ìáò äïõëåýåé óõññéêíþíïíôáò ôï md-äÝíôñï ôïõ åéóáãüìåíïõ ãñáöÞìáôïò G áðü êÜôù ðñïò ôá ðÜíù Ýùò üôïõ ìåôáôñáðåSS óå Ýíáí ìïíáäéêü êüìâï. ôüôå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ G Ýœåé õðïëïãéóôåSS ùò ôï ãéíüìåíï áðü ìéá óõëëïãÞ ôéìþí ðïõ óõóœåôSSæïíôáé ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé åíçìåñþíïíôáé êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôçò öÜóçò óõññSSêíùóçò. ÓõãêåêñéìÝíá, üôáí åöáñìüæåôáé óå Ýíá (q, q − 4) ãñÜöçìá ãéá óõãêåêñéìÝíï q, óå Ýíá P_4-tidy ãñÜöçìá, Þ óå Ýíá tree-cograph, ï áëãüñéèìüò ìáò õðïëïãSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí óå œñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò, üðïõ ç ðïëõðëïêüôçôá ôùí áñéèìçôéêþí ðñÜîåùí ìåôñéÝôáé ìå âÜóç ôï ïìïéüìïñöï êñéôÞñéï êüóôïõò (uniform cost criterion). Áõôü åðÜãåé üôé ôï ðñüâëçìá Ýœåé ãñáììéêü óå œñüíï ëýóç ãéá ðïëëÝò ãíùóôÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí, üðùò åSSíáé ôá cographs, P_4-sparse ãñáöÞìáôá, P_4-reducible ãñáöÞìáôá, P_4-lite ãñáöÞìáôá, êáé P_4-extendible ãñáöÞìáôá. Ç ïñèüôçôá ôïõ áëãïñSSèìïõ áðïäåéêíýåôáé ìÝóá áðü ôï Kirchho¸ ðSSíáêá äÝíôñùí èåþñçìá êáé åðSSóçò âáóSSæåôáé óå äïìéêÝò êáé áëãïñéèìéêÝò éäéüôçôåò ôùí ãñáöçìÜôùí õðü ìåëÝôç. Ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò ãåíéêåýïõí ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá êáé åðåêôåSSíïõí ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ äÝœïíôáé ãñáììéêïýò áëãüñéèìïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí ôïõò äÝíôñùí. ÁõôÞ ç åñãáóSSá ïäÞãçóå óôéò äçìïóéåýóåéò:

• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, The number of spanning trees in P4-reducible graphs, Proc. 3rd Int’l Colloquium on Mathematics and Computer Science: Algorithms, Trees, Combinatorics and Probabilities (MathInfo III), Vienna, 2004. In: Trends in Mathematics, Birkhauser, 141{143, 2004.

• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in graphs using modular decomposition, TR-2004-09, Dept. of Computer Science, University of Ioannina, 2004 (submitted for journal publication).

ÌåãéóôïðïSSçóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí óå áóôåñïåéäÞ ãñáöÞìáôá Ç åîáãùãÞ ìáèçìáôéêþí ôýðùí ãéá äéáöïñåôéêïýò ôýðïõò ãñáöçìÜôùí ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS œñÞóéìç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü åêåSSíùí ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ðåñéÝœïõí ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí. ÖáSSíåôáé ðñïöáíÝò üôé ç óœåäüí ôáêôéêüôçôá (almost regularity) åíüò ãñáöÞìáôïò åSSíáé ôï áðáéôïýìåíï ðñïóüí. ÅðïìÝíùò, ôüóï ãéá èåùñçôéêïýò üóï êáé ãéá ðñáêôéêïýò ëüãïõò, áöïý ôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí åSSíáé óôåíÜ óõíäåäåìÝíï ìå ôçí áîéïðéóôSSá äéêôýùí õðïëïãéóôþí, åSSíáé åíäéáöÝñïí íá åîÜãåé êáíåSSò ìáèçìáôéêü ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò.

Áêïëïõèþíôáò ôçí ðñïçãïýìåíç êáèïäÞãçóç, åîåôÜæïõìå ôçí êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõò åSSíáé áóôåñïåéäÞ ãñáöÞìáôá êáé åîÜãïõìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá ôá ìÝëç áõôÞò ôçò ïìÜäáò ãñáöçìÜôùí. Ôá ðñïôåéíüìåíá áðïôåëÝóìáôá êáëýðôïõí ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá ãéá ìåñéêÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí êáé åðåêôåSSíïõí ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí multi-star êáé multi-complete/star ãñáöçìÜôùí óôçí ìåãáëýôåñç êëÜóç ôùí áóôåñïåéäÞ ãñáöçìÜôùí. Áðïäåéêíýïõìå èåùñÞìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò ðïõ ìáò åðéôñÝðïõí íá œáñáêôçñSSóïõìå ôá ãñáöÞìáôá ôçò êëÜóçò áõôÞò ìå ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí.

ÁõôÞ ç åñãáóSSá ïäÞãçóå óôçí äçìïóSSåõóç:

• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, Maximizing the number of spanning trees in K_n-complements of asteroidal graphs, (submitted for publication) 2005.

ÐëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí óå êáôçãïñSSåò ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G ÅðåêôåSSíïíôáò ôçí Ýííïéá ôïõ K_n − G (K_n-óõìðëÞñùìá) êáé èåùñþíôáò ðïëõãñáöÞìáôá (multigraphs), åîÜãïõìå ôýðïõò, ðïõ âáóSSæïíôáé óôçí ïñSSæïõóá, ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G, üðïõ K^m_n åSSíáé ôï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ôùí n êïñõöþí ìå áêñéâþò m áêìÝò íá åíþíïõí êÜèå æåýãïò êïñõöþí êáé ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíá óýíïëï áêìþí ôïõ K^m_n . Áðïäåéêíýïõìå åðSSóçò êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G, üðïõ G åSSíáé (i) Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÝò (complete multipartite) ãñÜöçìá, êáé (ii) Ýíá multi-star ãñÜöçìá. ÁõôÞ ç åñãáóSSá ïäÞãçóå óôçí äçìïóSSåõóç:

• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, On the number of spanning trees of K^m_n ± G graphs, TR-2005-10, Dept. of Computer Science, University of Ioannina, 2005 (submitted for journal publication).

ÄõíáìéêïSS áëãüñéèìïé ãéá ôçí áíáãíþñéóç êëÜóåùí ãñáöçìÜôùí Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá åðéëýïõìå ôï äõíáìéêü ðñüâëçìá áíáãíþñéóçò ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí: ï óêïðüò åSSíáé íá œåéñéóôïýìå ðñüóèåóç êáé äéáãñáöÞ áêìþí/êïñõöþí, íá áíáêáëýøïõìå ðüôå ôÝôïéåò ôñïðïðïéÞóåéò åðéöÝñïõí Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá êáé óå ðåñSSðôùóç ðïõ áëçèåýåé, íá åíçìåñþóåé êáôÜëëçëá ôçí áíáðáñÜóôáóç ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ç áíôéìåôþðéóÞ ìáò âáóSSæåôáé óôçí äéáôÞñçóç ôïõ md-äÝíôñïõ ôïõ ãñáöÞìáôïò ôï ïðïSSï œñçóéìïðïéïýìå ãéá ôçí åðSSëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áíáãíþñéóçò. Áðïäåéêíýïõìå äïìéêÝò éäéüôçôåò ôïõ äÝíôñïõ êáé ðåôõœáSSíïõìå Ýíáí ðëÞñùò äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ðïõ õðïóôçñSSæåé ôñïðïðïéÞóåéò áêìþí (åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò) óå O(1) œñüíï êáé ôñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí (åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò) óå O(d) œñüíï ãéá êïñõöÞ âáèìïý d.

ÁõôÞ ç åñãáóSSá ïäÞãçóå óôçí äçìïóSSåõóç:

• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, A fully dynamic algorithm for the recognition of P_4-sparse graphs, (submitted for publication) 2005.

ÐáñÜëëçëïé áëãüñéèìïé ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá Åðéêåíôñþíïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò óôçí áíÜðôõîç åíüò âÝëôéóôïõ ðáñÜëëçëïõ áëãïñSSèìïõ ðïõ âñSSóêåé êáé áíáöÝñåé ôïí ìéêñüôåñï áñéèìü ôùí áíåîÜñôçôùí-êïñõöþí ìïíïðáôéþí ðïõ êáëýðôïõí ôéò êïñõöÝò (ãíùóôü ùò ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá{path cover problem) åíüò P_4- sparse ãñáöÞìáôïò. Åðùöåëïýìáóôå ôçò äïìÞò ôïõ md-äÝíôñïõ (êáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ôùí ðñþôùí ãñáöçìÜôùí ôïõ) êáé åêìåôáëëåõüìáóôå ôá ìïíïðÜôéá äÝíôñùí (path trees{ìéá äïìÞ ðïõ äéáôçñåSS ôá ìïíïðÜôéá ôçò åðéêÜëõøçò ìïíïðáôéþí). Ðéï óõãêåêñéìÝíá, äïèÝíôïò ôïõ md-äÝíôñïõ åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò G óå n êïñõöÝò, œñçóéìïðïéïýìå êëáóéêÝò äåíäñéêÝò ôåœíéêÝò óõññSSêíùóçò êáé ôáSSñéáóìá ðáñåíèÝóåùí (bracket matching) êáé ðåñéãñÜöïõìå Ýíá âÝëôéóôï ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ðïõ ôñÝœåé óå O(log n) œñüíï ìå O(n/ log n) åðåîåñãáóôÝò óôï EREW-PRAM ìïíôÝëï. ÅSSíáé åíäéáöÝñïí êáíåSSò íá åðåêôåSSíåé áõôÞí ôçí ôåœíéêÞ óå Üëëåò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí, êáé áêüìá ðåñéóóüôåñï, íá èåùñÞóåé ìåñéêÝò ðáñáëëáãÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò, üðùò åSSíáé ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ôåëéêÜ ìïíïðÜôéá (terminal path cover), äçëáäÞ ç áíáöïñÜ ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åíüò ãñáöÞìáôïò äïèÝíôïò Ýíá õðïóýíïëï êïñõöþí ðïõ áíôéóôïéœïýí óôá Üêñá êïñõöþí ôùí ìïíïðáôéþí ôçò åðéêÜëõøçò. ÁõôÞ ç åñãáóSSá ïäÞãçóå óôçí äçìïóSSåõóç:

• K. Asdre, S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, An optimal solution for the path cover problem on P_4-sparse graphs, Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW’05), Cologne, Germany, 2005.

Extended Abstract in English

This work focuses on the design and analysis of sequential, parallel, and dynamic (or on-line) algorithms for (i) recognition, (ii) optimization (Hammiltonicity, and path cover), and (iii) counting (spanning trees) problems on classes of perfect graphs. In particular, it deals with designing and analyzing graph algorithms, in the following areas, where in most of them we have already published results.

Tree representation Tree representation for special graphs, among other structures, are often the basis for fast solutions of algorithmic problems which are hard in general. Many classes of graphs have a unique tree representation, based on a general approach known as the modular decomposition of graphs. Using tree representations, many recognition, optimization, and counting problems, can be solved e‹ciently, for various classes of perfect graphs, such as

• quasi-threshold graphs, • cographs, • tree-cographs, • P_4-sparse graphs, • P_4-tidy graphs, • (q, q − 4) graphs, • permutation graphs, • chordal graphs, • split-perfect graphs, • (P_5, gem)-free graphs, • (P_5, diamond)-free graphs, • and semi-P_4-sparse graphs.

We have proved recognition, optimization, and counting results for some of the above mentioned classes.

Establishing formulas for the number of spanning trees of QT-graphs We consider the problem of computing the number of spanning trees in the class of quasi-threshold graphs, or QT-graphs for short. We show that such a graph admits important structural and algorithmic properties among which a unique tree representation, up to isomorphism, called centtree. Based on the properties of the cent-tree of a QT-graph G we derive a formula which gives the number of spanning trees of the graph G; the proof is based on the Kirchho¸ matrix tree theorem. Our result generalizes and extends previous results (on my master thesis) regarding the number of spanning trees of QT-graphs [91]. This work lead to publication:

• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, A formula for the number of spanning trees in quasi-threshold graphs, Proc. 1st Balkan Conference on Informatics (BCI’03), 192{202, Thessaloniki, Greece, 2003.

Linear time algorithm for the number of spanning trees of cographs In this section we present a linear-time algorithm for determining the number of spanning trees in the class of complement reducible graphs, also known as cographs; for a cograph G on n vertices and m edges, our algorithm computes the number of spanning trees of G in O(n + m) time and space, where the complexity of arithmetic operations is measured under the uniform cost criterion. The algorithm takes advantage of the cotree of the input graph which it gradually shrinks in a systematic fashion until it becomes a single vertex while at the same time appropriately updating certain parameters whose product gives the desired number of spanning trees. The correctness of the algorithm is established through the Kirchho¸ matrix tree theorem, and is also based on structural and algorithmic properties of the cographs. Our results generalize previous results and extend the family of graphs admitting linear-time algorithms for the number of their spanning trees.

This work lead to publication:

• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in cographs, Electronic Notes in Discrete Mathematics (ENDM) 13, 87{95, 2003. Also in: Proc. of the Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW’03), Enschede, The Netherlands, 2003.

Counting spanning trees in graphs using modular decomposition In this section we present an algorithm for determining the number of spanning trees of a graph G which takes advantage of the structure of the modular decomposition tree of G. Speci˛cally, our algorithm works by contracting the modular decomposition tree of the input graph G in a bottomup fashion until it becomes a single node; then, the number of spanning trees of G is computed as the product of a collection of values which are associated with the vertices of G and are updated during the contraction process. In particular, when applied on a (q, q − 4)-graph for ˛xed q, a P_4-tidy graph, or a tree-cograph, our algorithm computes the number of its spanning trees in time linear in the size of the graph, where the complexity of arithmetic operations is measured under the uniform-cost criterion. This implies that the problem has linear-time solution for many well-known classes of graphs, such as, cographs, P_4-sparse graphs, P_4-reducible graphs, P_4-lite graphs, and P_4-extendible graphs. The correctness of the algorithm is established through the Kirchho¸ matrix tree theorem, and also relies on structural and algorithmic properties of the graphs in consideration. Our results generalize previous results and extend the family of graphs admitting linear-time algorithms for the number of their spanning trees. This work lead to publications:

• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, The number of spanning trees in P4-reducible graphs, Proc. 3rd Int’l Colloquium on Mathematics and Computer Science: Algorithms, Trees, Combinatorics and Probabilities (MathInfo III), Vienna, 2004. In: Trends in Mathematics, Birkhauser, 141{143, 2004.

• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in graphs using modular decomposition, TR-2004-09, Dept. of Computer Science, University of Ioannina, 2004 (submitted for journal publication).

Maximizing the number of spanning trees of Asteroidal Graphs Deriving formulas for di¸erent types of graphs can prove to be helpful in identifying those graphs that contain the maximum number of spanning trees. It seems apparent that almost the regularity of a graph is a requirement. Thus, both for theoretical and for practical purposes, since the number of spanning trees are close related to the network reliability, it is interesting to derive a formula for the number of spanning trees of a graph.

Following these lines we examine the class of graphs whose complements are asteroidal (starlike) graphs and derive closed formulas for the number of spanning trees of its members. The proposed results cover previous results for some classes of graphs and extend the results for the classes of the multi-star and multi-complete/star graphs to the larger class of the asteroidal graphs. We prove maximization theorems that enable us to characterize the graphs in this class with a maximum number of spanning trees. This work lead to publication:

• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, Maximizing the number of spanning trees in K_n-complements of asteroidal graphs, (submitted for publication) 2005.

On the number of spanning trees of K^m_n ± G graphs By extending the notion of K_n − G and considering multigraphs we derive determinant based formulas for the number of spanning trees of graphs of the form K^m_n ± G, where K^m_n is the complete multigraph on n vertices with exactly m edges joining every pair of vertices and G is a multigraph spanned by a set of edges of K^m_n . We also prove closed formulas for the number of spanning tree of graphs of the form K^m_n ± G, where G is (i) a complete multipartite graph, and (ii) a multi-star graph. This work lead to publication:

• S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, On the number of spanning trees of K^m_n ± G graphs, TR-2005-10, Dept. of Computer Science, University of Ioannina, 2005 (submitted for journal publication).

Dynamic algorithms for recognizing classes of graphs In this section we solve the dynamic recognition problem for the class of P_4-sparse graphs: the objective is to handle edge/vertex additions and deletions, to detect whether such a modi˛cation yields a P_4-sparse graph, and if yes, to update the representation of the graph. Our approach relies on maintaining the modular decomposition tree of the graph, which we use for solving the recognition problem. We prove structural properties of this tree and obtained a fully dynamic recognition algorithm which handles edge modi˛cations (additions and deletions) in O(1) time and vertex modi˛cations (additions and deletions) in O(d) time for a vertex of degree d.

With respect to optimality, it is interesting to achieve a constant time algorithm for the update of the modular decomposition tree in a vertex deletion of a P_4-sparse graph. Furthermore, dynamic algorithms has been proposed which handle edge modi˛cations and vertex modi˛cations in O(n) time per edge operation and in O(nm) time per vertex modi˛cation for chordal graphs. Based on these results, one can work towards the investigation whether there exist a more e‹cient dynamic algorithm for the class of chordal graphs or interval graphs (an edges-only dynamic algorithm is known for interval graphs which handles each edge modi˛cation in O(n log n) time), and moreover, for other classes of perfect graphs. This work lead to publication:

• S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, A fully dynamic algorithm for the recognition of P_4-sparse graphs, (submitted for publication) 2005.

Parallel algorithms for the path cover problem Here we focus on developing an optimal parallel algorithm to ˛nd and report the smallest number of vertex-disjoint paths that cover the vertices (known as the path cover problem) for the class of

P_4-sparse graphs. We take advantage of the structure of its modular decomposition tree (and in fact its prime graphs) and utilize its path trees (a structure that maintains the paths of the path cover). Speci˛cally, given the modular decomposition tree of a P_4-sparse graph G on n vertices, we use standard tree contraction and bracket matching techniques, and we describe an optimal parallel algorithm which runs in O(log n) time with O(n/ log n) processors on the EREW-PRAM model. It is interesting to extend this technique to other classes of graphs and, furthermore, to consider some variants of the problem, such as the terminal path cover, i.e., the problem of ˛nding the path cover of a graph given a subset of vertices which correspond to the terminal vertices of the paths of the path cover. This work lead to publication:

• K. Asdre, S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, An optimal solution for the path cover problem on P_4-sparse graphs, Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW’05), Cologne, Germany, 2005.

Ðåñéåœüìåíá

1 ÅéóáãùãÞ 1 1.1 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.1.1 ÁðáñSSèìçóç Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.1.2 ÄõíáìéêïSS Áëãüñéèìïé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.1.3 ÐáñÜëëçëïé Áëãüñéèìïé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.2 ÔÝëåéá ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.3 ÄåíäñéêÞ ÁíáðáñÜóôáóç êáé Áðïóýíèåóç ÃñáöçìÜôùí . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.3.1 m-Áðïóýíèåóç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.3.2 h-Áðïóýíèåóç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.4 m-Áðïóýíèåóç óå ÊëÜóåéò ÃñáöçìÜôùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.4.1 ÓõìðëçñùìáôéêÜ-ðáñáãüìåíá ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.4.2 P_4-sparse ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.4.3 P_4-tidy ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.4.4 (q, q − 4) ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.4.5 Split-perfect ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.4.6 Superbrittle ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.5 ÊSSíçôñï ÌåëÝôçò ôùí Åñåõíçôéêþí ÈåìÜôùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 ÁðáñSSèìçóç Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí Quasi-Threshold ÃñáöçìÜôùí 17 2.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.2 Quasi-threshold ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 2.3 Ôï ÐëÞèïò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ôùí Quasi-Threshold ÃñáöçìÜôùí . . . . . . 20 2.3.1 Ï Ôýðïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.4 ÓõìðåñÜóìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Õðïëïãéóìüò ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ôùí

ÓõìðëçñùìáôéêÜ-Ðáñáãüìåíùí ÃñáöçìÜôùí 26 3.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 3.2 ÓõìðëçñùìáôéêÜ-Ðáñáãþìåíá ÃñáöÞìáôá { Cographs . . . . . . . . . . . . . . . . 28 3.3 Ï Áëãüñéèìïò Õðïëïãéóìïý ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí . . . . . . . . . 29 3.3.1 Ï Áëãüñéèìïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 3.3.2 Ïñèüôçôá ôïõ ÁëãïñSSèìïõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 3.3.3 Ðïëõðëïêüôçôá Œñüíïõ êáé Œþñïõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 3.4 ÓõìðåñÜóìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4 Õðïëïãéóìüò ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí

Œñçóéìïðïéþíôáò m-Áðïóýíèåóç 36 4.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 4.2 m-Áðïóýíèåóç êáé Óõññéêíþóéìá ÕðïäÝíôñá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

4.3 Ï Áëãüñéèìïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 4.3.1 ÅðåîåñãáóSSá ôùí Âáóéêþí N-êüìâùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 4.3.2 ÅðåîåñãáóSSá ôùí Ìç-âáóéêþí N-êüìâùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 4.4 Ïñèüôçôá ôïõ ÁëãïñSSèìïõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 4.4.1 ÅðåîåñãáóSSá åíüò Óõìðëçñùìáôéêïý N-êüìâïõ . . . . . . . . . . . . . . . . 51 4.4.2 ÅðåîåñãáóSSá åíüò N-êüìâïõ Áñáœíïåéäïýò ÃñáöÞìáôïò . . . . . . . . . . . . 53 4.5 Ðïëõðëïêüôçôá Œñüíïõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 4.6 Õðïëïãéóìüò ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí óå Ãñáììéêü Œñüíï . . . . . . 58 4.6.1 ÄÝíôñá-cographs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 4.6.2 (q, q − 4) ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 4.6.3 P_4-tidy ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 4.7 ÓõìðåñÜóìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

5 ÌåãéóôïðïSSóç ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ôùí Áóôåñïåéäþí ÃñáöçìÜôùí 62 5.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 5.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 5.2.1 ÁóôåñïåéäÞ ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 5.2.2 Óõìðëçñùìáôéêüò Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ÐSSíáêáò . . . . . . . . . . . . . . . 66 5.3 Ôï ÐëÞèïò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ôùí Áóôåñïåéäþí ÃñáöçìÜôùí . . . . . . . . . 67 5.3.1 Complete-planet ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 5.3.2 Star-planet ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 5.4 ÁðïôåëÝóìáôá ÌåãéóôïðïSSçóçò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 5.4.1 Complete-planet ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 5.4.2 Star-planet ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 5.5 ÓõìðåñÜóìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

6 ÐëÞèïò Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí óå ÊáôçãïñSSåò ÃñáöçìÜôùí ôçò ÌïñöÞò K^m_n ± G 83 6.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 6.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 6.3 Ôá K^m_n ± G ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 6.3.1 Ç ÐåñSSðôùóç K^m_n − G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 6.3.2 Ç ÐåñSSðôùóç K^m_n + G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 6.3.3 Ç ÃåíéêÞ ÐåñSSðôùóç K^m_n ± G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 6.4 Ôá K^{(m)}_n ± G ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 6.4.1 Ç ÐåñSSðôùóç K^m_n + G_1 − G_2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 6.4.2 Ç ÃåíéêÞ ÐåñSSðôùóç K^{(m)}_n ± G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 6.5 ÊëÜóåéò ÃñáöçìÜôùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 6.5.1 ÐëÞñåò ÐïëõìåñÞ ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 6.5.2 Multi-star ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 6.6 ÓõìðåñÜóìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

7 ÐëÞñùò Äõíáìéêüò Áëãüñéèìïò Áíáãíþñéóçò ôùí P_4-sparse ÃñáöçìÜôùí 98 7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 7.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 7.2.1 m-Áðïóýíèåóç êáé P_4-sparse ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 7.3 ÐëÞñçò-Äõíáìéêüò Áëãüñéèìïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 7.3.1 Ðñüóèåóç ìéáò ÁêìÞò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 7.3.2 ÁöáSSñåóç ìéáò ÁêìÞò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 7.3.3 ÅéóáãùãÞ ìéáò ÊïñõöÞò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

7.3.4 ÄéáãñáöÞ ìéáò ÊïñõöÞò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 7.4 ÓõìðåñÜóìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

8 ÂÝëôéóôïò ÐáñÜëëçëïò Áëãüñéèìïò ãéá ôï Ðñüâëçìá ôçò ÅðéêÜëõøçò ìå ÌïíïðÜôéá óå P_4-sparse ÃñáöÞìáôá 119 8.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 8.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120 8.2.1 P_4-sparse ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121 8.2.2 ÄÝíôñá Ìïíïðáôéþí êáé ÔáSSñéáóìá Áãêõëþí . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 8.2.3 ÊÜôù ĳñéï ãéá ôçí Ðïëõðëïêüôçôá Œñüíïõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 8.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá óå P_4-sparse ÃñáöÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 8.3.1 ÿíáò Áðëüò ÂÝëôéóôïò Áêïëïõèéáêüò Áëãüñéèìïò . . . . . . . . . . . . . . 126 8.4 Ôá ÄÝíôñá Ìïíïðáôéþí ôùí P_4-sparse ÃñáöçìÜôùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 8.5 ÁêïëïõèSSá Áãêõëþí óå N-êüìâïõò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 8.6 ÂÝëôéóôïò ÐáñÜëëçëïò Áëãüñéèìïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 8.7 ÓõìðåñÜóìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

9 Óýíïøç - ÅðåêôÜóåéò 137 9.1 ÐëÞèïò Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 9.2 ÄõíáìéêïSS Áëãüñéèìïé Áíáãíþñéóçò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 9.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

ÅõñåôÞñéï ÓœçìÜôùí

1.1 (a) ÿíá ãñÜöçìá G êáé (b) ôï md-äÝíôñï ôïõ T (G). . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.2 ÓõóœÝôéóç ìåôáîý êëÜóåùí ãñáöçìÜôùí (Hasse diagram). . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1 Ôï cent-äÝíôñï T_c(Q) åíüò QT-ãñáöÞìáôïò ìå 12 êïñõöÝò. . . . . . . . . . . . . . . 19

3.1 (a) ÿíá cograph ìå 7 êïñõöÝò êáé (b) ôï áíôSSóôïéœï cotree. . . . . . . . . . . . . . 29 3.2 ÅöáñìïãÞ ôçò óõíÜñôçóçò Update Replace(u_1, T_{co}(G)). . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.1 (a) Ýíá ãñÜöçìá êáé (b) ôï md-äÝíôñï ôïõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 4.2 ÓõóœÝôéóç ìåôáîý êëÜóåùí ãñáöçìÜôùí (Hasse diagram). Ãéá ôéò êëÜóåéò ðïõ âñSSóêïíôáé áñéóôåñÜ áðü ôçí äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå ãñáììéêü œñüíï. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.1 ÁóôåñïåéäÞ ãñáöÞìáôá. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 5.2 ÏñéóìÝíá áóôåñïåéäÞ ãñáöÞìáôá. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

7.1 Ôá åðôÜ áðáãïñåõìÝíá õðïãñáöÞìáôá ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí. . 99 7.2 ÿíá ìç-óõíåêôéêü P_4-sparse ãñÜöçìá ìå 13 êïñõöÝò êáé ôï md-äÝíôñï ôïõ. . . . . 101 7.3 ÅéêïíïãñÜöçóç ôçò ðåñSSðôùóçò ôïõ ËÞììáôïò 7.4 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò óôï md-äÝíôñï. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 7.4 ÅéêïíïãñÜöçóç ôçò ðåñSSðôùóçò (ii) ôïõ ËÞììáôïò 7.5 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò óôï md-äÝíôñï. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 7.5 ÅéêïíïãñÜöçóç ôçò ðåñSSðôùóçò (iii) ôïõ ËÞììáôïò 7.5 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò óôï md-äÝíôñï. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 7.6 ÅéêïíïãñÜöçóç ôùí ðåñéðôþóåùí ôïõ ËÞììáôïò 7.6 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò óôï md-äÝíôñï. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 7.7 ÅéêïíïãñÜöçóç ôùí ðåñéðôþóåùí (ii), (iii), (iv) ôïõ ËÞììáôïò 7.9 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò ôïõ md-äÝíôñïõ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 7.8 ÅéêïíïãñÜöçóç ôùí ðåñéðôþóåùí (i) êáé (ii.2) ôïõ ËÞììáôïò 7.11 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò óôï md-äÝíôñï. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

8.1 ÿíá ìç-óõíåêôéêü P_4-sparse ãñÜöçìá êáé ôï áíôSSóôïéœï md-äÝíôñï ôïõ. . . . . . . 121 8.2 ÅéêïíïãñÜöçóç ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá (a) åíüò áñáéïý áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò êáé (b) åíüò ðõêíïý áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò. . . . . . . . . . . . . . . . . . 125 8.3 Ôá áíôSSóôïéœá äÝíôñá ìïíïðáôéþí ôïõ ÓœÞìáôïò 8.2(a). . . . . . . . . . . . . . . . 128 8.4 Ôá áíôSSóôïéœá äÝíôñá ìïíïðáôéþí ôïõ ÓœÞìáôïò 8.2(b). . . . . . . . . . . . . . . . 128 8.5 Ïé áãêýëåò ôùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí ôïõ ÓœÞìáôïò 8.3. . . . . . . . . . . . . . . . 130 8.6 Ïé áãêýëåò ôùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí ôïõ ÓœÞìáôïò 8.4. . . . . . . . . . . . . . . . 133

ÅõñåôÞñéï ÐéíÜêùí

5.1 ÕðïêëÜóåéò ôùí complete-planet ãñáöçìÜôùí. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 5.2 ÕðïêëÜóåéò ôùí star-planet ãñáöçìÜôùí. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

ÅõñåôÞñéï ÁëãïñSSèìùí

1 Update Replace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2 Number Spanning Trees . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 3 Spanning Trees-Number . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 4 Contract-Parallel Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 5 Handle-N node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 6 Contract-Spider . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 7 Contract-Tree . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 8 Contract-Cycle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 9 Handle-Complement-N node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 10 Contract-NonBasic-N node . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48 11 Add Vertex . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 12 Sequential Minimum Path Cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 13 Parallel Minimum Path Cover . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS

1.2 ÔÝëåéá ÃñáöÞìáôá

1.3 ÄåíäñéêÞ ÁíáðáñÜóôáóç êáé Áðïóýíèåóç ÃñáöçìÜôùí

1.4 m-Áðïóýíèåóç^1 óå ÊëÜóåéò ÃñáöçìÜôùí

1.5 ÊSSíçôñï ÌåëÝôçò ôùí Åñåõíçôéêþí ÈåìÜôùí

1.1 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS

Èåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá œùñSSò ðïëëáðëÝò áêìÝò. ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G ìå óýíïëï êïñõöþí V (G) êáé óýíïëï áêìþí E(G). Ôï õðïãñÜöçìá åíüò ãñáöÞìáôïò G ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíá õðïóýíïëï S ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G) áíáöÝñåôáé ùò G[S]. Ãéá Ýíá õðïóýíïëï êïñõöþí S ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ïñSSæïõìå ôï ãñÜöçìá G−S := G[V (G)−S] êáé ãñÜöïõìå ìå G−v ôï ãñÜöçìá G[V (G) − {v}]. Ìéá êëSSêá (clique) åSSíáé Ýíá óýíïëï áðü üëá ôá æåýãç ãåéôïíéêþí êïñõöþí. Ýíá áíåîÜñôçôï óýíïëï (stable set) åSSíáé Ýíá óýíïëï áðü üëá ôá æåýãç ìç-ãåéôïíéêþí êïñõöþí.

Ç ãåéôïíéÜ (neighborhood) N(x) ìéáò êïñõöÞò x ∈ V (G) åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ åSSíáé ãåéôïíéêÝò ìå ôçí êïñõöÞ x. Ç êëåéóôÞ ãåéôïíéÜ (closed neighborhood) ôçò êïñõöÞò x ïñSSæåôáé ùò N[x] := {x} ∪ N(x). Ï âáèìüò (degree) ìéáò êïñõöÞò x óôï ãñÜöçìá G, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå d(x), åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí ðñïóêåSSìåíùí áêìþí óôçí êïñõöÞ x. äçëáäÞ d(x) = |N(x)|. ÅÜí äýï êïñõöÝò x êáé y åSSíáé ãåéôïíéêÝò óå Ýíá ãñÜöçìá G, èá ëÝìå üôé ç êïñõöÞ x âëÝðåé (sees) ôçí êïñõöÞ y. åéäÜëëùò èá ëÝìå üôé ç êïñõöÞ x œÜíåé (misses) ôçí êïñõöÞ y. ÅðåêôåSSíïõìå áõôÞí ôçí Ýííïéá óå óýíïëá êïñõöþí: ôï óýíïëï êïñõöþí V_i ⊆ V (G) âëÝðåé (œÜíåé) ôï óýíïëï êïñõöþí V_j ⊆ V (G) åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèå êïñõöÞ x ∈ V_i âëÝðåé (œÜíåé) êÜèå êïñõöÞ y ∈ V_j .

ÿíá ìïíïðÜôé (path) óå Ýíá ãñÜöçìá G åSSíáé ìéá áêïëïõèSSá áðü êïñõöÝò v_0v_1 · · · v_k ôÝôïéåò þóôå v_{i−1}v_i ∈ E(G) ãéá i = 1, 2, . . . , k. ÿíá ìïíïðÜôé ïíïìÜæåôáé áðëü (simple) åÜí êáìSSá áðü ôéò êïñõöÝò ôïõ äåí âñSSóêåôáé óå áõôü ðáñáðÜíù áðü ìéá öïñÜ. ÿíá ìïíïðÜôé (áðëü ìïíïðÜôé)

1modular decomposition

v_0v_1 · · · v_k åSSíáé Ýíáò êýêëïò (cycle) åÜí v_0v_k ∈ E(G). ÿíá áðëü ìïíïðÜôé (êýêëïò) åSSíáé Üœïñäï (chordless) åÜí v_iv_j /∈ E(G) ãéá êÜèå äýï ìç-óõíåœüìåíåò êïñõöÝò v_i, v_j ôïõ ìïíïðáôéïý (êýêëïõ). Óå üëç ôçí åñãáóSSá, ôï Üœïñäï ìïíïðÜôé (êýêëïò) ìå k êïñõöÝò óõìâïëSSæåôáé ìå P_k (áíôSSóôïéœá C_k). ÓõãêåêñéìÝíá, Ýíá Üœïñäï ìïíïðÜôé ôåóóÜñùí êïñõöþí óõìâïëSSæåôáé ìå P_4. óå Ýíá ìïíïðÜôé P_4 abcd, ïé êïñõöÝò b, c åSSíáé ïé ìÝóåò-êïñõöÝò (midpoints) êáé ïé êïñõöÝò a, d åSSíáé ôá Üêñá (endpoints) ôïõ P_4.

ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò. Ïé áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò åSSíáé éóïäýíáìåò êáé œáñáêôçñSSæïõí ôï ãñÜöçìá G ùò äÝíôñï:

- Ôï ãñÜöçìá G åSSíáé óõíåêôéêü êáé Üêõêëï.

- Ôï ãñÜöçìá G åSSíáé óõíåêôéêü êáé Ýœåé n − 1 áêìÝò.

- Ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Üêõêëï êáé Ýœåé n − 1 áêìÝò.

- Ãéá êÜèå æåýãïò êïñõöþí u, v ∈ V (G) õðÜñœåé Ýíá ìïíáäéêü ìïíïðÜôé óôï ãñÜöçìá G ìåôáîý ôùí êïñõöþí u êáé v.

ÿóôù Ýíá äÝíôñï T . Ï ðáôÝñáò åíüò êüìâïõ x ôïõ äÝíôñïõ T óõìâïëSSæåôáé ìå p(x), åíþ ôï óýíïëï êüìâùí ðïõ ðåñéÝœåé ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ x óôï äÝíôñï T óõìâïëSSæåôáé ìå ch(x). ÅðSSóçò ÓõìâïëSSæïõìå ìå L_i ôï óýíïëï êüìâùí ðïõ ðåñéÝœïíôáé óôï i åðSSðåäï ôïõ äÝíôñïõ T , ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò i áðü 0 ìÝœñé ôï ýøïò ôïõ äÝíôñïõ T .

1.1.1 ÁðáñSSèìçóç Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí

ÿíá óêåëåôéêü äÝíôñï (spanning tree) åíüò óõíåêôéêïý ìç-êáôåõèõíüìåíïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé Ýíá (n − 1)-áêìþí óõíåêôéêü õðïãñÜöçìÜ ôïõ. Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G, ðïõ êáëåSSôáé åðSSóçò ðïëõðëïêüôçôá (complexity) ôïõ ãñáöÞìáôïò G [10], êáé óõìâïëSSæåôáé ìå τ(G), åSSíáé Ýíá óçìáíôéêü, åõñÝùò ãíùóôü, ðñüâëçìá óôçí èåùñSSá ãñáöçìÜôùí.

Ðñéí ðñïœùñÞóïõìå óôï Èåþñçìá ôùí ÐéíÜêùí-ÄÝíôñùí èá äéáôõðþóïõìå Ýíáí áíáäñïìéêü áëãüñéèìï ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò. Ï ôñüðïò áõôüò óõíSSóôáôáé óôçí îåœùñéóôÞ ìÝôñçóç ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðïõ ðåñéÝœïõí ìéá óõãêåêñéìÝíç áêìÞ êáé ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðïõ äåí ðåñéÝœïõí ìéá óõãêåêñéìÝíç áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò. Œñåéáæüìáóôå ðñþôá ôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü.

ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G êáé ìå áêìÞ e = uv ∈ E(G). Ôüôå ç óõóôïëÞ G · e åSSíáé ôï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï G áí áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò êïñõöÝò u êáé v áðü ìéá íÝá êïñõöÞ ìå ðñïóðSSðôïõóåò áêìÝò üëåò ôéò áêìÝò ðëçí ôçò e ðïõ ðñïóðSSðôïõí óôçí êïñõöÞ u Þ óôçí êïñõöÞ v.

Èåþñçìá 1.1 ([10]). ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G êáé ìéá áõèáSSñåôç áêìÞ e ∈ E(G). Ôüôå:

τ(G) = τ(G \ e) + τ(G · e).

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ìðïñåSS íá áðïôåëÝóåé ôçí âÜóç åíüò áíáäñïìéêïý áëãïñSSèìïõ ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò. ÅðåéäÞ óå êÜèå âÞìá ï áëãüñéèìïò èá îåôõëSSãåé äýï áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò ôïõ åáõôïý ôïõ ìÝœñé ôï óçìåSSï üðïõ äåí èá õðÜñœïõí ðëÝïí áêìÝò óôï ãñÜöçìá, ï áñéèìüò ôùí áíáäñïìéêþí êëÞóåùí åSSíáé 2^m, üðïõ m ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÁíôSSèåôá, üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù, ôï Èåþñçìá ôïõ ÐSSíáêá-ÄÝíôñùí õðáãïñåýåé Ýíáí áíôSSóôïéœï áëãüñéèìï ðïõ âáóSSæåôáé óôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóáò åíüò ðSSíáêá. ÅSSíáé ãíùóôü ðùò ç ïñSSæïõóá åíüò n × n ðSSíáêá ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå ëéãüôåñï áðü n^3 âÞìáôá (ãéá ìåãÜëï n) (äåSSôå åðSSóçò [27, 28]). ÿôóé, üðùò èá äïýìå óôçí óõíÝœåéá, ï áëãüñéèìïò ðïõ âáóSSæåôáé óôïí õðïëïãéóìüò ôçò ïñSSæïõóáò åíüò ðSSíáêá åSSíáé óçìáíôéêÜ ôáœýôåñïò áðü ôïí áíáäñïìéêü áëãüñéèìï ðïõ âáóSSæåôáé óôï Èåþñçìá 1.1.

Ãéá Ýíáí n × n ðSSíáêá M, ï ij-åëÜóóùí (minor) μ^i_j åSSíáé ç ïñSSæïõóá ôïõ (n − 1) × (n − 1) ðSSíáêá ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôïí ðSSíáêá M äéáãñÜöïíôáò ôçí ãñáììÞ i êáé ôçí óôÞëç j. Ï ióõíôåëåóôÞò (cofactor) éóïýôáé ìå μ^i. Ãéá Ýíá ìç-êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò, Ýóôù A ï ðSSíáêáò ãåéôíSSáóçò êáé D ï ðSSíáêáò âáèìþí, äçëáäÞ, ï äéáãþíéïò ðSSíáêáò ìå ôïõò âáèìïýò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G íá âñSSóêïíôáé óôçí êýñéá äéáãþíéï. Ï ðSSíáêáò ôïõ Kirchho¸ K , åíüò ãñáöÞìáôïò G åSSíáé ï ðSSíáêáò D − A. Ôï Èåþñçìá ôïõ ÐSSíáêá-ÄÝíôñïõ (åðSSóçò ãíùóôü ùò Èåþñçìá ôïõ Kirchho¸) åSSíáé Ýíá áðü ôá ðéï ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá óôçí èåùñSSá ãñáöçìÜôùí. ÐáñÝœåé Ýíáí ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G, óå óœÝóç ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò (cofactors) ôïõ Kirchho¸ ÐSSíáêá.

Èåþñçìá 1.2 (Èåþñçìá ôïõ ÐSSíáêá-ÄÝíôñïõ, Kirchho¸ [10, 47]). Ãéá Ýíá ïðïéïäÞðïôå ãñÜöçìá G ìå ôïí ðSSíáêá K ïñéóìÝíï üðùò ðñïçãïõìÝíùò, ïé óõíôåëåóôÝò ôïõ ðSSíáêá K Ýœïõí ôçí SSäéá ôéìÞ, êáé áõôÞ ç ôéìÞ åSSíáé SSóç ìå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

Ôï Èåþñçìá ôïõ ÐSSíáêá-ÄÝíôñïõ ðáñÝœåé Ýíá äõíáôü åñãáëåSSï ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò τ(G) ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G. Ãéá áõôüí ôïí õðïëïãéóìü, ðñþôá óœçìáôSSæïõìå ôïí ðSSíáêá ôïõ Kirchho¸ K ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé áðïêôÜìå ôïí (n − 1) × (n − 1) ðSSíáêá K_i áðü ôïí K äéáãñÜöïíôáò ôçí i-óôÞ ãñáììÞ êáé óôÞëç (ôõœáSSá), êáé ôüôå õðïëïãSSæïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá K_i. Ç ðñÜîç ôçò äéáãñáöÞò ìéáò ãñáììÞò êáé ìéáò óôÞëçò áðü ôïí ðSSíáêá K ìðïñåSS íá öáSSíåôáé êáôÜ êÜðïéï ôñüðï \ôõœáSSá". ÐáñáðÝìðïõìå ôïí áíáãíþóôç óôï âéâëSSï [10] ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò êáé ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò.

Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS áð’ åõèåSSáò (œùñSSò ôçí äéáãñáöÞ ïðïéáäÞðïôå ãñáììÞò Þ óôÞëçò) ùò ðñïò Ýíáí ðSSíáêá K^′ ðáñüìïéï ìå ôïí ðSSíáêá ôïõ Kirchho¸ K, ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôï ãñÜöçìá G [103], Þ, åíáëëáêôéêÜ, ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS ïñSSæïíôáò Ýíá œáñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï det (K − xI) ðÜíù óôïí ðSSíáêá K. ç ôåëåõôáSSá ðåñSSðôùóç ëáìâÜíåé õð’ üøéí ôïí õðïëïãéóìü ôùí éäéïôéìþí ôïõ ðSSíáêá K (äåSSôå [12, 20, 42, 99, 109]).

1.1.2 ÄõíáìéêïSS Áëãüñéèìïé

Óå Ýíá äõíáìéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ãñÜöçìá ðñÝðåé êáíåSSò íá äéáôçñÞóåé ìéá áíáðáñÜóôáóç ôïõ ãñáöÞìáôïò ìÝóá áðü ìéá áêïëïõèSSá Üìåóùí ìåôáâïëþí (on-line modi˛cations), äçëáäÞ åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò êïñõöþí Þ áêìþí. Ç áíáðáñÜóôáóç ðñÝðåé íá åðéôñÝðåé íá áðáíôçèïýí åñùôÞóåéò ðïõ áðáóœïëïýí óõãêåêñéìÝíåò éäéüôçôåò ôïõ äõíáìéêïý ãñáöÞìáôïò, ãéá ðáñÜäåéãìá, ‘åSSíáé óõíåêôéêü ôï ãñÜöçìá . ’. ÔÝôïéïõ åSSäïõò áëãüñéèìïé ðïõ áóœïëïýíôáé ìå áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá ïíïìÜæïíôáé äõíáìéêïSS áëãüñéèìïé (dynamic algorithms) êáé êáôçãïñéïðïéïýíôáé áíÜëïãá ìå ôçí äéáäéêáóSSá ìåôáâïëþí ðïõ õðïóôçñSSæïõí. ÿíáò áõîçôéêüò (áíôSSóô. ìåéùôéêüò) (incremental êáé áíôSSóô. decremental) ) áëãüñéèìïò õðïóôçñSSæåé ìüíï ðñïóèÞêç (áíôSSóô. áöáSSñåóç) êïñõöþí. ÿíáò ìïíï-ðñïóèÞêçò (áíôSSóô. ìüíï-áöáSSñåóçò) áëãüñéèìïò õðïóôçñSSæåé ìüíï ðñïóèÞêç (áíôSSóô. áöáSSñåóç) áêìþí. ÿíáò ìüíï-áêìÝò ðëÞñçò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò (edges-only fully dynamic algorithm) õðïóôçñSSæåé ðñïóèÞêåò êáé äéáãñáöÝò áêìþí. ÿíáò ðëÞñçò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò (fully dynamic algorithm) õðïóôçñSSæåé ôñïðïðïéÞóåéò áêìþí üðùò åðSSóçò êáé ôñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí.

ÁõôÞ ç åñãáóSSá áóœïëåSSôáé êáé äéåñåõíÜ äõíáìéêÜ ðñïâëÞìáôá áíáãíþñéóçò óôá ïðïSSá ïé åñùôÞóåéò åSSíáé ôçò ìïñöÞò: ‘ôï ãñÜöçìá áíÞêåé óå ìéá óõãêåêñéìÝíç êëÜóç Π. ’, üðïõ Π åSSíáé ìéá êëÜóç ãñáöçìÜôùí. ÿíáò áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá åSSíáé áíáãêáóìÝíïò íá äéáôçñåSS ìéá áíáðáñÜóôáóç ôïõ äõíáìéêïý ãñáöÞìáôïò åíüóù ôï ãñÜöçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç Π, êáé íá åíôïðSSæåé ðüôå ôï ãñÜöçìá ðáýåé íá áíÞêåé óôçí êëÜóç Π.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, Ýíáò ðëÞñçò äõíáìéêüò ãéá ìéá Π-áíáãíþñéóç äéáôçñåSS ìéá äïìÞ äåäïìÝíùí ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöçìá G ∈ Π êáé õðïóôçñSSæåé ôéò áêüëïõèåò ëåéôïõñãSSåò.

• ðñïóèÞêç-áêìÞò(edge-insertion): äïèÝíôïò äýï êïñõöþí u, v ∈ V (G) ðïõ äåí åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G, åíçìÝñùóå ôçí êáôÜëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí ôï ãñÜöçìá G∪{uv} ∈ Π, åéäÜëëùò åêôýðùóå false .

• äéáãñáöÞ-áêìÞò(edge-deletion): äïèÝíôïò ìéáò áêìÞò uv ∈ E(G), åíçìÝñùóå ôçí êáôÜëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí ôï ãñÜöçìá G − {uv} ∈ Π, åéäÜëëùò åêôýðùóå false .

• ðñïóèÞêç-êïñõöÞò(vertex-insertion): äïèÝíôïò ìéáò íÝáò êïñõöÞò v /∈ V (G) ðïõ ãåéôíéÜæåé ìå 0, ìåñéêÝò, Þ üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G, åíçìÝñùóå ôçí êáôÜëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí ôï ãñÜöçìá G ∪ v ∈ Π, åéäÜëëùò åêôýðùóå false .

• äéáãñáöÞ-êïñõöÞò(vertex-deletion): äïèÝíôïò ìéáò êïñõöÞò v ∈ V (G), åíçìÝñùóå ôçí êáôÜëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí ôï ãñÜöçìá G − v ∈ Π, åéäÜëëùò åêôýðùóå false.

ÌåôÜ ôçí åêôÝëåóç áðü ïðïéáäÞðïôå ôÝôïéá ëåéôïõñãSSá, ï áëãüñéèìïò åSSíáé Ýôïéìïò íá åêôåëÝóåé ôçí åðüìåíç ëåéôïõñãSSá. Ðñïöáíþò (äåSSôå åðSSóçò [101]), ç ðñïóèÞêç (äéáãñáöÞ) ìéáò êïñõöÞò äåí áíÜãåôáé óôï ðñüâëçìá ôçò ðñïóèÞêçò (äéáãñáöÞò) ôùí ðñïóêåSSìåíùí, óå áõôÞò, áêìþí. ÿôóé, ïé ôñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí ðñÝðåé íá œåéñSSæïíôáé îåœùñéóôÜ áðü ôéò ôñïðïðïéÞóåéò áêìþí áðü ôïí äõíáìéêü áëãüñéèìï.

Ãåíéêüôåñá, ôï äõíáìéêÞò-óõíåêôéêüôçôáò (dynamic-connectivity) ðñüâëçìá åSSíáé Ýíá áðü ôá ðéï óçìáíôéêÜ êáé åõñÝùò ãíùóôÜ äõíáìéêÜ ðñïâëÞìáôá ãñáöçìÜôùí êáé áðïôåëåSS ôï åðSSêåíôñï ìéáò åíäéáöÝñïõóáò ðåñéïœÞò. ÖïñìáëéóôéêÜ, ôï ðñüâëçìá åðéèõìåSS íá äéáôçñåSS Ýíá ãñÜöçìá ìå ðñïêáèïñéóìÝíï ðëÞèïò êïñõöþí n ìå ôçí ðñïûðüèåóç íá éêáíïðïéåSS ôéò áêüëïõèåò ëåéôïõñãSSåò:

- insert(u, v): ðñïóèÞêç ôçò áêìÞò (u, v) óôï ãñÜöçìá.

- delete(u, v): äéáãñáöÞ ôçò áêìÞò (u, v) áðü ôï ãñÜöçìá.

- connected(u, v): Ýëåãîå ðüôå ïé êïñõöÝò u êáé v âñSSóêïíôáé óôçí SSäéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá.

1.1.3 ÐáñÜëëçëïé Áëãüñéèìïé

Óå áõôÞí ôçí åñãáóSSá õéïèåôïýìå ôï Parallel Random Access Machine ìïíôÝëï (PRAM, ãéá óõíôïìSSá) ôï ïðïSSï áðïôåëåSSôáé áðü óýãœñïíïõò åðåîåñãáóôÝò, ðïõ ï êÜèå Ýíáò Ýœåé ðñüóâáóç óå êïéíüœñçóôç ìíÞìç. Óå êÜèå âÞìá, ïé åðåîåñãáóôÝò åêôåëïýí ôçí SSäéá åíôïëÞ ìå ôï ðëÞèïò ôùí åðåîåñãáóôþí íá åSSíáé ðñïêáèïñéóìÝíï. Óôï ìïíôÝëï Concurrent Read Concurrent Write PRAM (CRCW) áñêåôïSS åðåîåñãáóôÝò ìðïñïýí ôáõôüœñïíá íá ðñïóðåëÜóïõí ôçí SSäéá èÝóç ìíÞìçò ôüóï ãéá äéÜâáóìá üóï êáé ãéá ãñÜøéìï óå áõôÞí. Óôï ìïíôÝëï Concurrent Read Exclusive Write PRAM (CREW), ìéá èÝóç ìíÞìçò ìðïñåSS íá ðñïóðåëáóôåSS ôáõôüœñïíá áðü ðïëëïýò åðåîåñãáóôÝò ãéá äéÜâáóìá, áëëÜ üœé ãéá ãñÜøéìï óôçí SSäéá èÝóç ìíÞìçò. Óôï ìïíôÝëï Exclusive Read Exclusive Write PRAM (EREW), ìéá èÝóç ìíÞìçò äåí ìðïñåSS íá ðñïóðåëáóôåSS ôáõôüœñïíá áðü ðáñáðÜíù áðü Ýíáí åðåîåñãáóôÞ åSSôå ãéá äéÜâáóìá áðü ôçí èÝóç åSSôå ãéá ãñÜøéìï óå áõôÞí ôçí èÝóç. Ï åíäéáöåñüìåíïò áíáãíþóôçò ìðïñåSS íá áíáöåñèåSS óôï âéâëSSï [58] ãéá ðåñáéôÝñù ìåëÝôç ôùí PRAM ïéêïãåíåéþí.

Èåùñïýìå Ýíá ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ðïõ åðéëýåé Ýíá œáñáêôçñéóôéêü ðñüâëçìá ìåãÝèïõò n óå œñüíï T_p(n), üðïõ p åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí åðåîåñãáóôþí ðïõ œñçóéìïðïéåSS. ÓõíÞèùò, ç êýñéá ðïëõðëïêüôçôá ðïõ ìåôñÜåé ôçí åêôSSìçóç ôçò áðüäïóçò ôïõ ðáñÜëëçëïõ áëãïñSSèìïõ åSSíáé ç åñãáóSSá (work) W (n), ðïõ åêôåëåSSôáé, êáé ïñSSæåôáé ùò ôï ãéíüìåíï p × T_p(n). Ï áëãüñéèìïò áíáöÝñåôáé ùò âÝëôéóôïò-åñãáóSSáò (work-optimal) åÜí éóœýåé W (n) ∈ Θ(T^∗(n)), üðïõ T^∗(n) åSSíáé ï œñüíïò åðåîåñãáóSSáò ôïõ ãñçãïñüôåñïõ áêïëïõèéáêïý áëãïñSSèìïõ ãéá ôï SSäéï ðñüâëçìá. ÐåñéóôáóéáêÜ, œñçóéìïðïéåSSôáé ìéá áêüìá éóœõñüôåñç ðïëõðëïêüôçôá êáé ïíïìÜæåôáé âåëôéóôüôçôá-œñüíïõ (timeoptimality). ÓõãêåêñéìÝíá, Ýíáò áëãüñéèìïò áíáöÝñåôáé ùò âÝëôéóôïò-œñüíïõ óå Ýíá ìïíôÝëï åÜí êáíÝíáò Üëëïò ðáñÜëëçëïò áëãüñéèìïò ðïõ åðéëýåé ôï SSäéï ðñüâëçìá êáé œñçóéìïðïéåSS åíáí ðïëõùíõìéêïý áñéèìü åðåîåñãáóôþí äåí ìðïñåSS íá ôñÝîåé ãñçãïñüôåñá óôï SSäéï ìïíôÝëï, áêüìá êáé áí åSSœå óôç äéÜèåóÞ ôïõ Ýíáí áðåñéüñéóôï áñéèìü åðåîåñãáóôþí. ĳðùò èá äïýìå óôç óõíÝœåéá óôï ÊåöÜëáéï 8, ï ðáñÜëëçëïò áëãüñéèìüò ìáò ãéá ôçí åðSSëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá óå Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá åSSíáé ôáõôüœñïíá âÝëôéóôïò-åñãáóSSáò êáé âÝëôéóôïò-œñüíïõ.

1.2 ÔÝëåéá ÃñáöÞìáôá

Ï œñùìáôéêüò áñéèìüò (chromatic number) χ(G) åíüò ãñáöÞìáôïò G ïñSSæåôáé ùò ôï åëÜœéóôï ðëÞèïò œñùìÜôùí ðïõ ìðïñïýí íá áíáôåèïýí óôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå êÜèå æåýãïò ãåéôïíéêþí êïñõöþí íá ðÜñïõí äýï äéáöïñåôéêÜ œñþìáôá . ï áñéèìüò êëSSêáò (clique number) ω(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G ïñSSæåôáé ùò ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò ãåéôïíéêþí (pairwise) êïñõöþí óôï ãñÜöçìá G. Ðñïöáíþò, ï œñùìáôéêüò áñéèìüò êÜèå ãñáöÞìáôïò åSSíáé ôïõëÜœéóôïí SSóïò ìå ôïí áñéèìü êëSSêáò ôïõ. Ï åõóôáèÞò áñéèìüò (stability number) α(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí óå Ýíá áíåîÜñôçôï óýíïëï ìÝãéóôçò ðëçèéêüôçôáò. Ï áñéèìüò åðéêÜëõøçò êëSSêáò (clique cover number) κ(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé ôï ìÝãåèïò ôçò ìéêñüôåñçò äõíáôÞò êëSSêáò ðïõ êáëýðôåé ôçò êïñõöÝò ôïõ G.

Ïé ðáñáêÜôù ôñåéò óõíèÞêåò ïñSSæïõí ôéò ôÝëåéåò éäéüôçôåò (perfection properties) åíüò ãñáöÞìáôïò G.

(P1) ω(G_A) = χ(G_A), ∀A ⊆ V (G)

(P2) α(G_A) = κ(G_A), ∀A ⊆ V (G)

(P3) ω(G_A) · α(G_A) ≥ |A|, ∀A ⊆ V (G)

ÿíá ãñÜöçìá G ïíïìÜæåôáé ôÝëåéï (perfect) åÜí, ãéá êÜèå Ýíá áðü ôá åðáãüìåíá õðïãñáöÞìáôÜ ôïõ G[A], ï œñùìáôéêüò áñéèìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G[A] éóïýôáé ìå ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò ãåéôïíéêþí (pairwise) êïñõöþí óôï ãñÜöçìá G[A].

Èåþñçìá 1.3 (The Perfect Graph Theorem [9]). Ãéá Ýíá ìç-êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá G, ïé ôÝëåéåò éäéüôçôåò P1, P2 êáé P3 åSSíáé éóïäýíáìåò.

Ç áêüëïõèç óõíÝðåéá Ýœåé åðSSóçò áðïäåéœèåSS óôï âéâëSSï [9].

Ðüñéóìá 1.1. ÿíá ãñÜöçìá G åSSíáé ôÝëåéï åÜí êáé ìüíï åÜí ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ G åSSíáé ôÝëåéï.

Ç ïðÞ (hole) åSSíáé Ýíáò Üœïñäïò êýêëïò ìåãÝèïõò ôïõëÜœéóôïí ôÝóóåñá. ç áíôéïðÞ (antihole) åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá åíüò ôÝôïéïõ êýêëïõ. ïé ïðÝò êáé ïé áíôéïðÝò åSSíáé Üñôéåò Þ ðåñéôôÝò áíÜëïãá ìå ôçí éóïôéìSSá ôïõ ðëÞèïõò ôùí êïñõöþí. ÊáìSSá ðåñéôôÞ ïðÞ äåí åSSíáé ôÝëåéá (ï áñéèìüò êëSSêáò ìéáò ïðÞò åSSíáé 2 êáé ï œñùìáôéêüò ôçò áñéèìüò åSSíáé 3) êáé êáìSSá ðåñéôôÞ áíôéïðÞ äåí åSSíáé ôÝëåéá (ï áñéèìüò êëSSêáò ìéáò áíôéïðÞò ìå 2k + 1 êïñõöÝò åSSíáé k êáé ï œñùìáôéêüò ôçò áñéèìüò åSSíáé k + 1). Ôï 1960, ï Berge [9] áíáêïSSíùóå ôçí åéêáóSSá üôé Ýíá ãñÜöçìá åSSíáé ôÝëåéï åÜí (êáé ìüíï åÜí) äåí ðåñéÝœåé êáìSSá ðåñéôôÞ ïðÞ êáé áíôéïðÞ. ÁõôÞ ç åéêáóSSá Ýãéíå ãíùóôÞ ùò ÉóœõñÞ ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí ÅéêáóSSá(Strong Perfect Graph Conjecture{SPGC). ÌðïñåSS íá åðáíáäéáôõðùèåSS ùò åîÞò.

- Ôï ãñÜöçìá G åSSíáé ôÝëåéï åÜí êáé ìüíï åÜí äåí ðåñéÝœåé êáíÝíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá éóüìïñöï óå ìéá ðåñéôôÞ ïðÞ Þ óå ìéá ðåñéôôÞ áíôéïðÞ.

- Ôï ãñÜöçìá G åSSíáé ôÝëåéï åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèå êýêëïò ìåãÝèïõò ≥ 5 óôï G Þ óôï G ðåñéÝœåé ìéá œïñäÞ.

Ïé Chvatal êáé Sbihi óôï âéâëSSï [23] ðñüôåéíáí íá ïíïìÜæïõí Ýíá ãñÜöçìá ùò Berge ãñÜöçìá åÜí äåí ðåñéÝœåé êáìSSá ðåñéôôÞ ïðÞ Þ êáìSSá ðåñéôôÞ áíôéïðÞ. Õðü áõôÞ ôçí ïñïëïãSSá, ç ÉóœõñÞ ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí ÅéêáóSSá åðéâåâáéþíåé üôé Ýíá ãñÜöçìá åSSíáé ôÝëåéï åÜí (êáé ìüíï åÜí) åSSíáé Ýíá Berge ãñÜöçìá. ÅðïìÝíùò ï åíôïðéóìüò ôùí ïðþí êáé áíôéïðþí ðáñïõóéÜæåé ìÝãéóôï åíäéáöÝñïí êáé ôõãœÜíåé áñêåôÜ ìåãÜëçò ðñïóïœÞò áðü ðïëëïýò åñåõíçôÝò [9, 10, 18]. Óçìåéþíïõìå üôé ï ãñçãïñüôåñïò áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü Ýœåé ðñïôáèåSS áðü ôïõò Íéêïëüðïõëï êáé Ðáëéü óôçí åñãáóSSá [90] ðïõ ôñÝœåé óå O(n + m^2) œñüíï ãéá Ýíá ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò.

Ôï 2002 ïé Chudnovsky êáé Seymour áíáêïSSíùóáí üôé óå óõíåñãáóSSá ìå ìéá ðñïçãïýìåíç Ýñåõíá ìå ôïõò Robertson êáé Thomas åSSœáí ïëïêëçñþóåé ôçí áðüäåéîç ôçí ÉóœõñÞ ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí ÅéêáóSSá. Ïé ôÝóóåñéò óõããñáöåSSò ðáñïõóéÜæïõí ôçí åêôåíÞ áðüäåéîç ôïõò (175 óåëSSäåò) óôçí åñãáóSSá [22] êáé åðïìÝíùò ôï SPGC ìåôáôñÜðçêå óå Éóœõñü ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí Èåþñçìá (Strong Perfect Graph Theorem-SPGT).

Ç êëÜóç ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí åðéëÝœèçêå ëüãù ôùí óçìáíôéêþí äïìéêþí œáñáêôçñéóôéêþí êáé ôùí áëãïñéèìéêþí éäéïôÞôùí ðïõ äéáèÝôïõí ôá ãñáöÞìáôá áõôÜ, êáé ïé ïðïSSåò ïäçãïýí óå ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ áëãïñSSèìïõò åðSSëõóçò ðïëëþí êëáóéêþí ðñïâëçìÜôùí âåëôéóôïðïSSçóçò, ôá ïðïSSá óôçí ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç åSSíáé NP-ðëÞñç. ÔÝôïéá êëáóéêÜ ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò åSSíáé ôï ðñüâëçìá œñùìáôéóìïý (coloring), åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá (path cover), ç åýñåóç äéáäñïìþí êáé êýêëùí Hamilton, êáé ðñüâëçìá áðáñSSèìçóçò óêåëåôéêþí äÝíôñùí. Ïé åöáñìïãÝò áõôþí ôùí ðñïâëçìÜôùí âåëôéóôïðïSSçóçò åSSíáé ðïëëáðëÝò, óçìáíôéêÝò, êáé êáëýðôïõí ðïëëÜ ðåäSSá äéáöïñåôéêþí åðéóôçìþí (áðü ôá ìáèçìáôéêÜ Ýùò ôçí öéëïóïöSSá)[9, 47].

1.3 ÄåíäñéêÞ ÁíáðáñÜóôáóç êáé Áðïóýíèåóç ÃñáöçìÜôùí

Ç äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ãéá åéäéêÜ ãñáöÞìáôá, ìåôáîý Üëëùí äïìþí, åSSíáé óõœíÜ ç âÜóç ãéá ãñÞãïñåò ëýóåéò óå áëãïñéèìéêÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ åSSíáé ãåíéêÜ äýóêïëá. ÐïëëÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí Ýœïõí ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç, ðïõ âáóSSæåôáé óå ìéá ãåíéêÞ áíôéìåôþðéóç, ãíùóôÞ ùò m-áðïóýíèåóç (modular decomposition) ãñáöçìÜôùí. Œñçóéìïðïéþíôáò äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç, ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá áíáãíþñéóçò, âåëôéóôïðïSSçóçò êáé áðáñSSèìçóçò ìðïñïýí íá åðéëõèïýí áðïôåëåóìáôéêÜ ãéá ðïéêSSëåò êáôçãïñSSåò ãñáöçìÜôùí, üðùò

• quasi-threshold ãñáöÞìáôá, • cographs, • tree-cographs, • P_4-sparse ãñáöÞìáôá, • P_4-tidy ãñáöÞìáôá, • (q, q − 4) ãñáöÞìáôá, • permutation ãñáöÞìáôá, • chordal ãñáöÞìáôá, • split-perfect ãñáöÞìáôá, • (P_5, gem)-free ãñáöÞìáôá, • (P_5, diamond)-free ãñáöÞìáôá, • êáé semi-P_4-sparse ãñáöÞìáôá. ÿœïõìå áðïäåSSîåé áðïôåëÝóìáôá áíáãíþñéóçò, âåëôéóôïðïSSçóçò êáé áðáñSSèìçóçò ãéá ìåñéêÝò áðü ôéò ðáñáðÜíù êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí.

1.3.1 m-Áðïóýíèåóç

ÿíá õðïóýíïëï M ôùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìáôïò G áíáöÝñåôáé ùò áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (module) ôïõ ãñáöÞìáôïò G, åÜí êÜèå êïñõöÞ åêôüò ôïõ óõíüëïõ M åSSíáé, åSSôå ãåéôïíéêÞ óå üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ M, åSSôå óå êáìSSá áðü áõôÝò. Ôï êåíü óýíïëï, ôá ìïíïóýíïëá êáé ôï óýíïëï êïñõöþí V ëÝãïíôáé ôåôñéììÝíåò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò êáé üôáí ôï ãñÜöçìá G Ýœåé ìüíï ôåôñéììÝíåò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò ôüôå áíáöÝñåôáé ùò ðñþôï ãñÜöçìá (prime graph Þ indecomposable). Ìéá ìç-ôåôñéììÝíç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá ïíïìÜæåôáé åðSSóçò êáé ïìïãåíÝò óýíïëï (homogeneous set). ÅðéðëÝïí, ìéá áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M ôïõ ãñáöÞìáôïò G ïíïìÜæåôáé éóœõñÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (strong

(a) (b)

ÓœÞìá 1.1: (a) ÿíá ãñÜöçìá G êáé (b) ôï md-äÝíôñï ôïõ T (G).

module) åÜí ãéá êÜèå ìSSá áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M^′ ≠ M ôïõ ãñáöÞìáôïò G, åSSôå éóœýåé M^′ ∩ M = ∅ åSSôå éóœýåé M^′ ⊂ M.

Ç m-áðïóýíèåóç (modular decomposition) åíüò ãñáöÞìáôïò G áíáðáñSSóôáôáé áðü Ýíá äÝíôñï T (G) ôï ïðïSSï ïíïìÜæïõìå md-äÝíäñï ôïõ ãñáöÞìáôïò G (modular decomposition tree). ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ T (G) åSSíáé ïé êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åíþ êÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò t áíôéóôïéœåSS óå ìéá éóœõñÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá ðïõ óõìâïëSSæåôáé M(t) êáé åðÜãåôáé áðü ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí/öýëëùí ôïõ õðïäÝíôñïõ ìå ñSSæá ôïí t. ÿôóé ôï äÝíôñï T (G) áíáðáñéóôÜ üëá ôéò éóœõñÝò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÊÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò åðéãñÜöåôáé ìå P ãéá ðáñÜëëçëç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (parallel module), Þ ìå S ãéá óåéñéáêÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (series module), Þ ìå N ãéá ãåéôïíéêÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (neighborhood module). H áõôïôåëÞ-ìïíÜäá ðïõ áíôéóôïéœåSS óå Ýíáí P-êüìâï åðÜãåé Ýíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G, áõôÞ ôïõ S-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé Ýíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá êáé áõôÞ ôïõ N-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé åðSSóçò Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá. Ôï ÓœÞìá 1.1 äåSSœíåé Ýíá ãñÜöçìá êáé ôï md-äÝíôñï ôïõ.

ÿóôù üôé ï êüìâïò t åSSíáé Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò ôïõ md-äÝíôñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò t Ýœåé ðáéäéÜ t_1, t_2, . . . , t_p, ôüôå ïñSSæïõìå ôï áíôéðñïóùðåõôéêü ãñÜöçìá G(t) (representative graph) ùò áêïëïýèùò:

∘ V (G(t)) = {t_1, t_2, . . . , t_p}, and

∘ E(G(t)) = {t_it_j | v_iv_j ∈ E(G), v_i ∈ M(t_i) êáé v_j ∈ M(t_j )}.

Óçìåéþíïõìå üôé åî’ ïñéóìïý ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò, åÜí ìéá êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_i) åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ìéá Üëëç êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_j ) ôüôå êÜèå êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_i) åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå êÜèå êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_j ). ÿôóé, ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé éóüìïñöï ìå ôï ãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíá õðïóýíïëï ôçò áõôïôåëïýòìïíÜäáò M(t) óõññéêíþíïíôáò óå ìéá êïñõöÞ êÜèå ìÝãéóôç áõôïôåëÞ-õðïìïíÜäá ôçò M(t) óôï äÝíôñï T (G). Ãéá ôïõò P-, S-, êáé N-êüìâïõò, ôï áêüëïõèï ëÞììá éóœýåé (äåSSôå åðSSóçò [18, 40]):

ËÞììá 1.1. ÿóôù G Ýíá ãñÜöçìá, T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ, êáé t Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò ôïõ T (G). Ôüôå,

(M.i) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá œùñSSò-áêìÝò ãñÜöçìá åÜí t åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò,

(M.ii) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá åÜí t åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò, êáé

(M.iii) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðñþôï ãñÜöçìá åÜí t åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò.

Ôï md-äÝíôñï T (G) åíüò ãñáöÞìáôïò G êáôáóêåõÜæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò: ïé ðáñÜëëçëåò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò áðïóõíôSSèåíôáé óôéò óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïõò (connected components), ïé óåéñéáêÝò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò óôéò ìç-óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïõò (co-connected components), êáé ïé ãåéôïíéêÝò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò óôéò éóœõñÝò áõôïôåëåSSò-õðïìïíÜäåò ôïõò (strong submodules). Ç áðïôåëåóìáôéêÞ êáôáóêåõÞ ôïõ md-äÝíôñïõ åíüò ãñáöÞìáôïò Ýœåé äåœèåSS ðïëý ìåãÜëç ðñïóïœÞ. ÕðÜñœåé Ýíá ðëÞèïò áðü O(n^4), O(n^3), O(mn), êáé O(n^2) áëãïñSSèìïõò ãéá ôçí åýñåóç ôïõ mdäÝíôñïõ, üðùò åSSíáé ôùí Buer êáé M-ohring [19], Golumbic [43], Habib êáé Maurer [45], McConnell [78], Muller êáé Spinrad [83], ìåñéêïSS áðü ôïõò ïðïSSïõò åSSíáé ãéá óõãêåêñéìÝíåò Þ ãåíéêüôåñåò ðåñéðôþóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Áðü ôï 1994, åSSíáé ðëÝïí ãíùóôü ðùò ãéá ïðïéïäÞðïôå ãñÜöçìá G ôï md-äÝíôñï T (G) åSSíáé ìïíáäéêü ùò ðñïò ôïí éóïìïñöéóìü êáé ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS óå ãñáììéêü œñüíï [30, 33, 79, 80]. Óçìåéþíïõìå üôé åÜí ôï äÝíôñï T (G) äåí ðåñéÝœåé êáíÝíá åóùôåñéêü N-êüìâï, ôüôå ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá cograph (P_4-free ãñÜöçìá) êáé ôï äÝíôñï T (G) åSSíáé ôï áíôSSóôïéœï cotree (ïé P-êüìâïé êáé ïé S-êüìâïé ôïõ T (G) åSSíáé áêñéâþò ïé 0-êüìâïé êáé 1-êüìâïé, áíôSSóôïéœá, ôïõ cotree).

Ï Dahlhaus óôçí åñãáóSSá [31] ðñüôåéíå Ýíáí ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ãéá ôçí m-áðïóýíèåóç åíüò ãñáöÞìáôïò ðïõ ôñÝœåé óå O(log^2 n) œñüíï óå Ýíá CRCW-PRAM ìïíôÝëï ìå Ýíá ãñáììéêü áñéèìü åðåîåñãáóôþí, ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ç ðñïóÝããéóç ôïõ Dahlhaus (1995) áíáðôýóóåé áíáäñïìéêÜ ôçí m-áðïóýíèåóç äýï åðáãüìåíùí õðïãñáöçìÜôùí (ðïõ öôéÜœíïíôáé áðü ôéò óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò êáé ôéò ìç-óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ùò ðñïò ôïõò ãåSSôïíåò êáé ôïõò áíôéãåSSôïíåò, áíôSSóôïéœá, ìéáò ôõœáSSáò êïñõöÞò ôïõ ãñáöÞìáôïò) ïé ïðïSSåò óôçí óõíÝœåéá óõãœùíåýïíôáé Ýôóé þóôå íá äçìéïõñãÞóïõí ôçí m-áðïóýíèåóç ïëüêëçñïõ ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ãéá ðëçñüôçôá, ðáñïõóéÜæïõìå ôá áêüëïõèá äýï ëÞììáôá.

ËÞììá 1.2 (Dahlhaus [31]). ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò. Ç m-áðïóýíèåóç ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñåSS íá åðéôåõœèåSS óå O(log^2 n) œñüíï ìå O(n + m) åðåîåñãáóôÝò óå Ýíá CRCW-PRAM ìïíôÝëï.

ËÞììá 1.3 (Dahlhaus et al. [33]). ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò. Ç máðïóýíèåóç ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñåSS íá åðéôåõœèåSS óå O(log^3 n) œñüíï ìå O(n+m) åðåîåñãáóôÝò óå Ýíá EREW-PRAM ìïíôÝëï.

Ìå Ýíáí ðéï öïñìáëéóôéêü ôñüðï êáé áêïëïõèþíôáò ôçí óçìåéïãñáöSSá ôùí Jamison êáé Olariu óôçí åñãáóSSá [64], ïé åóùôåñéêïSS êüìâïé ôïõ md-äÝíôñïõ áíôéóïéœïýí óå ôñåéò ðñÜîåéò. ÿóôù G_1 = (V_1, E_1) êáé G_2 = (V_2, E_2) äýï áíåîÜñôçôá ãñáöÞìáôá. Ôüôå:

- G_1 ◯0 G_2 := (V_1 ∪ V_2, E_1 ∪ E_2)

- G_1 ◯1 G_2 := (V_1 ∪ V_2, E_1 ∪ E_2 ∪ {xy|x ∈ V_1, y ∈ V_2}).

Óçìåéþíïõìå üôé áõôÝò ïé äýï ðñÜîåéò áíôáíáêëïýí ôéò ðñþôåò äýï óõíèÞêåò ôïõ ËÞììáôïò 1.1 êáé åðSSóçò ôéò åðéãñáöÝò ôùí åóùôåñéêþí êüìâùí åíüò cotree. Ôþñá ìðïñïýìå êáé íá ïñSSóïõìå ôçí ◯3 -ðñÜîç ðïõ áíôáíáêëÜ óôçí óõíèÞêç (iii) ôïõ ËÞììáôïò 1.1. ÁíáöÝñïõìå üôé ç åðéãñáöÞ ôçò ðñÜîçò (◯3 êáé üœé ◯2 üðùò èá ðåñSSìåíå êáíåSSò) ãSSíåôáé óýìöùíá ìå ôçí ïìïãåíÞò áðïóýíèåóç ðïõ èá äïýìå óôçí óõíÝœåéá. ÿóôù H := ({h_1, . . . , h_t} ∪ V_0, E_0), G_i = (V_i, E_i), ãéá 1 ≤ i ≤ t, ìç-ôåôñéììÝíá ôõœáSSá ãñáöÞìáôá. Ôï ãñÜöçìá G = (V, E) ëÝãåôáé üôé ðñïêýðôåé áðü ôï ãñÜöçìá H ìå ôçí ◯3 -ðñÜîç åÜí

- V =

⋃_t i=0 V_i

- E =

⋃_t i=0 E_i ∪ (E_0 ∩ V_0) ∪ {ij|i ∈ V_i, j ∈ V_j êáé h_ih_j ∈ E_0} ∪ {vj|v ∈ V_0, j ∈ V_j êáé vh_j ∈ E_0}.

Ìå Üëëá ëüãéá êÜèå êïñõöÞ h_i ôïõ ãñáöÞìáôïò H áíôéêáèSSóôáôáé áðü ôï ãñÜöçìá G_i. ÈõìSSæïõìå üôé ôï ãñÜöçìá G_i äåí ìðïñåSS íá áíáðáñéóôÜ ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ. ÅðéðëÝïí, ãéá íá åðéôñÝøïõìå ìéá ìïíáäéêÞ áíôéóôñïöÞ ãéá ôçí ◯3 -ðñÜîç ðñÝðåé íá õðïèÝóïõìå üôé êÜèå ãñÜöçìá G_i áðïèçêåýåé ôçí åðéãñáöÞ ôçò êïñõöÞò h_i, ç ïðïSSá ðñÝðåé íá áíôéêáôáóôáèåSS.

ÕðåíèõìSSæïõìå üôé ìå áõôïýò ôïõò óõìâïëéóìïýò êÜèå ãñÜöçìá ìðïñåSS íá áðïêôçèåSS ìå ìïíáäéêü ôñüðï, áðü ôá ìÝãéóôá ðñþôá õðïãñáöÞìáôá ìå ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèSSá ðñÜîåùí ◯0 , ◯1 êáé ◯3 óýìöùíá ìå ôçí m-áðïóýíèåóç ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÿôóé ôï md-äÝíôñï T (G) êáôáóêåõÜæåôáé ïñSSæïíôÜò ôï áðü ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï, äçëáäÞ êÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò ôïõ äÝíôñïõ T (G) áíôéóôïéœåSS óå ìéá áðü ôéò ôñåéò ðñÜîåéò ôïõ ËÞììáôïò 1.1 êáé ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ T (G) åSSíáé áêñéâþò ïé êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

1.3.2 h-Áðïóýíèåóç

Óôçí åñãáóSSá [64] ïé Jamison êáé Olariu åéóÞãáãáí êáé ìåëÝôçóáí ôçí Ýííïéá ôçò p-óõíäåóéìüôçôáò (p-connectedness). ÁõôÞ ç éäÝá ôïõò ïäÞãçóå óå ìéá ãåíéêÞ äïìÞ ãéá ôõœáSSá ãñáöÞìáôá êáé óå Ýíá ìïíáäéêü äÝíôñï áíáðáñÜóôáóçò åðåêôåSSíïíôáò ôçí m-áðïóýíèåóç. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç ôï ãñÜöçìá G^∗ áðïêôÜôáé áðü ôï ãñÜöçìá G óõññéêíþíïíôáò êÜèå ìÝãéóôï ïìïãåíÝò óýíïëï óå ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ êáé ïíïìÜæåôáé ôï œáñáêôçñéóôéêü ãñÜöçìá (characteristic graph) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ðñïöáíþò, ôï ãñÜöçìá G^∗ åSSíáé Ýíá ðñþôï ãñÜöçìá.

ÿíá ãñÜöçìá G = (V, E) åSSíáé P_4-óõíåêôéêü, Þ p-óõíåêôéêü (p-connected) ãéá óõíôïìSSá, åÜí ãéá êÜèå äéáìÝñéóç V_1, V_2 ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí V ìå ìç-êåíÜ ôá óýíïëá V_1, V_2, õðÜñœåé Ýíá P_4 ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå êïñõöÝò óôï óýíïëï V_1 êáé óôï óýíïëï V_2, ðïõ êáëåSSôáé ôåìíüìåíï (crossing) P_4. ÅSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé êÜèå ãñÜöçìá Ýœåé ìéá ìïíáäéêÞ äéáìÝñéóç óå ìÝãéóôá åðáãþìåíá p-óõíåêôéêÜ õðïãñáöÞìáôá, ðïõ ïíïìÜæïíôáé p-óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò, Þ póõíéóôþóåò ãéá óõíôïìSSá, êáé óôéò êïñõöÝò ðïõ äåí áíÞêïõí óå êáíÝíá P_4.

Ìéá p-óõíéóôþóá H ôïõ G êáëåSSôáé äéáœùñSSóéìç (separable) åÜí Ýœåé ìéá äéáìÝñéóç óå ìçêåíÜ óýíïëá H_1, H_2 ôÝôïéá þóôå êÜèå P_4 ìå êïñõöÝò êáé óôá äýï óýíïëá Ýœåé ôéò ìÝóåò êïñõöÝò (midpoints) óôï H_1 êáé ôá Üêñá ôïõ (endpoints) óôï H_2. ÿíá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé äéœïôïìSSóéìï (split graph) åÜí õðÜñœåé ìéá äéáìÝñéóç ôùí êïñõöþí ôïõ óå Ýíá áíåîÜñôçôï óýíïëï (stable set) êáé óå Ýíá ðëÞñåò óýíïëï (complete set). Óçìåéþíïõìå üôé áõôÞ ç äéáìÝñéóç äåí åSSíáé ìïíáäéêÞ. Ç óœÝóç ìåôáîý åíüò p-óõíåêôéêïý ãñÜöçìáôïò êáé ôïõ äéœïôïìSSóéìïõ ãñáöÞìáôïò öáSSíåôáé áðü ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 1.4 (Jamison & Olariu [64]). Ìéá p-óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá H åSSíáé äéáœùñSSóéìç åÜí êáé ìüíï åÜí ôï œáñáêôçñéóôéêü ãñÜöçìá ôçò p-óõíåêôéêÞò óõíéóôþóáò H åSSíáé Ýíá äéœïôïìSSóéìï ãñÜöçìá.

Ç åéóáãùãÞ êáé ç ìåëÝôç ôùí äéáœùñSSóéìùí p-óõíåêôéêþí ãñáöçìÜôùí äéêáéþíåôáé áðü ôï ðáñáêÜôù ãåíéêü èåþñçìá ãéá ôõœáSSá ãñáöÞìáôá.

Èåþñçìá 1.5 (Äïìéêü Èåþñçìá [64]). Ãéá Ýíá ïðïéïäÞðïôå ãñÜöçìá G, áêñéâþò ìéá áðü ôéò ðáñáêÜôù óõíèÞêåò éêáíïðïéåSSôáé:

(H.i) ôï ãñÜöçìá G åSSíáé óõíäåäåìÝíï,

(H.ii) ôï ãñÜöçìá G åSSíáé óõíäåäåìÝíï,

(H.iii) ôï ãñÜöçìá G åSSíáé p-óõíåêôéêü,

(H.iv) õðÜñœåé ìéá ìïíáäéêÞ êáôÜëëçëç äéáœùñSSóéìç p-óõíéóôþóá H ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå ìéá äéáìÝñéóç (H_1, H_2) ôÝôïéá þóôå êÜèå êïñõöÞ åêôüò ôçò p-óõíéóôþóáò H åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ H_1 êáé ìç-ãåéôïíéêÞ ìå üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ H_2.

Âáóéæüìåíïé óå áõôü ôï èåþñçìá, ïé Jamison êáé Olariu üñéóáí ôçí ðñùôüãïíç áðïóýíèåóç (primeval decomposition), ðïõ ìðïñåSS íá ðåñéãñáöåSS áðü Ýíá ðñùôüãïíï äÝíôñï (primeval tree) êáé íá ïäçãÞóåé óå áðïôåëåóìáôéêïýò áëãïñSSèìïõò ãéá ìéá ðïéêéëSSá ðñïâëçìÜôùí åÜí ïé p-óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò åSSíáé éêáíïðïéçôéêÜ áðëÝò. Ãéá áõôüí ôïí óêïðü üñéóáí óôçí åñãáóSSá [64] ôçí áêüëïõèç ðñÜîç ðïõ áíôáíáêëÜ óôçí óõíèÞêç (H.iv) ôïõ ÈåùñÞìáôïò 1.4.

ÿóôù G_1 = (V_1, E_1) êáé G_2 = (V_2, E_2) äýï ãñáöÞìáôá ìå V_1 ⋂ V_2 = ∅ ôÝôïéá þóôå ôï ãñÜöçìá G_1 åSSíáé äéáœùñSSóéìï ìå äéáìÝñéóç V^1_1 , V^2_1 êáé êÜèå P_4 Ýœåé ôéò ìÝóåò êïñõöÝò óôï V^1_1 . Ôï ãñÜöçìá ìå óýíïëï êïñõöþí V_1 ∪V_2 êáé óýíïëï áêìþí E_1 ∪E_2 ∪{xy|x ∈ V^1_1 , y ∈ V_2} ïñSSæåôáé ùò G_1 ◯2 G_2.

ĳðùò áíáöÝñåôáé óôçí åñãáóSSá [64], êÜèå ãñÜöçìá ìðïñåSS íá áðïêôçèåSS ìå ìïíáäéêü ôñüðï áðü ôéò p-óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò êáé ôéò êïñõöÝò ðïõ äåí áíÞêïõí óå êáíÝíá P_4 áðü ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèSSá áðü ðñÜîåéò ◯0 , ◯1 êáé ◯2 . ÅðéðëÝïí ôï Èåþñçìá 1.4 áíáäåéêíýåé Ýíá äÝíôñï ðïõ óõóœåôSSæåôáé ìå ôï óœÞìá áðïóýíèåóçò ðïõ ïíïìÜæåôáé ðñùôüãïíï äÝíôñï (primeval tree). Ïé åóùôåñéêïSS êüìâïé ôïõ äÝíôñïõ Ýœïõí åðéãñáöÝò ôéò áêÝñáéåò ôéìÝò i ∈ {0, 1, 2} ðïõ áíôéóôïéœïýí óôéò ◯i ðñÜîåéò ðÜíù óå ãñáöÞìáôá ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ. Ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ åSSíáé áêñéâþò ïé p-óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïõ õðü ìåëÝôç ãñáöÞìáôïò.

Ôï åðüìåíï âÞìá åSSíáé ôï áðïôÝëåóìá ôçò ðñÜîçò ◯3 ðÜíù óå üëåò ôéò p-óõíéóôþóåò ôçò ðñùôüãïíçò áðïóýíèåóçò. Áõôü ôï ìÝóï áðïôÝëåóìá ïíïìÜæåôáé ìåóáéùíéêÞ áðïóýíèåóç (medieval decomposition) êáé îáíÜ êÜèå ãñÜöçìá ìðïñåSS íá áðïêôçèåSS áðü ôéò œáñáêôçñéóôéêÝò póõíéóôþóåò êáé ôéò áóèåíÞò êïñõöÝò (weak vertices), äçëáäÞ ôéò êïñõöÝò ðïõ äåí áíÞêïõí óå êáìSSá p-óõíéóôþóá, áðü ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèSSá áðü ðñÜîåéò ◯0 , ◯1 , ◯2 êáé ◯3 . ÔåëéêÜ, ç ïìïãåíÞò áðïóýíèåóç Þ h-áðïóýíèåóç (homogeneous decomposition) ðåôõœáSSíåôáé áðü ôïí ïñéóìü ôçò ◯4 -ðñÜîçò ðïõ åöáñìüæåôáé óå üëåò ôéò œáñáêôçñéóôéêÝò p-óõíéóôþóåò ðïõ åSSíáé äéœùôïìSSóéìá ãñáöÞìáôá êáôáóêåõÜæïíôáò ôçí áíáðáñÜóôáóç êëéêþí (clique representation-tree) ôçò óõíéóôþóáò èåùñþíôáò ôçí ùò ôñéãùíéêü ãñÜöçìá (chordal graph)[64].

Óçìåéþóôå üôé œùñSSæïíôáò ôï ãñÜöçìá óå p-óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò êáé ç êáôáóêåõÞ ôçò háðïóýíèåóçò ìðïñåSS íá åðôåõœèåSS áêïëïõèéáêÜ óå ãñáììéêü œñüíï ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò [7]. Ãéá íá áðïêôÞóåé ôéò p-óõíéóôþóåò åíüò ãñáöÞìáôïò, áõôüò ï áëãüñéèìïò åêìåôáëëåýåôáé ôï áêüëïõèï ëÞììá.

ËÞììá 1.4 (Baumman [7]). ÿíá ãñÜöçìá G áðïóõíôSSèåíôáé áðü ôçí ðñÜîç ◯2 åÜí êáé ìüíï åÜí ôï ãñÜöçìá G^∗ åSSíáé äéœïôïìSSóéìï ãñÜöçìá ìå ðáñáðÜíù áðü ìéá äéáìåñSSóåéò óå áíåîÜñôçôï êáé ðëÞñåò óýíïëï.

ÐñïóÝîôå üôé óôç ðåñSSðôùóç ðïõ ôï ãñÜöçìá G^∗ åSSíáé Ýíá äéœïôïìSSóéìï ãñÜöçìá ìå ìïíáäéêÞ äéáìÝñéóç óå áíåîÜñôçôï óýíïëï êáé ðëÞñåò óýíïëï ôüôå êáôáóêåõÜæåôáé áðü ôçí ðñÜîç ◯4 . ÅðïìÝíùò, ìå áõôÞ ôçí ðñÜîç ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá åSSíáé áëçèÝò.

ÐáñáôÞñçóç 1.1. ÿíá ãñÜöçìá G áðïóõíôSSèåíôáé áðü ôçí ðñÜîç ◯4 åÜí êáé ìüíï åÜí ôï ãñÜöçìá G^∗ åSSíáé äéœïôïìSSóéìï ãñÜöçìá ìå ìïíáäéêÞ äéáìÝñéóç óå áíåîÜñôçôï êáé ðëÞñåò óýíïëï.

Åî’ ïñéóìïý ôï œáñáêôçñéóôéêü ãñÜöçìá G^∗ åSSíáé ðñþôï ãñÜöçìá. ÿôóé äïèÝíôïò ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) êáé âáóéæüìåíïé óå ãíùóôÝò äïìéêÝò éäéüôçôåò ôùí äéœïôïìSSóéìùí ãñáöçìÜôùí, Ýðåôáé ç áðïôåëåóìáôéêÞ êáôáóêåõÞ ôçò h-áðïóýíèåóçò ôïõ, ùò ðñïò åéóáãùãÞ, ãñáöÞìáôïò.

1.4 m-Áðïóýíèåóç óå ÊëÜóåéò ÃñáöçìÜôùí

Óå ãåíéêÝò ãñáììÝò, êÜíïíôáò œñÞóç ôçò m-áðïóýíèåóçò ãéá ôçí åðSSëõóç åíüò áëãïñéèìéêïý ðñïâëÞìáôïò ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS áñêåôÜ åíäéáöÝñïí. ÿíáò ôõðéêüò (äéáSSñåé-êáé-âáóSSëåõå) áëãüñéèìïò ðïõ åñåõíÜ ôçí m-áðïóýíèåóç Ýœåé óõœíÜ ôçí áêüëïõèç äïìÞ: ðñþôá, ï áëãüñéèìïò êáôáóêåõÜæåé ôï md-äÝíôñï T (G) ôïõ äïèÝíôïò ãñáöÞìáôïò G œñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí áðü ôïõò ãíùóôïýò ãñáììéêïýò áëãüñéèìïõò [30, 33, 79]. óôç óõíÝœåéá, ìå Ýíáí áðü êÜôù ðñïò ôá ðÜíù ôñüðï

ÓœÞìá 1.2: ÓõóœÝôéóç ìåôáîý êëÜóåùí ãñáöçìÜôùí (Hasse diagram).

ï áëãüñéèìïò õðïëïãSSæåé ãéá êÜèå êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T (G) ôçí âÝëôéóôç ôéìÞ ãéá ôï õðïãñÜöçìá G[M(t)] ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ åðÜãåôáé áðü ôï óýíïëï üëùí ôùí öýëëùí ôïõ õðïäÝíôñïõ ôïõ äÝíôñïõ T (G) ìå ñéæùìÝíï ôïí êüìâï t. ÿôóé ï õðïëïãéóìüò îåêéíÜåé áðü ôçí áíÜèåóç ôùí âÝëôéóôùí ôéìþí óôá öýëëá. ÌåôÜ, ï áëãüñéèìïò õðïëïãSSæåé ôçí âÝëôéóôç ôéìÞ ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t œçóéìïðïéþíôáò ôéò âÝëôéóôåò ôéìÝò áðü üëá ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t êáé ìå âÜóç ôçí åðéãñáöÞ (Þ ôïí ôýðï) ôïõ êüìâïõ. ÔåëéêÜ, ç âÝëôéóôç ôéìÞ ôçò ñSSæáò ôïõ äÝíôñïõ T (G) åSSíáé êáé ç âÝëôéóôç ôéìÞ ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ äïèÝíôïò ãñáöÞìáôïò G.

Ìå áõôüí ôïí ôñüðï, ãéá íá êáèïñSSóïõìå Ýíáí ôÝôïéïõ åSSäïõò áëãüñéèìï, âáóéóìÝíïõ óôçí máðïóýíèåóç (modular decomposition based algorithm), ðñÝðåé ìüíï íá ðåñéãñÜøïõìå ôïí ôñüðï ðïõ êáèïñSSæïõìå ôéò ôéìÝò óôá öýëëá êáé ðïéïí ôýðï åöáñìüæïõìå Þ ðïéï õðïðñüâëçìá åðéëýïõìå óôïõò P-êüìâïõò, S-êüìâïõò, êáé N-êüìâïõò œñçóéìïðïéþíôáò ùò åSSóïäï ôéò ôéìÝò üëùí ôùí ðáéäéþí ôïõò (ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò äåSSôå [18]). Óôç óõãêåêñéìÝíç åñãáóSSá, êÜíïõìå œñÞóç åíüò âáóéóìÝíïõ óôçí m-áðïóýíèåóç áëãüñéèìï ãéá íá åðéëýóïõìå ðñïâëÞìáôá áðáñSSèìçóçò, âåëôéóôïðïSSçóçò êáé áíáãíþñéóçò óå óõãêåêñéìÝíåò êëÜóåéò ãñáöÞìáôùí.

1.4.1 ÓõìðëçñùìáôéêÜ-ðáñáãüìåíá ÃñáöÞìáôá

ÿíá ãñÜöçìá G ïíïìÜæåôáé óõìðëçñùìáôéêÜ-ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá (Þ cograph Þ P_4-free ãñÜöçìá) åÜí êáíÝíá óýíïëï êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G åðÜãåé Ýíá P_4. Ôá ãñáöÞìáôá cographs åðéäÝœïíôáé ìéá äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ìïíáäéêÞ ùò ðñïò ôïí éóïìïñöéóìü, ðïõ ïíïìÜæåôáé cotree êáé óõìâïëSSæåôáé ìå T_{co}(G).

ĳðùò åSSíáé ãíùóôü, ï Lerchs áðÝäåéîå üôé ôá cographs áðïôåëïýí ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ êáôáóêåõÜæïíôáé áðü ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ õðü ôçí êëåéóôüôçôá ôùí ðñÜîåùí ôçò Ýíùóçò êáé ôïõ óõìðëçñþìáôïò. ÁõôÝò ïé ðñÜîåéò ïñSSæïõí ìïíáäéêÜ ìéá äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ðïõ áíáöÝñåôáé ùò cotree. Ôï äÝíôñï cotree ôïõ cograph ãñáöÞìáôïò G, ìå óõìâïëéóìü T_{co}(G), åSSíáé Ýíá ñéæùìÝíï äÝíôñï, ôÝôïéï þóôå:

(i) êÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò, åêôüò ðéèáíÜ ôçò ñSSæáò, Ýœåé ôïõëÜœéóôïí äýï ðáéäéÜ.

(ii) ïé åóùôåñéêïSS êüìâïé Ýœïõí åðéãñáöÝò åSSôå 0 (0-êüìâïé) Þ 1 (1-êüìâïé). ôá ðáéäéÜ, ðïõ åSSíáé åóùôåñéêïSS êüìâïé, åíüò 1-êüìâïõ (0-êüìâïõ áíôSSóô.) åSSíáé 0-êüìâïé (1-êüìâïé áíôéóô.), äçëáäÞ ïé 1-êüìâïé êáé 0-êüìïé åíáëëÜóóïíôáé ìåôáîý ôïõò óå êÜèå ìïíïðÜôé áðü ôçí ñSSæá ìÝœñé ïðïéïíäÞðïôå êüìâï ôïõ cotree.

(iii) ôá öýëëá ôïõ cotree Ýœïõí ìéá-ðñïò-ìéá áíôéóôïéœSSá ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G, êáé äýï êïñõöÝò v_i, v_j åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G åÜí êáé ìüíï åÜí ï åëÜœéóôïò êïéíüò ðñïêÜôïœïò ôùí öýëëùí ðïõ áíôéóïéœïýí óôéò êïñõöÝò v_i êáé v_j åSSíáé Ýíáò 1-êüìâïò.

Ï ïñéóìüò ôïõ Lerchs áðáéôåSS üôé ç ñSSæá åíüò cotree ðñÝðåé íá åSSíáé Ýíáò 1-êüìâïò. ðáñ’ üëá áõôÜ, åÜí ðáñáëåSSøïõìå áõôüí ôïí ðåñéïñéóìü êáé åðéôñÝøïõìå ç ñSSæá íá åSSíáé åðSSóçò êáé Ýíáò 0-êüìâïò, ôüôå ðáSSñíïõìå cotrees óôá ïðïSSá üëïé ïé åóùôåñéêïSS êüìâïé Ýœïõí ôïõëÜœéóôïí äýï ðáéäéÜ, êáé óôá ïðïSSá ç ñSSæá åSSíáé Ýíáò 1-êüìâïò åÜí êáé ìüíï åÜí ôï áíôSSóôïéœï cograph åSSíáé óõíäåäåìÝíï.

1.4.2 P_4-sparse ÃñáöÞìáôá

Ç êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí åSSœå åéóáœèåSS óôçí äéäáêôïñéêÞ äéáôñéâÞ ôïõ Ho«ang [52] ùò ç êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí ãéá ôçí ïðïSSá êÜèå óýíïëï ðÝíôå êïñõöþí åðÜãåé ôï ðïëý Ýíá P_4 (äçëáäÞ Ýíá Üœïñäï ìïíïðÜôé ìÞêïõò ôÝóóåñá).

ÅÜí äýï êïñõöÝò x êáé y åSSíáé ãåéôïíéêÝò óå Ýíá ãñÜöçìá G, èá ëÝìå üôé ç êïñõöÞ x âëÝðåé (sees) ôçí êïñõöÞ y. åéäÜëëùò èá ëÝìå üôé ç êïñõöÞ x œÜíåé (misses) ôçí êïñõöÞ y. ÅðåêôåSSíïõìå áõôÞí ôçí Ýííïéá óå óýíïëá êïñõöþí: ôï óýíïëï êïñõöþí V_i ⊆ V (G) âëÝðåé (œÜíåé) ôï óýíïëï êïñõöþí V_j ⊆ V (G) åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèå êïñõöÞ x ∈ V_i âëÝðåé (œÜíåé) êÜèå êïñõöÞ y ∈ V_j .

ÿíá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé áñáœíïåéäÝò (spider) åÜí ôï óýíïëï êïñõöþí ôïõ åðéôñÝðåé ìéá äéáìÝñéóç óôá óýíïëá S, K, êáé R ôÝôïéá þóôå:

(S1) |S| = |K| ≥ 2, ôï óýíïëï S åSSíáé Ýíá áíåîÜñôçôï óýíïëï (independent set), êáé ôï óýíïëï K åSSíáé ìéá êëSSêá (clique).

(S2) ôï óýíïëï êïñõöþí R âëÝðåé ôï óýíïëï K êáé œÜíåé ôï óýíïëï S.

(S3) õðÜñœåé ìéá áíôéóôïSSœéóç f : S −→ K ôÝôïéá þóôå áêñéâþò ìéá áðü ôéò áêüëïõèåò äçëþóåéò éóœýåé:

(i) ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ S, N(v) ∩ K = {f(v)}. (ii) ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ S, N(v) ∩ K = K − {f(v)}.

Ôï ôñéìåñÞò óýíïëï (S, K, R) ïíïìÜæåôáé äéáìÝñéóç ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò (spider partition). ÿíá ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá (prime spider) åÜí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç êïñõöþí (S, K, R) êáé ôï óýíïëï |R| ≤ 1. Ãéá ôá ðñþôá áñáœíïåéäÞ ãñáöÞìáôá, ìå óêïðü ôçí äéáœþñéóç ôùí ðåñéðôþóåùí (i) êáé (ii) óôçí óõíèÞêç S3, áíáöåñüìáóôå óå áõôÜ ùò áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá (thin spider) êáé ùò ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá (thick spider), áíôSSóôïéœá. Óçìåéþóôå üôé, ôï óõìðëÞñùìá åíüò áñáéïý áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá êáé áíôSSóôñïöá.

Åñåõíþíôáò ôéò äïìéêÝò éäéüôçôåò ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí êáé ôùí áñáœíïåéäþí ãñáöçìÜôùí, ïé Giakoumakis êáé Vanherpe [40] Ýäåéîáí üôé:

ËÞììá 1.5. ÿóôù G Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýóôù T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ. Ôï ãñÜöçìá G åSSíáé P_4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå Í-êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T (G), ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R) êáé êáìSSá êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ S ∪ K äåí åSSíáé åóùôåñéêüò êüìâïò óôï äÝíôñï T (G).

Âáóéæüìåíïé óôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá, ðñïôÜèçêå Ýíáò ãñáììéêïý œñüíïõ áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò êáé ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò åðéëýèçêáí óå ãñáììéêü œñüíï, üðùò åSSíáé ôï ìÝãéóôï ìÝãåèïò êëSSêáò (maximum size clique), ôï ìÝãéóôï ìÝãåèïò áíåîÜñôçôïõ óõíüëïõ (maximum size stable set), ï œñùìáôéóìüò (minimum coloring), ç åëÜœéóôç êëSSêá åðéêÜëõøçò (minimum clique cover), êáé ç åëÜœéóôç ôñéãùíïðïSSçóç (åëÜœéóôï ðëÞèïò áêìþí ðïõ ðñÝðåé íá ðñïóôåèåSS óôï ãñÜöçìá G Ýôóé þóôå ôï ãñÜöçìá G íá ãSSíåé ôñéãùíéêü { minimum ˛ll-in), ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí (äåSSôå [40, 61, 63]).

1.4.3 P_4-tidy ÃñáöÞìáôá

Ç Rusu åéóÞãáãå ôçí êëÜóç áõôÞ, üðùò öáSSíåôáé óôçí åñãáóSSá [39], ìå óêïðü íá åñìçíåýóåé (äéåõêñéíSSóåé) ôçí Ýííïéá ôïõ P_4-domination óå ôÝëåéá ãñáöÞìáôá. ÿíá ãñÜöçìá G ïíïìÜæåôáé P_4-tidy åÜí ãéá êÜèå åðáãþìåíï P_4, Ýóôù A, ôï ðïëý ìéá êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï V \ A åðÜãåé Ýíá P_4 ìáæSS ìå ôñåéò êïñõöÝò áðü ôï A. Ôá C_5-free P_4-tidy ãñáöÞìáôá, åðSSóçò ãíùóôÜ ùò P_4-lite ãñáöÞìáôá, åSSíáé ôÝëåéá, áöïý åSSíáé áóèåíþò ôñéãùíéêÜ ãñáöÞìáôá (weakly triangulated graphs) [39]. Ç âáóéêÞ äïìéêÞ éäéüôçôá ôùí P_4-tidy ãñáöçìÜôùí öáSSíåôáé áðü ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 1.6 (Giakoumakis et al. [39]). ÿóôù G Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýóôù T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ. To ãñÜöçìá G åSSíáé P_4-tidy åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå N-êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T (G), åSSôå

(i) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R) êáé ôï ðïëý ìéá êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï S ∪ K åSSíáé Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò óô äÝíôñï T (G), åSSôå

(ii) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá P_5 êáé êáìSSá êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò P_5 äåí åSSíáé åóùôåñéêÞ êïñõöÞ óôï äÝíôñï T (G), åSSôå

(iii) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá P_5 êáé êáìSSá êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò P_5 äåí åSSíáé åóùôåñéêÞ êïñõöÞ óôï äÝíôñï T (G), åSSôå

(iv) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá C_5 êáé êáìSSá êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò C_5 äåí åSSíáé åóùôåñéêÞ êïñõöÞ óôï äÝíôñï T (G).

ÿíáò ãñáììéêüò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò ãéá áõôÞ ôçí êëÜóç Ýœåé ðáñïõóéáóôåSS óôçí åñãáóSSá [39]. ÅðSSóçò ôá ðñïâëÞìáôá ôïõ áñéèìïý êëSSêáò (clique number), ôïõ åõóôáèÞ áñéèìïý (stability number), ôïõ œñùìáôéêïý áñéèìïý (chromatic number), ôïõ áñéèìïý åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá (path cover number) êáé ôïõ Hamiltonian ìïíïðáôéïý Ýœïõí åðéëõèåSS óå ãñáììéêü œñüíï. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ãéá Ýíá P_4-tidy ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ôá ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôá åðéëýïíôáé óå O(n + m) œñüíï, åíþ äïèÝíôïò ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) ïé óõãêåêñéìÝíïé áëãüñéèìïé ôñÝœïõí óå O(n) œñüíï [39]. ÅðSSóçò, ôï ðñüâëçìá ôïõ ìÝãéóôïõ ôáéñéÜóìáôïò^2 (maximum matching), äïèÝíôïò ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) åðéëýåôáé óå O(n) œñüíï [36], åíþ óå ðáñÜëëçëï ðåñéâÜëëïí ôï SSäéï ðñüâëçìá åðéëýåôáé óå O(log n) œñüíï œñçóéìïðïéþíôáò O(n/ log n) EREW åðåîåñãáóôÝò [97].

2ÔáSSñéáóìá M åíüò ãñáöÞìáôïò G åSSíáé Ýíá õðïóýíïëï ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ôÝôïéï þóôå íá ìçí õðÜñœïõí äýï áêìÝò óôï óýíïëï M ìå êïéíÞ êïñõöÞ. Ôï ìÝãéóôï ôáSSñéáóìá åSSíáé ç åýñåóç åíüò ôáéñéÜóìáôïò M óôï ãñÜöçìá G ìå ìÝãéóôç ðëçèéêüôçôá.

1.4.4 (q, q − 4) ÃñáöÞìáôá

Ïé Babel êáé Olariu óôçí åñãáóSSá [5] ðñüôåéíáí ôçí ãåíéêÞ áíôSSëçøç ôùí (q, t) ãñáöçìÜôùí. Óå Ýíá ôÝôïéï ãñÜöçìá êáíÝíá óýíïëï ìå ôï ðïëý q êïñõöÝò ðåñéÝœåé ðáñáðÜíù áðü t äéáöïñåôéêÜ P_4. Ç åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ôÝôïéùí ãñáöçìÜôùí, ðïõ óõìâïëSSæïíôáé ùò (q, q − 4) ãñáöÞìáôá åðéäÝœïíôáé óçìáíôéêÝò äïìéêÝò éäéüôçôåò üðùò öáSSíåôáé óôçí åñãáóSSá [4]. Óçìåéþíïõìå üôé, ôá (q, q − 4) ãñáöÞìáôá åSSíáé brittle ãñáöÞìáôá ãéá q ≤ 8 [5] (ï Chv«atal üñéóå Ýíá ãñÜöçìá G íá ëÝãåôáé brittle åÜí êÜèå åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá H ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðåñéÝœåé ìéá êïñõöÞ ðïõ äåí åSSíáé ìÝóçêïñõöÞ óå êáíÝíá P_4 áëëÜ ïýôå êáé Üêñï óå êáíÝíá P_4). ĳðùò ðñïêýðôåé åî’ ïñéóìïý ôá cographs åSSíáé áêñéâþò ôá (4, 0) ãñáöÞìáôá êáé ôá P_4-sparse ãñáöÞìáôá åìðSSðôïõí ìå ôá (5, 1) ãñáöÞìáôá. ÅðSSóçò, ôá ëåãüìåíá C_5-free P_4-extendible ãñáöÞìáôá åSSíáé áêñéâþò ôá (6, 2) ãñáöÞìáôá.

Ôï âáóéêü œáñáêôçñéóôéêü óôïéœåSSï ôùí (q, q − 4) ãñáöçìÜôùí åSSíáé üôé åðéäÝœïíôáé ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç [5]. Óôç äéêÞ ìáò óçìåéïëïãSSá ç äïìÞ ôùí (q, q − 4) ãñáöçìÜôùí ìðïñåSS íá ðåñéãñáöåSS ùò áêïëïýèùò.

Èåþñçìá 1.7 (Babel êáé Olariu [5]). ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G ðïõ åSSíáé (q, q−4) ãñÜöçìá. Ôüôå, êÜèå ðñþôï ãñÜöçìá óôçí m-áðïóýíèåóç ôïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé åSSôå Ýíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, Þ Ýíá ãñÜöçìá ìå ëéãüôåñåò áðü q êïñõöÝò.

Âáóéæüìåíïé óôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá, ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò êáé êõñéáñœSSáò (domination problems) (üðùò åSSíáé ç ôÜîç ôùí êïñõöþí (vertex ranking)^3, ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá (path cover), ç ëSSóôá œñùìÜôùí (list coloring)^4 êôë.) ìðïñïýí íá åðéëõèïýí óå ãñáììéêü œñüíï ãéá ôçí êëÜóç ôùí (q, q − 4) ãñáöçìÜôùí ãéá ðñïêáèïñéóìÝíç ôéìÞ q [4].

1.4.5 Split-perfect ÃñáöÞìáôá

Ç êëÜóç ôùí split-perfect ãñáöçìÜôùí Ýœåé åéóáœèåSS áðü ôïõò Brandst-adt êáé Le óôçí åñãáóSSá [16]. Äýï ãñáöÞìáôá G êáé H ìå ôï SSäéï óýíïëï êïñõöþí ïíïìÜæïíôáé P_4-éóüìïñöá(P_4-isomorphic) åÜí êÜèå ôÝóóåñéò êïñõöÝò {a, b, c, d} ⊆ V åðÜãïõí Ýíá P_4 óôï ãñÜöçìá G åÜí êáé ìüíï åÜí åðÜãïõí Ýíá P_4 óôï H. ÿíá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé split-perfect ãñÜöçìá åÜí åSSíáé P_4-éóüìïñöï ìå Ýíá äéœïôïìSSóéìï ãñÜöçìá (split graph). Óçìåéþíïõìå üôé Ýíá äéœïôïìSSóéìï ãñÜöçìá ôï óõìâïëSSæïõìå ìå G = (Q, S, E), üðïõ ôï óýíïëï Q ðåñéÝœåé ôçò êïñõöÝò ôçò êëSSêáò, ôï óýíïëï S ðåñéÝœåé ôçò êïñõöÝò ôïõ áíåîÜñôçôïõ óõíüëïõ êáé ôï óýíïëï E ðåñéÝœåé üëåò ôéò áêìÝò ôïõ G.

Áêïëïõèþíôáò ôçí óçìåéïëïãSSá ôùí Brandst-adt êáé Le, Ýíá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé doublesplit ãñÜöçìá åÜí ìðïñåSS íá áðïêôçèåSS áðü äýï ìç-êïéíÜ (ðéèáíÜ êåíÜ) äéœïôïìSSóéìá ãñáöÞìáôá G_L = (Q_L, S_L, E_L), G_R = (Q_R, S_R, E_R) êáé Ýíá åðáãþìåíï ìïíïðÜôé P = P [x_L, x_R], ðéèáíÜ êåíü, ðñïóèÝôïíôáò üëåò ôéò áêìÝò ìåôáîý ôçò êïñõöÞò x_L êáé ôùí êïñõöþí ôïõ óõíüëïõ Q_L êáé üëåò ôéò áêìÝò ìåôáîý ôçò êïñõöÞò x_R êáé ôùí êïñõöþí ôïõ óõíüëïõ Q_R. Ç êëÜóç ôùí double-split ãñáöçìÜôùí ãåíéêåýïõí ôá äéœïôïìSSóéìá ãñáöÞìáôá êáé Ýœïõí ðñùôáñœéêü ñüëï óôïí œáñáêôçñéóìü ôùí split-perfect ãñáöçìÜôùí.

Óçìåéþíïõìå üôé êÜèå äéœïôïìSSóéìï ãñÜöçìá åSSíáé Ýíá double-split ãñÜöçìá áëëÜ ôï áíôSSóôñïöï äåí éóœýåé. Óôçí åñãáóSSá [16] Ýœåé äïèåSS Ýíáò ãñáììéêüò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò ãéá

3ÿóôù G Ýíá ãñÜöçìá êáé t Ýíáò áêÝñáéïò. Ç t-ôÜîç ôùí êïñõöþí åSSíáé ìéá áñSSèìçóç ôùí êïñõöþí c : V → {1, . . . , t} ôÝôïéá þóôå êÜèå æåýãïò êïñõöþí x êáé y ìå c(x) = c(y) êáé ãéá êÜèå ìïíïðÜôé ìåôáîý ôùí êïñõöþí x êáé y, õðÜñœåé ìéá êïñõöÞ z óôï ìïíïðÜôé ìå c(z) > c(x). Ôï ðñüâëçìá ôçò ôÜîçò ôùí êïñõöþí åSSíáé ç åýñåóç ôçò ìéêñüôåñçò ôéìÞò t ãéá ôçí ïðïSSá ôï ãñÜöçìá G åðéäÝœåôáé t-ôÜîç ôùí êïñõöþí. Óçìåéþíïõìå üôé ç ôÜîç ôùí êïñõöþí åSSíáé Ýíáò êáôÜëëçëïò œñùìáôéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò.

4ÄïèÝíôïò åíüò ãñáöÞìáôïò G êáé ãéá êÜèå êïñõöÞ ôïõ v, ìéá ëSSóôá L(v) áðü åðéèõìçôÜ œñþìáôá ãéá ôçí óõãêåêñéìÝíç êïñõöÞ, ôüôå ôï ãñÜöçìá G êáëåSSôáé œñùìáôSSóéìï áðü ëSSóôá åÜí óôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñïýìå íá áíáèÝóïõìå œñþìáôá áðü ôç ëSSóôá ôïõò Ýôóé þóôå ïé ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò íá ðÜñïõí äéáöïñåôéêÜ œñþìáôá.

ôá double-split ãñáöÞìáôá êáé ãéá ôá óõìðëçñþìáôÜ ôïõò. Áõôü ïäÞãçóå óôçí áíáãíþñéóç ôùí split-perfect ãñáöçìÜôùí êáèþò âáóSSæåôáé óôï åðüìåíï (äïìéêü) èåþñçìá ðïõ œáñáêôçñSSæåé ôçí êëÜóç áõôÞ.

Èåþñçìá 1.8 (Èåþñçìá 5.2 [16]). ÿíá ãñÜöçìá G åSSíáé split-perfect åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèå ìéá áðü ôçò p-óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò H ôïõ ãñáöÞìáôïò G Ýœåé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò: (i) êÜèå ïìïãåíÝò óýíïëï (homogeneous set) óôçí óõíéóôþóá H åðÜãåé Ýíá P_4-free ãñÜöçìá, êáé (ii) ôï œáñáêôçñéóôéêü ãñÜöçìá H^∗ åSSíáé Ýíá double-split ãñÜöçìá Þ ôï óõìðëÞñùìá åíüò double-split ãñáöÞìáôïò.

Äåí åSSíáé äýóêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá åðÜãåé Ýíá ãñáììéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ôçò êëÜóçò ôùí split-perfect ãñáöçìÜôùí üðùò öáSSíåôáé óôçí åñãáóSSá [16]. ÅîáñôÜôáé êõñSSùò áðü (i) ôïí ãñáììéêü áëãüñéèìï êáôáóêåõÞò ôçò m-áðïóýíèåóçò [30, 79, 80, 33], (ii) ôïí ãñáììéêü áëãüñéèìï åýñåóçò ôùí p-óõíåêôéêþí óõíéóôùóþí åíüò ãñáöÞìáôïò [7], (iii) ôïí ãñáììéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ôùí cographs [29] êáé (iv) ôïí ãñáììéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ôùí double-split ãñáöçìÜôùí êáé ôùí óõìðëçñùìÜôùí ôïõò [16].

1.4.6 Superbrittle ÃñáöÞìáôá

Ìéá öõóéêÞ õðïêëÜóç ôùí split-perfect ãñáöçìÜôùí, ãíùóôÜ ùò superbrittle , åSSíáé áêñéâþò åêåSSíá ôá ãñáöÞìáôá ãéá ôá ïðïSSá êáìSSá êïñõöÞ äåí åSSíáé Üêñï åíüò P_4 óôï ãñÜöçìá êáé ôáõôüœñïíá äåí åSSíáé ìÝóç-êïñõöÞ åíüò P_4 óôï ãñÜöçìá. Ôá äéœïôïìSSóéìá ãñáöÞìáôá åSSíáé superbrittle ãñáöÞìáôá êáèþò óå Ýíá äéœïôïìSSóéìï ãñÜöçìá êÜèå ìÝóç-êïñõöÞ åíüò P_4 âñSSóêåôáé óôçí êëSSêá êáé êÜèå Üêñï åíüò P_4 âñSSóêåôáé óôï áíåîÜñôçôï óýíïëï. Óôçí åñãáóSSá [16] äüèçêå Ýíáò äïìéêüò œáñáêôçñéóìüò ôùí superbrittle ãñáöçìÜôùí ðïõ ïäÞãçóå óå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò. ÄåSSœíïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá ãéá ôçí êëÜóç ôùí superbrittle ãñáöçìÜôùí.

Èåþñçìá 1.9 (Èåþñçìá 5.5 [16]). ÿíá ãñÜöçìá G åSSíáé superbrittle åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèå ìéá áðü ôçò p-óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò H ôïõ ãñáöÞìáôïò G Ýœåé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò: (i) êÜèå ïìïãåíÝò óýíïëï (homogeneous set) óôçí óõíéóôþóá H åðÜãåé Ýíá P_4-free ãñÜöçìá, êáé (ii) ôï œáñáêôçñéóôéêü ãñÜöçìá H^∗ åSSíáé Ýíá äéœïôïìSSóéìï ãñÜöçìá.

1.5 ÊSSíçôñï ÌåëÝôçò ôùí Åñåõíçôéêþí ÈåìÜôùí

ĳðùò áíáöÝñáìå ðñïçãïõìÝíùò, ïé êëÜóåéò ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ìåëåôÜìå áíÞêïõí óôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ç êëÜóç ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí åðéëÝœèçêå ëüãù ôùí óçìáíôéêþí äïìéêþí œáñáêôçñéóôéêþí êáé ôùí áëãïñéèìéêþí éäéïôÞôùí ðïõ äéáèÝôïõí ôá ãñáöÞìáôá áõôÜ, êáé ïé ïðïSSåò ïäçãïýí óå ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ áëãïñSSèìïõò åðSSëõóçò ðïëëþí êëáóéêþí ðñïâëçìÜôùí âåëôéóôïðïSSçóçò, ôá ïðïSSá óôçí ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç åSSíáé NP-ðëÞñç. ÔÝôïéá êëáóéêÜ ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò åSSíáé ôï ðñüâëçìá œñùìáôéóìïý (coloring), åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá (path cover), ç åýñåóç äéáäñïìþí êáé êýêëùí Hamilton, êáé ðñüâëçìá áðáñSSèìçóçò óêåëåôéêþí äÝíôñùí. Ïé åöáñìïãÝò áõôþí ôùí ðñïâëçìÜôùí âåëôéóôïðïSSçóçò åSSíáé ðïëëáðëÝò, óçìáíôéêÝò, êáé êáëýðôïõí ðïëëÜ ðåäSSá äéáöïñåôéêþí åðéóôçìþí (áðü ôá ìáèçìáôéêÜ Ýùò ôçí öéëïóïöSSá)[9, 47].

ÅðSSóçò, ç äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ãéá åéäéêÜ ãñáöÞìáôá, ìåôáîý Üëëùí äïìþí, áðïôåëåSS óõœíÜ ôçí âÜóç ãéá ãñÞãïñåò ëýóåéò óå áëãïñéèìéêÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ åSSíáé, óôçí ãåíéêÞ ôïõò ìïñöÞ, äýóêïëá. ÐïëëÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí Ýœïõí ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç, ðïõ âáóSSæåôáé óå ìéá ãåíéêÞ áíôéìåôþðéóç, ãíùóôÞ ùò m-áðïóýíèåóç (modular decomposition) ãñáöçìÜôùí. Œñçóéìïðïéþíôáò äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç, ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá áíáãíþñéóçò, âåëôéóôïðïSSçóçò êáé áðáñSSèìçóçò ìðïñïýí íá åðéëõèïýí áðïôåëåóìáôéêÜ ãéá ðïëëÝò êáôçãïñSSåò ãñáöçìÜôùí.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ãéá ôéò êëÜóåéò ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ìåëåôÜìå Ýœïõí åðéëõèåSS ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá üðùò: ôï ìÝãéóôï ìÝãåèïò êëSSêáò (maximum size clique), ôï ìÝãéóôï ìÝãåèïò áíåîÜñôçôïõ óõíüëïõ (maximum size stable set), ï œñùìáôéóìüò (minimum coloring), ç åëÜœéóôç êëSSêá åðéêÜëõøçò (minimum clique cover), ç åëÜœéóôç ôñéãùíïðïSSçóç (åëÜœéóôï ðëÞèïò áêìþí ðïõ ðñÝðåé íá ðñïóôåèåSS óôï ãñÜöçìá G Ýôóé þóôå ôï ãñÜöçìá G íá ãSSíåé ôñéãùíéêü { minimum ˛ll-in) (äåSSôå [40, 61, 63]), ï áñéèìüò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá (path cover number) [39], ç ôÜîç ôùí êïñõöþí (vertex ranking) êáé ç ëSSóôá œñùìÜôùí (list coloring) [4].

ÅðéðëÝïí, üðùò äåSSœíïõìå óôçí óõíÝœåéá, óôá ÊåöÜëáéá 2{6, åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí åýñåóç ôýðùí ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí óå Ýíá ãñÜöçìá G. Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå τ(G), åSSíáé ìéá óçìáíôéêÞ êáé ìå éäáSSôåñç ìåëÝôç, ðïóüôçôá óôçí èåùñSSá ãñáöçìÜôùí êáé åìöáíSSæåôáé óå ðïéêSSëåò åöáñìïãÝò. Ïé ðéï áîéïóçìåSSùôåò ðåñéïœÝò ôùí åöáñìïãþí ôçò åSSíáé ç áîéïðéóôSSá äéêôýùí (network reliability)[25, 84, 99], ç áðáñSSèìçóç óõãêåêñéìÝíùí œçìéêþí óôïéœåSSùí (enumerating certain chemical isomers) [20], êáé ç áðáñSSèìçóç ôùí Eulerian êýêëùí (circuits) óå Ýíá ãñÜöçìá [47]. ÅðSSóçò, ìðïñåSS êáíåSSò íá ìåëåôÞóåé ôïí ôñüðï ðïõ óõíäÝåôáé ç ðïóüôçôá τ(G) êáé, ðéï óõãêåêñéìÝíá, ç ìåèïäïëïãSSá ðïõ õðïëïãSSæïõìå ôçí ðïóüôçôá τ(G) ìå ôçí ôñéãùíïðïSSçóç (minimal triangulation) åíüò ãñáöÞìáôïò [37, 98, 49] êáé ìå ðñïâëÞìáôá ðïõ åìöáíSSæïíôáé óôçí ðåñéïœÞ ôçò óœåäSSáóçò ãñáöçìÜôùí (graph drawing) [44, 48, 81].

Åðéðñüóèåôá, óôï ÊåöÜëáéï 7 ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí. Ôï êSSíçôñï ìåëÝôçò ôùí äõíáìéêþí áëãïñSSèìùí ðñïÝñœåôáé áðü ôçí öõóéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôïõ DNA (physical mapping of DNA) [21, 50] êáé áðü ôçí ìåëÝôç ðñïâëçìÜôùí óå Ýíá áóýñìáôï (äõíáìéêÜ ìåôáâáëëüìåíï) äSSêôõï õðïëïãéóôþí [34, 51, 56, 101]. ÔÝëïò óôï ÊåöÜëáéï 8 åðéëýïõìå ìå Ýíáí âÝëôéóôï ôñüðï ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá ãéá ôçí êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí óå Ýíá ðáñÜëëçëï ðåñéâÜëëïí. Ç áíáöïñÜ ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá Ýœåé ìåëåôçèåSS áðü ðïëëïýò åñåõíçôÝò (äåSSôå [58, 72, 73, 85, 88]), êáèþò áðïôåëåSS ãåíSSêåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åýñåóçò åíüò Hamilton ìïíïðáôéïý åíüò ãñáöÞìáôïò.

ÊåöÜëáéï 2

ÁðáñSSèìçóç Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí Quasi-Threshold ÃñáöçìÜôùí

2.1 ÅéóáãùãÞ

2.2 Quasi-threshold ÃñáöÞìáôá

2.3 Ôï ÐëÞèïò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ôùí Quasi-Threshold ÃñáöçìÜôùí

2.4 ÓõìðåñÜóìáôá

2.1 ÅéóáãùãÞ

Èåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá œùñSSò ðïëëáðëÝò áêìÝò. ÿóôù Ýíá ôÝôïéï ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò. ÿíá óêåëåôéêü äÝíôñï (spanning tree) ôïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé Ýíá Üêõêëï (n − 1)-áêìþí óõíåêôéêü õðïãñÜöçìÜ ôïõ. Ôï ðñüâëçìá õðïëïãéóìïý ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åSSíáé Ýíá óçìáíôéêü åõñÝùò ãíùóôü ðñüâëçìá óôçí èåùñSSá ãñáöçìÜôùí. Ç åîáãùãÞ ìáèçìáôéêþí ôýðùí ãéá äéáöïñåôéêïýò ôýðïõò ãñáöçìÜôùí ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS œñÞóéìç ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü åêåSSíùí ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ðåñéÝœïõí ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí. ÔÝôïéïõ åSSäïõò ìåëÝôç Ýœåé ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò óôçí áîéïðéóôSSá äéêôýùí õðïëïãéóôþí (network reliability) [84, 99].

ÅðïìÝíùò, ôüóï ãéá èåùñçôéêïýò üóï êáé ãéá ðñáêôéêïýò ëüãïõò, åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí åîáãùãÞ ôýðùí ãéá ôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí óå êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí. ÐïëëÝò ðåñéðôþóåéò Ýœïõí åîåôáóôåSS áíÜëïãá ìå ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÿœåé ìåëåôçèåSS üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá (labelled molecular graph) [20], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (complete multipartite graph) [107], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá êõêëéêü ãñÜöçìá (circulant graph) [109], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíáò êõâéêüò êáé ôåôñáäéêüò êýêëïò (cubic-quadruple cycle graph) [108], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá threshold ãñÜöçìá [46] êáé Üëëåò ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò (äåSSôå ôï âéâëSSï ôïõ Berge [9] ãéá ìéá Ýêèåóç ôùí âáóéêþí áðïôåëåóìÜôùí. äåSSôå åðSSóçò [24, 67, 93, 91, 94, 100, 106, 107]).

Ï óêïðüò ôçò óõãêåêñéìÝíçò åíüôçôáò åSSíáé íá ìåëåôÞóåé ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí óôçí êëÜóç ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí. Óçìåéþíïõìå åäþ üôé Ýíá ãñÜöçìá G ïíïìÜæåôáé quasi-threshold ãñÜöçìá åÜí äåí ðåñéÝœåé êáíÝíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá éóïìïñöéêü ìå Ýíá P_4 Þ C_4 [43, 86, 91]. ÿíá quasi-threshold ãñÜöçìá G Ýœåé ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç T_c(G) ðïõ ïíïìÜæåôáé cent-äÝíôñï (cent-tree). Ïé áðïäåSSîåéò ìáò âáóSSæïíôáé óå Ýíá êëáóéêü áðïôÝëåóìá, ãíùóôü ùò ôï Èåþñçìá ôïõ ÐSSíáêá-ÄÝíôñïõ, Kirchho¸, (Kirchho¸ Matrix Tree Theorem) [10, 47], ðïõ åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ùò ìéá óõíÜñôçóç ôçò ïñSSæïõóáò åíüò ðSSíáêá (Kirchho¸ ÐSSíáêá) ï ïðïSSïò ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS åýêïëá áðü ôçí óœÝóç ãåéôíSSáóçò (ðSSíáêáò ãåéôíSSáóçò, ëSSóôá ãåéôíSSáóçò, êôë.) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ï õðïëïãéóìüò ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ Kirchho¸ ÐSSíáêá öáSSíåôáé üôé åSSíáé ìéá ðïëëÜ-õðïóœüìåíç êáôåýèõíóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí óå ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜôùí (äåSSôå [9, 24, 41, 93, 107]). Óôçí ðåñSSðôùóÞ ìáò õðïëïãSSæïõìå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò quasi-threshold ãñáöÞìáôïò G, œñçóéìïðïéþíôáò êëáóéêÝò ôåœíéêÝò áðü ôçí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé ôçí èåùñSSá ðéíÜêùí. Ïé éäÝåò ìáò êáé ïé ôåœíéêÝò ìáò èá äéáôõðùèïýí êáé èá äéåõêñéíéóôïýí óôçí óõíÝœåéá.

Ôï êåöÜëáéï åSSíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Óôçí äåýôåñç åíüôçôá åäñáéþíïõìå ôçí óçìåéïãñáöSSá êáé ôçí ïñïëïãSSá ìáò êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá. ÓõãêåêñéìÝíá, äåSSœíïõìå äïìéêÝò éäéüôçôåò ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí êáé ïñSSæïõìå ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç óå ôÝôïéïõ åSSäïõò ãñáöÞìáôá. Óôçí ôñSSôç åíüôçôá ðáñïõóéÜæïõìå ôïí ôýðï ðïõ õðïëïãSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò quasi-threshold ãñáöÞìáôïò. ÔÝëïò, óôçí ôÝôáñôç åíüôçôá óõíïøSSæïõìå ôï êåöÜëáéï êáé ðáñáèÝôïõìå ðéèáíÝò ìåëëïíôéêÝò åðåêôÜóåéò.

2.2 Quasi-threshold ÃñáöÞìáôá

ÿíá ãñÜöçìá G ïíïìÜæåôáé quasi-threshold ãñÜöçìá , Þ QT-ãñÜöçìá ãéá óõíôïìSSá, åÜí ôï ãñÜöçìá G äåí Ýœåé êáíÝíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá éóïìïñöéêü ìå Ýíá P_4 Þ ìå Ýíá C_4 [43, 86, 91]. Óôç óõíÝœåéá ðáñáèÝôïõìå œáñáêôçñéóìïýò êáé äïìéêÝò éäéüôçôåò ôùí QT-ãñáöçìÜôùí êáé äåSSœíïõìå üôé Ýíá ôÝôïéï ãñÜöçìá Ýœåé ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç. Ôï áêüëïõèï ëÞììá Ýðåôáé áð’ åõèåSSáò áðü ôï ãåãïíüò üôé ãéá êÜèå õðïóýíïëï S ⊂ V (G) êáé ãéá êÜèå êïñõöÞ u ∈ S, Ýœïõìå üôé N_{G[S]}[u] = N[u] ∩ S êáé ôï ãñÜöçìá G[V (G) − S] åSSíáé Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá.

ËÞììá 2.1 ([66]). ÅÜí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá QT-ãñÜöçìá, ôüôå ãéá êÜèå õðïóýíïëï S ⊂ V (G), êáé ôá äýï ãñáöÞìáôá G[S] êáé G[V (G) − S] åSSíáé åðSSóçò QT-ãñáöÞìáôá.

Ôï áêüëïõèï èåþñçìá ðáñÝœåé óçìáíôéêÝò éäéüôçôåò ãéá ôçí êëÜóç ôùí QT-ãñáöçìÜôùí. Ãéá åõêïëSSá, ïñSSæïõìå ôï áêüëïõèï óýíïëï ùò,

cent(G) = {x ∈ V (G) | N[x] = V (G)}.

Èåþñçìá 2.1 ([66, 86]). Ïé áêüëïõèåò ôñåéò äçëþóåéò éóœýïõí.

(i) ÿíá ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá QT-ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå óõíåêôéêü õðïãñÜöçìá G[S], S ⊆ V (G), éêáíïðïéåSSôáé cent(G[S]) ≠ ∅.

(ii) ÿíá ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá QT-ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíï åÜí ôï ãñÜöçìá G[V (G) − cent(G)] åSSíáé Ýíá QT-ãñÜöçìá.

(iii) ÿóôù G Ýíá óõíåêôéêü QT-ãñÜöçìá. ÅÜí éóœýåé V (G) − cent(G) ≠ ∅, ôüôå ôï ãñÜöçìá G[V (G) − cent(G)] ðåñéÝœåé ôïõëÜœéóôïí äýï óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò.

ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G íá åSSíáé Ýíá óõíåêôéêü QT-ãñÜöçìá. Ôüôå ôï óýíïëï V_1 := cent(G) äåí åSSíáé êåíü áðü ôï Èåþñçìá 2.1. ÈÝóå G_1 := G, êáé G[V (G) − V_1] = G_2 ∪ G_3 ∪ . . . ∪ G_r, üðïõ ôï G_i åSSíáé ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[V (G)−V_1] êáé r ≥ 3. Ôüôå, åöüóïí êÜèå Ýíá G_i åSSíáé Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ôï ãñÜöçìá G_i åSSíáé åðSSóçò Ýíá QT-ãñÜöçìá, êáé åðïìÝíùò Ýóôù V_i := cent(G_i) ≠ ∅ ãéá 2 ≤ i ≤ r. Åöüóïí êÜèå ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïõ ãñáöÞìáôïò G_i[V (G_i) − cent(G_i)] åSSíáé åðSSóçò Ýíá QT-ãñÜöçìá, ìðïñïýìå íá óõíåœSSóïõìå ôçí óõãêåêñéìÝíç äéáäéêáóSSá Ýùò üôïõ íá ðÜñïõìå Ýíá êåíü ãñÜöçìá. Ôüôå ìðïñïýìå ôåëéêÜ íá áðïêôÞóïõìå ôçí áêüëïõèç äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G).

V (G) = V_1 + V_2 + . . . + V_k, üðïõ V_i = cent(G_i).

ÅðéðëÝïí ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç ⪯ óôï óýíïëï {V_1, V_2, . . . , V_k } ùò åîÞò:

V_i ⪯ V_j åÜí V_i = cent(G_i) êáé V_j ⊆ V (G_i).

ÅSSíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç ðñïçãïýìåíç äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G) êáôÝœåé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò.

PSfrag replacements

ÓœÞìá 2.1: Ôï cent-äÝíôñï T_c(Q) åíüò QT-ãñáöÞìáôïò ìå 12 êïñõöÝò.

Èåþñçìá 2.2 ([66, 86]). ÿóôù G Ýíá óõíåêôéêü QT-ãñÜöçìá, êáé Ýóôù V (G) = V_1+V_2+. . .+V_k íá åSSíáé ìéá äéáìÝñéóç ïñéóìÝíç üðùò ðñïçãïõìÝíùò. óõãêåêñéìÝíá, V_1 := cent(G). Ôüôå, áõôÞ ç äéáìÝñéóç êáé ç ìåñéêÞò äéÜôáîç óõíüëïõ ({V_i}, ⪯) Ýœïõí ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(P1) ÅÜí éóœýåé V_i ⪯ V_j , ôüôå êÜèå êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ V_i êáé êÜèå êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ V_j åíþíïíôáé ìåôáîý ôïõò ìå ìéá áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

(P2) Ãéá êÜèå óýíïëï V_j , éóœýåé cent(G[{∪V_i | V_i ⪯ V_j }]) = V_j .

(P3) Ãéá êÜèå äýï óýíïëá V_s êáé V_t ôÝôïéá þóôå V_s ⪯ V_t, G[{∪V_i | V_s ⪯ V_i ⪯ V_t}] åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá. ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå ìÝãéóôï óïéœåSSï V_t ôïõ óõíüëïõ ({V_i}, ⪯), G[{∪V_i | V_1 ⪯ V_i ⪯ V_t}] åSSíáé Ýíá ìÝãéóôï ðëÞñåò õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

Ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.2 ðáñÝœïõí äïìéêÝò éäéüôçôåò ãéá ôçí êëÜóç ôùí QT-ãñáöçìÜôùí. Èá áíáöåñüìáóôå óôçí äïìÞ ðïõ éêáíïðïéåSS ôéò éäéüôçôåò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.2 ùò cent-äÝíôñï ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé èá ôï óõìâïëSSæïõìå ùò T_c(G). Ôï cent-äÝíôñï åSSíáé Ýíá ñéæùìÝíï äÝíôñï ìå ñSSæá ôï V_1 . êÜèå êüìâïò V_i ôïõ äÝíôñïõ T_c(G) åSSíáé åSSôå öýëëï Þ Ýœåé ôïõëÜœéóôïí äýï ðáéäéÜ. ÅðéðëÝïí, V_s ⪯ V_t åÜí êáé ìüíï åÜí V_s åSSíáé Ýíáò ðñüãïíïò ôïõ V_t óôï äÝíôñï T_c(G). Åäþ, ïñSSæïõìå ôï ch(V_i) íá åSSíáé ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝœåé ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ V_i ∈ T_c(G). èá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôï óýíïëï ch(i) ãéá íá áíáöåñüìáóôå óôï óýíïëï ch(V_i), 1 ≤ i ≤ k.

Óôï ÓœÞìá 2.1 ðáñïõóéÜæïõìå Ýíá cent-äÝíôñï åíüò QT-ãñáöÞìáôïò ìå 12 êïñõöÝò. Ïé êüìâïé V_3 êáé V_{10} ðåñéÝœïõí äýï êïñõöÝò, åíþ üëïé ïé õðüëïéðïé ðåñéÝœïõí ìéá êïñõöÞ. ch(V_3) = {V_7, V_8} êáé ch(V_{10}) = ∅. Óçìåéþóôå üôé ï âáèìüò ìéáò êïñõöÞò óôïí êüìâï V_3 åSSíáé 4.

2.3 Ôï ÐëÞèïò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ôùí Quasi-Threshold ÃñáöçìÜ- ôùí Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá åîÜãïõìå Ýíá ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò QTãñáöÞìáôïò G . áðü åäþ êáé óôï åîÞò, τ(G) äçëþíåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

ÿóôù Ýíá QT-ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé Ýóôù V_1, V_2, . . . , V_k ïé êüìâïé ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G) ðïõ ðåñéÝœïõí n_1, n_2, . . . , n_k êïñõöÝò, áíôSSóôïéœá. äçëáäÞ, n = n_1 + n_2 + . . . + n_k. ÿóôù d_i íá äçëþíåé ôïí âáèìü ìéáò ôõœáSSáò êïñõöÞò ôïõ êüìâïõ V_i. ÕðåíèõìSSæïõìå üôé üëåò ïé êïñõöÝò u ∈ V (G) åíüò êüìâïõ V_i Ýœïõí ôïí SSäéï âáèìü.

ÿóôù V_1, V_2, . . . , V_k ïé êüìâïé ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G) åíüò QT-ãñáöÞìáôïò ìå n êïñõöÝò. ÓõìâïëSSæïõìå ìå L_i ôï óýíïëï ðïõ ðåñéÝœåé ôïõò êüìâïõò ôïõ i åðéðÝäïõ ôïõ äÝíôñïõ T_c(G), 1 ≤ i ≤ h . äçëáäÞ,

L_0 = {V_1}, L_1 = {V_2, V_3, . . . , V_r}, . . L_{h−1} = {V_s, V_{s+1}, . . . , V_{ℓ−1}}, L_h = {V_ℓ, V_{ℓ+1}, . . . , V_k}.

2.3.1 Ï Ôýðïò

Óôç óõíÝœåéá óœçìáôSSæïõìå ôïí Kirhho¸ ðSSíáêá K ãéá ôï QT-ãñÜöçìá G âáóéæüìåíïé óôçí äïìÞ ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G).

ÿóôù G Ýíá QT-ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé Ýóôù V_1, . . . , V_s, . . . , V_{ℓ−1}, V_ℓ, . . . , V_k íá åSSíáé ïé êüìâïé ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G). Ôüôå, åðéãñÜöïõìå ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G áðü 1 ìÝœñé n ùò åîÞò: ðñþôá, åðéãñÜöïõìå ôéò êïñõöÝò ôïõ êüìâïõ V_k áðü 1 ìÝœñé n_k. óôç óõíÝœåéá, åðéãñÜöïõìå ôéò êïñõöÝò ôïõ V_{k−1} áðü n_k + 1 ìÝœñé n_k + n_{k−1}. ôÝëïò, åðéãñÜöïõìå ôéò êïñõöÝò ôïõ êüìâïõ V_1.

Ôüôå, êáôáóêåõÜæïõìå ôïí ðSSíáêá K ôïõ QT-ãñáöÞìáôïò G, œñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðñïáíáöåñèåSSóá åðéãñáöÞ ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G, êáé åðéêåíôñùíüìáóôå óôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá K_{nn} ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôïí ðSSíáêá K äéáãñÜöïíôáò ôçí ôåëåõôáSSá ãñáììÞ êáé ôçí ôåëåõôáSSá óôÞëç. ÅSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ï ðSSíáêáò K_{nn} åSSíáé Ýíáò (n − 1) × (n − 1) ðSSíáêáò êáé Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

K_{nn} =

M_k .. . [−1]_{ji} M_ℓ M_{ℓ−1} . . . M_s

[−1]_{ij} .. . M_1

, (2.1) üðïõ M_i åSSíáé Ýíáò n_i × n_i õðïðSSíáêáò ôçò ìïñöÞò

M_i = d_i −1 · · · −1 −1 d_i · · · −1 . . . . .. . . . −1 −1 · · · d_i ,

ãéá 2 ≤ i ≤ k êáé M_1 åSSíáé Ýíáò (n_1 − 1) × (n_1 − 1) õðïðSSíáêáò ôçò SSäéáò ìïñöÞò. ĳëåò ïé äéáãþíéåò èÝóåéò ôïõ ðSSíáêá M_i Ýœïõí ôçí SSäéá ôéìÞ d_i ðïõ éóïýôáé ìå ôïí âáèìü ìéáò ôõœáSSáò êïñõöÞò ôïõ êüìâïõ V_i ∈ T_c(G). ôá óôïéœåSSá [−1]_{ij} êáé [−1]_{ji} ôùí ìç-äéáãþíéùí èÝóåùí (i, j) êáé (j, i) áíôéóôïéœïýí óå n_i × n_j êáé n_j × n_i õðïðSSíáêåò ìå üëá ôá óôïéœåSSá ôïõò −1 åÜí ï êüìâïò V_j åSSíáé Ýíáò áðüãïíïò ôïõ êüìâïõ V_i óôï äÝíôñï T_c(G) êáé üëá ôá õðüëïéðá óôïéœåSSá ôïõò 0, 2 ≤ i, j ≤ k. ôá óôïéœåSSá [−1]_{1,j} êáé [−1]_{j,1} óôéò ìç-äéáãþíéåò èÝóåéò (1, j) êáé (j, 1) áíôéóôïéœïýí óå (n_1 − 1) × n_j êáé n_j × (n_1 − 1) õðïðSSíáêåò ìå üëá ôá óôïéœåSSá ôïõò −1 åöüóïí êÜèå êüìâïò V_j åSSíáé áðüãïíïò ôçò ñSSæáò V_1 ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G).

Ìå óêïðü íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá K_{nn}, ðñþôá áðëïðïéïýìå ôéò ïñSSæïõóåò ôùí ðéíÜêùí M_i, 2 ≤ i ≤ k, êáé èá Ýœïõìå:

det(M_i) =

| | | | | | | | d_i + 1

d_i + 1 .. . −1 −1 d_i + 1 − n_i

| | | | | | | | = (d_i + 1)^{ni−1}(d_i − (n_i − 1)),

êáé det(M_1) = (d_1 + 1)^{n1 −2}(d_1 − (n_1 − 2)).

Ôþñá åðáñêåSS íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò ðáñáðÜíù ôéìÝò óôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá K_{nn}. Óçìåéþíïõìå üôé ìåôÜ ôçí áðëïðïSSçóç ôùí ïñéæïõóþí ôùí ðéíÜêùí M_i ìüíï ïé äéáãþíéåò èÝóåéò êáé ç ôåëåõôáSSá ãñáììÞ áðü êÜèå ðSSíáêá M_i Ýœïõí ìç-ìçäåíéêÝò ôéìÝò. ÿôóé, èá Ýœïõìå:

det(K_{nn}) = (n_1 − 1)(d_1 + 1)^{n1 −2} · k∏ i=2 n_i(d_i + 1)^{ni −1} · det(B_{nn}), (2.2)

üðïõ

B_{nn} = σ_k .. . (−1)_{ji} σ_ℓ σ_{ℓ−1} .. . σ_s

(−1)_{ij} .. . σ_1

(2.3)

åSSíáé Ýíáò k × k ðSSíáêáò ìå äéáãþíéá óôïéœåSSá σ_i =^{di−(ni−1)}_{ni} ãéá 2 ≤ i ≤ k, êáé σ_1 =^{d1−(n1−2)}_{n1−1} . ôá óôïéœåSSá (−1)_{ij} ôùí ìç-äéáãþíéùí èÝóåùí (i, j) åSSíáé −1 åÜí ï êüìâïò V_j åSSíáé Ýíáò áðüãïíïò ôïõ êüìâïõ V_i óôï äÝíôñï T_c(G) êáé 0 óå êÜèå Üëëç ðåñSSðôùóç.

Ç éäÝá ôþñá åSSíáé íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ k × k ðSSíáêá B_{nn}. Óå áõôü ôï óçìåSSï, ðñþôá åöáñìüæïõìå ôéò áêüëïõèåò ðñÜîåéò óå êÜèå ãñáììÞ i = 1, 2, . . . , k ôïõ ðSSíáêá B_{nn}:

• âñSSóêïõìå ôïí åëÜœéóôï äåSSêôç j ãéá ôïí ïðïSSï éóœýïõí i < j ≤ k êáé B_{nn}[i, j] ≠ 0, êáé ôüôå

• ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç j ìå −1 êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí óôÞëç ℓ åÜí B_{nn}[i, ℓ] = B_{nn}[i, j] êáé j + 1 ≤ ℓ ≤ k.

Óôç óõíÝœåéá, åöáñìüæïõìå ðáñüìïéåò ðñÜîåéò óå êÜèå óôÞëç j = 1, 2, . . . , k ôïõ ðSSíáêá B_{nn}:

• âñSSóêïõìå ôïí åëÜœéóôï äåSSêôç i ãéá ôïí ïðïSSï éóœýïõí 1 ≤ j < i êáé B_{nn}[i, j] ≠ 0, êáé ôüôå

• ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ãñáììÞ i ìå −1 êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí ãñáììÞ ℓ åÜí B_{nn}[ℓ, j] = B_{nn}[i, j] êáé i + 1 ≤ ℓ ≤ k.

ÿôóé, èá Ýœïõìå:

det(B_{nn}) = det(A_{nn}), (2.4)

üðïõ

A_{nn} = a_k .. . (γ)_{ji}

a_ℓ a_{ℓ−1} .. . a_s

(γ)_{ij} . . . a_1

, (2.5)

åSSíáé Ýíáò k × k ðSSíáêáò êáé

a_i = σ_i åÜí V_i åSSíáé öýëëï ôïõ äÝíôñïõ T_c(G),

σ_i + ∑ j∈ch(i) jäåí åSSíáé öýëëï

(σ_j + 2) áëëéþò,

(2.6)

êáé

(γ)_{ij} =

−1 åÜí V_j ∈ ch(V_i) êáé V_j åSSíáé öýëëï ôïõ äÝíôñïõ T_c(G),

−(σ_i + 1) if V_j ∈ ch(V_i) and V_j äåí åSSíáé öýëëï ôïõ äÝíôñïõ T_c(G),

0 áëëéþò.

(2.7)

ÕðåíèõìSSæïõìå üôé

σ_i = d_i − (n_i − 2)

n_i − 1 åÜí i = 1

d_i − (n_i − 1)

n_i áëëéþò.

(2.8)

Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ êÜèå êüìâïò ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G) ðåñéÝœåé ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ, ôüôå èá Ýœïõìå üôé σ_i = d_i ãéá êÜèå i = 2, 3, . . . , k . óçìåéþíïõìå üôé i ≥ 2, åöüóïí äéáãñÜöïõìå ôçí ôåëåõôáSSá ãñáììÞ êáé óôÞëç ôïõ ðSSíáêá K.

Óôç óõíÝœåéá ïñSSæïõìå ôçí áêüëïõèç óõíÜñôçóç ϕ ðÜíù óôïõò êüìâïõ ôïõ cent-äÝíôñïõ åíüò QT-ãñáöÞìáôïò G:

ϕ(i) = a_i åÜí V_i åSSíáé öýëëï ôïõ äÝíôñïõ T_c(G),

a_i − ∑ j∈ch(i)

((γ)_{ij} )^2 ϕ(j) áëëéþò,

(2.9)

üðïõ a_i êáé (γ)_{ij} Ýœïõí ïñéóôåSS óôéò Åîéóþóåéò (2.6) êáé (2.7), áíôSSóôïéœá. ÏíïìÜæïõìå ôçí óõíÜñôçóç ϕ(i) cent-óõíÜñôçóç ôïõ êüìâïõ V_i. áðü åäþ êáé óôï åîÞò, œñçóéìïðïéïýìå ôçí ïñïëïãSSá ϕ_i ãéá íá äçëþóïõìå ϕ(i), 1 ≤ i ≤ k.

ËÞììá 2.2. ÿóôù V_1, V_2, . . . , V_k ïé êüìâïé ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G) åíüò QT-ãñáöÞìáôïò G êáé Ýóôù ϕ(i) ç cent-óõíÜñôçóç ôïõ êüìâïõ V_i, 1 ≤ i ≤ k. Ôüôå, k∏ i=1 ϕ(i) = det(A_{nn}),

üðïõ A_{nn} åSSíáé ï k × k ðSSíáêáò ïñéóìÝíïò óôçí Åî. (2.5).

Áðüäåéîç. Ìå óêïðü ôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóáò det(A_{nn}), îåêéíÜìå ðïëëáðëáóéÜæïíôáò êÜèå óôÞëç i, 1 ≤ i ≤ ℓ, ôïõ ðSSíáêá A_{nn} ìå −(γ)_{ij} /a_i êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí óôÞëç j åÜí (γ)_{ij} ≠ 0 (i < j ≤ k). Ìå áõôüí ôïí ôñüðï, êÜíïõìå üëåò ôéò áõóôçñÜ Üíù äéáãþíéåò èÝóåéò (γ)_{ij} , ìå i < j, íá Ýœïõí ìçäåíéêÝò ôéìÝò. Ôþñá áíáðôýóóïõìå ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò 1, 2, . . . , ℓ, ðåôõœáSSíïíôáò

det(A_{nn}) = ℓ∏ i=1 ϕ_i ·

| | | | | | | | | | | f_{ℓ−1} .. . (γ)_{ji} f_s

(γ)_{ij} .. . f_1

| | | | | | | | | | | = ℓ∏ i=1 ϕ_i · det(D_{nn}),

üðïõ

ϕ_i = a_i, ãéá 1 ≤ i ≤ ℓ, áöïý ïé êüìâïé 1, 2, . . . , ℓ åSSíáé öýëëá óôï äÝíôñï T_c(G), êáé

f_t = a_t − ∑ i∈ch(t) 1≤i≤ℓ

((γ)_{it})^2 ϕ_i

, ãéá ℓ + 1 ≤ t ≤ k.

Ðáñáôçñïýìå üôé ï (k − ℓ) × (k − ℓ) ðSSíáêáò D_{nn} Ýœåé äïìÞ ðáñüìïéá ìå ôïí áñœéêü ðSSíáêá A_{nn} . äåSSôå Åî. 2.5. ÿôóé, ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóÜò ôïõ det(D_{nn}), áêïëïõèïýìå ìéá ðáñüìïéá áðëïðïSSçóç . äçëáäÞ, îåêéíÜìå ðïëëáðëáóéÜæïíôáò êÜèå óôÞëç i, 1 ≤ i ≤ s, ôïõ ðSSíáêá D_{nn} ìå −(γ)_{ij} /f_j êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí óôÞëç j åÜí (γ)_{ij} ≠ 0, ãéá s < j ≤ k. ÿôóé, óõíåœSSæïíôáò ìå ôïí SSäéï ôñüðï ìðïñïýìå ôåëéêÜ íá äåSSîïõìå üôé

det(D_{nn}) = k∏ i=1 ϕ_i,

üðïõ ϕ_i åSSíáé ç cent-óõíÜñôçóç ôïõ êüìâïõ V_i ∈ T_c(G) êáé k åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G).

Âáóéæüìåíïé óôéò Åî. (2.2), (2.4) êáé óôï ËÞììá 2.2 ìðïñïýìå íá áðïêôÞóïõìå Ýíáí ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(G) åíüò quasi-threshold ãñáöÞìáôïò G. ÅðïìÝíùò, êáôáëÞãïõìå óôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 2.3. ÿóôù G Ýíá quasi-threshold ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé Ýóôù V_1, V_2, . . . , V_k ïé êüìâïé ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G) ìå ñéæá ôïí êüìâï V_1. Ôüôå,

τ(G) = n_1 − 1 n_1(d_1 + 1) · k∏ i=1 n_i(d_i + 1)^{ni−1} · ϕ_i,

üðïõ n_i åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ êüìâïõ V_i, d_i åSSíáé ï âáèìüò ìéáò ôõœáSSáò êïñõöÞò áðü ôïí êüìâï V_i êáé ϕ_i åSSíáé ç cent-óõíÜñôçóç ôïõ êüìâïõ V_i, 1 ≤ i ≤ k.

ÓçìåSSùóç 2.1. Âáóéæüìåíïé óôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá, ðñïôåSSíïõìå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï õðïëïãéóìïý ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò QT-ãñáöÞìáôïò. äïõëåýåé ùò åîÞò: ðñþôá êáôáóêåõÜæåé ôï cent-äÝíôñï T_c(G) ôïõ quasi-threshold ãñáöÞìáôïò. Ýóôù V_1, V_2, . . . , V_k ïé êüìâïé ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G). Ôüôå õðïëïãSSæåé ôçí cent-óõíÜñôçóç ϕ_i ãéá êÜèå êüìâï V_i ∈ T_c(G), 1 ≤ i ≤ k, êáé, ôåëéêÜ, õðïëïãSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò quasi-threshold ãñáöÞìáôïò óýìöùíá ìå ôïí ôýðï ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.3.

Óçìåéþíïõìå üôé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò QT-ãñáöÞìáôïò G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå O(n + m) œñüíï. Ç êáôáóêåõÞ åíüò cent-äÝíôñïõ T_c(G) œñåéÜæåôáé O(n + m) œñüíï œñçóéìïðïéþíôáò ìéá DFS äéÜóœéóç óôï óõãêåêñéìÝíï QT-ãñÜöçìá. ÅðéðëÝïí, ï õðïëïãéóìüò üëùí ôùí cent-óõíáñôÞóåùí ϕ_i, 1 ≤ i ≤ k, ìðïñåSS íá åêôåëåóôåSS óå O(n) œñüíï, áöïý ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ôïõ cent-äÝíôñïõ T_c(G) åSSíáé k ≤ n. ÿôóé, ï ðñïôåéíüìåíïò áëãüñéèìïò ôñÝœåé óå O(n + m) œñüíï.

Ç ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ êñSSíåôáé óýìöùíá ìå ôï ïìïéüìïñöï êñéôÞñéï êüóôïõò (uniform cost criterion). ÊÜôù áðü áõôü ôï êñéôÞñéï êÜèå åíôïëÞ œñåéÜæåôáé ìéá ìïíÜäá œñüíïõ êáé êÜèå êáôáœùñçôÞò œñåéÜæåôáé ìSSá ìïíÜäá œþñïõ. ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ïé áñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò ìðïñåSS íá åìðëÝêïõí ìåãÜëïõ ìÞêïõò ôõœáSSïõò áêÝñáéïõò áñéèìïýò, ìåôñÜìå êÜèå ðñÜîç ùò Ýíá êáé ìüíï âÞìá (ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G ìå n êïñõöÝò ìðïñåSS íá åSSíáé ôï ðïëý n^{n−2} . ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá K_n Ýœåé n^{n−2} óêåëåôéêÜ äÝíôñá). �

2.4 ÓõìðåñÜóìáôá

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï Ýœïõìå åîÜãåé Ýíáí ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò quasithreshold ãñáöÞìáôïò œñçóéìïðïéþíôáò ôï Èåþñçìá ôïõ ÐSSíáêá-ÄÝíôñïõ, Kirchho¸ êáé åðùöåëïýìåíïé áðü ôéò äïìéêÝò éäéüôçôåò ôïõ cent-äÝíôñïõ åíüò quasi-threshold ãñáöÞìáôïò.

Ìéá Üëëç êëÜóç ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí, ãíùóôÞ ùò óõìðëçñùìáôéêÜ-ðáñáãþìåíá ãñáöÞìáôá (cographs) , åSSíáé áêñéâþò åêåSSíá ôá ãñáöÞìáôá ðïõ äåí ðåñéÝœïõí êáíÝíá Üœïñäï ìïíïðÜôé ôåóóÜñùí êïñõöþí (óõìâïëSSæåôáé ùò P_4). Óôçí åñãáóSSá [92] êáé óôï åðüìåíï êåöÜëáéï, èá äåSSîïõìå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðïõ âáóSSæåôáé óå Ýíá ìïíáäéêü ñéæùìÝíï äÝíôñï, ðïõ ïíïìÜæåôáé cotree.

Ðéï ãåíéêÝò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí üðùò åSSíáé ïé êëÜóåéò ôùí P_4-reducible êáé ôùí P_4- sparse ãñáöçìÜôùí, åðéäÝœïíôáé åðSSóçò ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç. ÿôóé, åSSíáé ëïãéêü êáé åðüìåíï íá áíáñùôçèåSS êáíåSSò åÜí ïé äïìéêÝò éäéüôçôåò áõôþí ôùí äåíäñéêþí áíáðáñáóôÜóåùí ìðïñïýí íá âïçèÞóïõí óôçí åîáãùãÞ ôýðùí ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõò. Ðñïò áõôÞ ôçí êáôåýèõíóç óœåäéÜóôçêå ï áëãüñéèìïò ðïõ äåSSœíïõìå óôï ÊåöÜëáéï 4.

ÿœåé áðïäåéœôåSS üôé Ýíá ìåôáèåôü (permutation) ãñÜöçìá G[π], ìéá åõñÝùò ãíùóôÞ êëÜóç ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí, ìðïñåSS íá ìåôáóœçìáôéóôåSS óå Ýíá êáôåõèõíüìåíï Üêõêëï ãñÜöçìá êáé, Ýðåéôá, óå Ýíá ñéæùìÝíï äÝíôñï åîåôÜæïíôáò ôçí áíôSSóôñïöç óœÝóç ôùí óôïéœåSSùí ôçò ìåôÜèåóçò π [87]. Âáóéæüìåíïò êáíåSSò óå áõôÜ ôá áðïôåëÝóìáôá, ìðïñåSS íá åñåõíçèåSS åÜí ç êëÜóç ôùí ìåôáèåôþí ãñáöçìÜôùí G[π] áíÞêåé óôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ åðéäÝœïíôáé ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõò.

ÊåöÜëáéï 3

Õðïëïãéóìüò ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ôùí ÓõìðëçñùìáôéêÜ-Ðáñáãüìåíùí ÃñáöçìÜôùí

3.1 ÅéóáãùãÞ

3.2 ÓõìðëçñùìáôéêÜ-Ðáñáãþìåíá ÃñáöÞìáôá { Cographs

3.3 Ï Áëãüñéèìïò Õðïëïãéóìïý ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí

3.4 ÓõìðåñÜóìáôá

3.1 ÅéóáãùãÞ

Èåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá œùñSSò ðïëëáðëÝò áêìÝò. ÿóôù Ýíá ôÝôïéï ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò. ÿíá óêåëåôéêü äÝíôñï (spanning tree) ôïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé Ýíá Üêõêëï (n − 1)-áêìþí óõíåêôéêü õðïãñÜöçìÜ ôïõ. Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò (äéêôýïõ) G, êáëåSSôáé åðSSóçò ðïëõðëïêüôçôá (complexity) ôïõ ãñáöÞìáôïò G [10], åSSíáé Ýíá óçìáíôéêü, åõñÝùò ãíùóôü, ðñüâëçìá óôçí èåùñSSá ãñáöçìÜôùí êáé åìöáíSSæåôáé óå Ýíá ðëÞèïò åöáñìïãþí. Ïé ðéï áîéïóçìåSSùôåò ðåñéïœÝò åöáñìïãþí åSSíáé ç áîéïðéóôSSá äéêôýùí (óå Ýíá äSSêôõï ðïõ ìïíôåëïðïéåSSôáé áðü Ýíá ãñÜöçìá, ç åíäïåðéêïéíùíSSá ìåôáîý üëùí ôùí êüìâùí ôïõ äéêôýïõ åðÜãåé üôé ôï ãñÜöçìá ðñÝðåé íá ðåñéÝœåé Ýíá óêåëåôéêü äÝíôñï. Ýôóé, ç ìåãéóôïðïSSçóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åSSíáé ôï êëåéäSS ãéá ôçí ìåãéóôïðïSSçóç ôçò áîéïðéóôSSáò) [84, 99], ï õðïëïãéóìüò ôçò óõíïëéêÞò áíôSSóôáóçò ìåôáîý ìéáò áêìÞò óå Ýíá çëåêôñéêü äSSêôõï (electrical network) [13], áðáñSSèìçóç óõãêåêñéìÝíùí œçìéêþí óôïéœåSSùí [20], êáé áðáñSSèìçóç ôùí Eulerian êýêëùí (circuits) óå Ýíá ãñÜöçìá [47].

ÅðïìÝíùò, ôüóï ãéá èåùñçôéêïýò üóï êáé ãéá ðñáêôéêïýò óêïðïýò, åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí åîáãùãÞ ìáèçìáôéêþí ôýðùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G, üðùò åðSSóçò êáé ãéá ôï K_n-óõìðëÞñùìá (K_n-complement) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. åÜí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ ðëÞñåò ãñáöÞìáôïò K_n, ôüôå ôï K_n-óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå K_n − G, ïñSSæåôáé ùò ôï ãñÜöçìá ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôï ãñÜöçìá K_n äéáãñÜöïíôáò ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G (óçìåéþóôå üôé, åÜí ôï ãñÜöçìá G Ýœåé n êïñõöÝò, ôüôå ôï ãñÜöçìá K_n − G óõìðSSðôåé ìå ôï ãñÜöçìá G, äçë. ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G). ÐïëëÝò ðåñéðôþóåéò Ýœïõí ìåëåôçèåSS ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÿœåé ìåëåôçèåSS üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá (labelled molecular graph) [20], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (complete multipartite graph) [107], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá êõêëéêü ãñÜöçìá (circulant graph) [42, 109], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíáò êõâéêüò êáé ôåôñáäéêüò êýêëïò (cubic-quadruple cycle graph) [108], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá threshold ãñÜöçìá [46], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá quasi-threshold ãñÜöçìá [91] êáé Üëëåò ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò (äåSSôå ôï âéâëSSï ôïõ Berge [9] ãéá ìéá Ýêèåóç ôùí âáóéêþí áðïôåëåóìÜôùí . äåSSôå åðSSóçò [24, 67, 93, 91, 94, 100, 106, 107]).

Ï óêïðüò ôçò óõãêåêñéìÝíçò åíüôçôáò åSSíáé íá ìåëåôÞóåé ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí óôçí êëÜóç ôùí óõìðëçñùìáôéêÜ-ðáñáãþìåíùí ãñáöçìÜôùí (complement reducible), ãíùóôÜ ùò cographs. Ôá ãñáöÞìáôá cographs åSSíáé ïñéóìÝíá ùò ç êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ êáôáóêåõÜæïíôáé áðü ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ õðü ôçí êëåéóôüôçôá ôùí ðñÜîåùí ôçò Ýíùóçò êáé ôïõ óõìðëçñþìáôïò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ç êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí cographs ïñSSæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò: (i) ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ åSSíáé Ýíá cograph. (ii) ç ìç-êïéíÞ Ýíùóç ôùí cographs åSSíáé Ýíá cograph. (iii) ôï óõìðëÞñùìá åíüò cograph åSSíáé Ýíá cograph.

Ç êëÜóç ôùí ãñáöçìÜôùí cographs åSSœå åéóáœèåSS ôéò áñœÝò ôïõ 1970 áðü ôïí Lerchs [70] ðïõ ìåëÝôçóå ôéò äïìéêÝò êáé ôéò áëãïñéèìéêÝò ôïõò éäéüôçôåò. Ìåôáîý Üëëùí éäéïôÞôùí, ï Lerchs Ýäåéîå üôé ç êëÜóç ôùí cographs óõìðSSðôåé ìå ôçí êëÜóç ôùí P_4 áðáãïñåõôéêþí ãñáöçìÜôùí, êáé üôé ôá cographs åðéäÝœïíôáé ìéá ìïíáäéêÞ, ùò ðñïò ôïí éóïìïñöéóìü, äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ðïõ ïíïìÜæåôáé cotree. Ôá cographs åSSíáé ôÝëåéá ãñáöÞìáôá êáé ôçí ðñáãìáôéêüôçôá óœçìáôSSæïõí ìéá êáôÜëëçëç õðïêëÜóç ôùí åõñÝùò ãíùóôþí ìåôáèåôþí ãñáöçìÜôùí êáé ôùí distance hereditary ãñáöçìÜôùí . ðåñéÝœïõí ôçí êëÜóç ôùí quasi-threshold ãñáöçìÜôùí êáé, åðïìÝíùò, ôçí êëÜóç ôùí threshold ãñáöçìÜôùí [18, 43]. Áêüìá ðåñéóóüôåñï, ôá cographs åSSíáé áêñéâþò åêåSSíá ôá ãñáöÞìáôá ôá ïðïSSá äåí ðåñéÝœïõí êáíÝíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá éóüìïñöï ìå Ýíá P_4 (Üœïñäï ìïíïðÜôé ôåóóÜñùí êïñõöþí), êáé óœåôSSæïíôáé ìå ôçí êëÜóç ôùí series-parallel êáôåõèõíüìåíùí ãñáöçìÜôùí [105].

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï åðéäéþêïõìå íá åäñáéþóïõìå éäéüôçôåò êáé œáñáêôçñéóìïýò ãéá ôçí êëÜóç ôùí cographs ðïõ èá ìáò ïäçãÞóïõí óå ìéá áðïôåëåóìáôéêÞ åðSSëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åýñåóçò ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí ôïõò äÝíôñùí. ÐñïôåSSíïõìå ðñÜîåéò óìSSêñõíóçò (ìáæÝìáôïò) åðÜíù óôá äÝíôñá êáé äåSSœíïõìå üôé ðñïáíáöåñèÝí ðñüâëçìá ìðïñåSS íá åðéëõèåSS áðïôåëåóìáôéêÜ åöáñìüæïíôáò êáôÜëëçëá áõôÝò ôéò ðñÜîåéò åðÜíù óôï cotree ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ cograph.

ÓõãêåêñéìÝíá, ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ðïõ êáèïñSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò cograph. ãéá ôï äïèÝí cograph G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ï áëãüñéèìüò ìáò êáôáóêåõÜæåé ðñþôá ôï cotree T_{co}(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G, êáé óôç óõíÝœåéá õðïëïãSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G óå O(n + m) œñüíï êáé œþñï. Ï áëãüñéèìïò âáóSSæåôáé óå ðñÜîåéò óìSSêñõíóçò ðïõ åöáñìüæïíôáé ìå óõóôçìáôéêü ôñüðï Ýôóé þóôå íá ìåôáôñÝøïõí ôï äÝíôñï T_{co}(G) óå Ýíá ìïíáäéêü êüìâï, åíþ ôçí SSäéá óôéãìÞ, óõãêåêñéìÝíïé ðáñÜìåôñïé åíçìåñþíïíôáé êáôÜëëçëá. åöüóïí ôï cotree ôïõ ãñáöÞìáôïò ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS óå œñüíï êáé œþñï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò [29], êáé åöüóïí êÜèå ðñÜîç óìSSêñõíóçò œñåéÜæåôáé œñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ åðåîåñãáóìÝíïõ êïììáôéïý ôïõ äÝíôñïõ, ç Üíù õðïëïãéóìüò œñåéÜæåôáé œñüíï êáé œþñï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Óôï ôÝëïò, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G áðïêôÜôáé ùò ôï ãéíüìåíï êÜðïéùí n − 1 áñéèìþí, üðïõ n åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G. áõôÞ ç åðåîåñãáóSSá œñåéÜæåôáé O(n) œñüíï õðü ôï ïìïéüìïñöï êüóôïõò êñéôÞñéï (uniform cost criterion) [3, 96].

Ç ïñèüôçôá ôïõ áëãïñSSèìïõ ìáò âáóSSæåôáé óå Ýíá åõñÝùò ãíùóôü áðïôÝëåóìá, ôï Èåþñçìá ôïõ ÐSSíáêá-ÄÝíôñïõ, Kirchho¸ (Kirchho¸ Matrix Tree Theorem) [10, 47], ðïõ åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ùò ìéá óõíÜñôçóç ôçò ïñSSæïõóáò åíüò ðSSíáêá (Kirchho¸ ÐSSíáêá) ï ïðïSSïò ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS åýêïëá áðü ôçí óœÝóç ãåéôíSSáóçò (ðSSíáêáò ãåéôíSSáóçò, ëSSóôá ãåéôíSSáóçò, êôë.) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÁîSSæåé íáóçìåéþóïõìå üôé ï õðïëïãéóìüò ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ Kirchho¸ ÐSSíáêá öáSSíåôáé üôé åSSíáé ìéá ðïëëÜ-õðïóœüìåíç êáôåýèõíóç ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí óå ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜôùí (äåSSôå [9, 24, 41, 93, 107]), áëëÜ áðáéôåSS Θ(n^3) œñüíï êáé Θ(n^2) œþñï. Óôçí ðåñSSðôùóÞ ìáò œñçóéìïðïéïýìå ôïí Kirchho¸ ÐSSíáêá ìáæSS ìå êëáóéêÝò ôåœíéêÝò áðü ôçí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé ôçí èåùñSSá ðéíÜêùí ùò Ýíá êáôáóêåõáóôéêü åñãáëåSSï ãéá íá áðïäåSSîïõìå ôçí ïñèüôçôá ôùí áðïôåëåóìÜôùí ìáò.

Ôï êåöÜëáéï åSSíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Óôçí äåýôåñç åíüôçôá åäñáéþíïõìå ôçí óçìåéïãñáöSSá êáé ôçí ïñïëïãSSá ìáò êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá. Óôçí ôñSSôç åíüôçôá ðñïôåSSíïõìå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ðïõ êáèïñSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò cograph, åíþ óôçí ôÝôáñôç åíüôçôá óõíïøSSæïõìå ôï êåöÜëáéï êáé ðáñáèÝôïõìå ðéèáíÝò ìåëëïíôéêÝò åðåêôÜóåéò.

3.2 ÓõìðëçñùìáôéêÜ-Ðáñáãþìåíá ÃñáöÞìáôá { Cographs

ĳðùò áíáöåñèÞêáìå ðñïçãïõìÝíùò, ï Lerchs áðÝäåéîå üôé ôá cographs åSSíáé ç ïéêïãÝíåéá ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ êáôáóêåõÜæïíôáé áðü ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ õðü ôçí êëåéóôüôçôá ôùí ðñÜîåùí ôçò Ýíùóçò êáé ôïõ óõìðëçñþìáôïò. ÁõôÝò ïé ðñÜîåéò ïñSSæïõí ìïíáäéêÜ ìéá äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç ðïõ áíáöåñüìáóôå óå áõôÞí ùò Ýíá cotree. Ôï cotree åíüò cograph G, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå T_{co}(G), åSSíáé Ýíá ñéæùìÝíï äÝíôñï ôÝôïéï þóôå:

(i) êÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò, ìå ðéèáíÞ åîáSSñåóç ôçí ñSSæá, Ýœåé ôïõëÜœéóôïí äýï ðáéäéÜ.

(ii) ïé åóùôåñéêïSS êüìâïé Ýœïõí åðéãñáöÝò åSSôå 0 (0-êüìâïé) Þ 1 (1-êüìâïé). ôá ðáéäéÜ, ðïõ åSSíáé åóùôåñéêïSS êüìâïé, åíüò 1-êüìâïõ (0-êüìâïõ áíôSSóô.) åSSíáé 0-êüìâïé (1-êüìâïé áíôéóô.), äçëáäÞ ïé 1-êüìâïé êáé 0-êüìïé åíáëëÜóóïíôáé ìåôáîý ôïõò óå êÜèå ìïíïðÜôé áðü ôçí ñSSæá ìÝœñé ïðïéïíäÞðïôå êüìâï ôïõ cotree.

(iii) ôá öýëëá ôïõ cotree Ýœïõí ìéá-ðñïò-ìéá áíôéóôïéœSSá ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G, êáé äýï êïñõöÝò v_i, v_j åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G åÜí êáé ìüíï åÜí ï åëÜœéóôïò êïéíüò ðñïêÜôïœïò ôùí öýëëùí ðïõ áíôéóïéœïýí óôéò êïñõöÝò v_i êáé v_j åSSíáé Ýíáò 1-êüìâïò.

Ï ïñéóìüò ôïõ Lerchs áðáéôåSS üôé ç ñSSæá åíüò cotree ðñÝðåé íá åSSíáé Ýíáò 1-êüìâïò. ðáñ’ üëá áõôÜ, åÜí ðáñáëåSSøïõìå áõôüí ôïí ðåñéïñéóìü êáé åðéôñÝøïõìå ç ñSSæá íá åSSíáé åðSSóçò êáé Ýíáò 0-êüìâïò, ôüôå ðáSSñíïõìå cotrees óôá ïðïSSá üëïé ïé åóùôåñéêïSS êüìâïé Ýœïõí ôïõëÜœéóôïí äýï ðáéäéÜ, êáé óôá ïðïSSá ç ñSSæá åSSíáé Ýíáò 1-êüìâïò åÜí êáé ìüíï åÜí ôï áíôSSóôïéœï cograph åSSíáé óõíäåäåìÝíï (äåSSôå ÓœÞìá 3.1).

ÿóôù G Ýíá óõíåêôéêü cograph, êáé Ýóôù T_{co}(G) ôï áíôSSóôïéœï cotree. ÏñSSæïõìå ôá áêüëïõèá êüìâùí/êïñõöþí óýíïëá ðÜíù óôï cotree T_{co}(G):

∘ L_i, ðïõ åSSíáé ôï óýíïëï ôùí êüìâùí/êïñõöþí ðïõ âñSSóêïíôáé óôï i åðSSðåäï ôïõ äÝíôñïõ T_{co}(G), êáé

∘ ch(u_i), ðïõ åSSíáé ôï óýíïëï ôùí ðáéäéþí ôïõ êüìâïõ u_i ∈ T_{co}(G).

Ï ðáôÝñáò åíüò êüìâïõ/êïñõöÞò w óôï äÝíôñï T_{co}(G) óõìâïëSSæåôáé ìå p(w). Ôï ÓœÞìá 3.1 áíáðáñéóôÜ Ýíá cotree T_{co}(G) ìå ôá áíôSSóïéœá óýíïëá åðéðÝäùí. ÿíá óýíïëï S ôùí öýëëùí ôïõ äÝíôñïõ T_{co}(G), Þ, éóïäýíáìá, Ýíá õðïóýíïëï ôùí êïñõöþí S ⊆ V (G), êáëåSSôáé

PSfrag replacements

ÓœÞìá 3.1: (a) ÿíá cograph ìå 7 êïñõöÝò êáé (b) ôï áíôSSóôïéœï cotree.

∘ éóœõñü block (strong block) åÜí üëåò ïé êïñõöÝò óôï óýíïëï S Ýœïõí ôïí SSäéï ðáôÝñá u óôï äÝíôñï T_{co}(G), êáé éóœýåé ch(u) = S.

Áðü åäþ êáé óôï åîÞò, œñçóéìïðïéïýìå ôï p(S) ãéá íá äçëþíïõìå ôïí ðáôÝñá ôùí êïñõöþí ôïõ éóœõñïý block S, ðïõ ôïí ïíïìÜæïõìå éóœõñü êüìâï(strong node). óçìåéþóôå üôé, ï êüìâïò p(S) åSSíáé Ýíáò êüìâïò ôïõ äÝíôñïõ T_{co}(G). Óôï ÓœÞìá 3.1, ôá ìïíáäéêÜ éóœõñÜ blocks ôïõ äÝíôñïõ T_{co}(G) Ýœïõí óœçìáôéóôåSS áðü ôïõò êüìâïõò u_1, u_2 êáé u_3 . ïé êüìâïé u_1 êáé u_2 åSSíáé éóœõñïSS 1-êüìâïé, åíþ ï êüìâïò u_3 åSSíáé Ýíáò éóœõñüò 0-êüìâïò.

Âáóéæüìåíïé óôéò äïìéêÝò éäéüôçôåò åíüò cograph G êáé ôïõ áíôSSóôïéœïõ cotree T_{co}(G), åSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ôï áêüëïõèï ëÞììá éóœýåé.

ËÞììá 3.1. ÿíá cograph G ðåñéÝœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá éóœõñü block.

3.3 Ï Áëãüñéèìïò Õðïëïãéóìïý ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí

ÿóôù Ýíá cograph G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò êáé Ýóôù ôï cotree T_{co}(G) ôïõ. Ìå óêïðü ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G œñçóéìïðïéïýìå ôï Èåþñçìá 1.2. äçëáäÞ, äéáãñÜöïõìå ìéá ôõœáSSá êïñõöÞ x ôïõ óõíüëïõ V (G) êáé üëåò ôéò, ðñïóêåSSìåíåò óôçí êïñõöÞ x, áêìÝò. Ôþñá ôï óýíïëï êïñõöþí ôïõ cograph G − x, ðïõ Ýœåé ðñïêýøåé, Ýœåé ìÝãåèïò n − 1.

3.3.1 Ï Áëãüñéèìïò

ÈÝôïõìå åðéãñáöÝò s(v) := d_v ãéá êÜèå êïñõöÞ v ∈ V (G)−{x}, üðïõ d_v åSSíáé ï âáèìüò ôçò êïñõöÞò v óôï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöçìá G. ïíïìÜæïõìå áõôÝò ôéò åðéãñáöÝò ôùí êïñõöþí s-åðéãñáöÝò (slabels).

Ï áëãüñéèìïò äïõëåýåé óõññéêíþíïíôáò ìå Ýíáí óõóôçìáôéêü ôñüðï ôïõò éóœõñïýò êüìâïõò ôïõ cotree ôïõ ãñáöÞìáôïò G − x êáé áíáèÝôïíôáò óôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ ðïõ Ýœïõí ðáñáœèåSS ìå ôïí õøçëüôåñï äåSSêôç êïñõöÞò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ åSSíáé ðáéäSS åíüò éóœõñïý êüìâïõ (äåSSôå ÓœÞìá 3.2). Ïé óõññéêíþóåéò ðåôõœáSSíïíôáé õðü ôçí Ýííïéá ìéáò óõíÜñôçóçò, ðïõ ïíïìÜæåôáé, Update Replace( ), ç ïðïSSá ðáñÜëëçëá åíçìåñþíåé ôéò s-åðéãñáöÝò ôùí ðáéäéþí/êïñõöþí ôïõ éóœõñïý êüìâïõ. Óçìåéþíïõìå üôé ïé s-åðéãñáöÝò èåùñïýíôáé ùò êáèïëéêÝò ìåôáâëçôÝò ôïõ áëãïñSSèìïõ ìáò.

ÿóôù u Ýíáò éóœõñüò êüìâïò ôïõ äÝíôñïõ T_{co}(G), êáé Ýóôù ch(u) = {v_1, v_2, . . . , v_p}. Ç óõíÜñôçóç Update Replace åöáñìüæåôáé óôïí êüìâï u, êáé äïõëåýåé ùò åîÞò:

∘ áýîçóå ôéò s-åðéãñáöÝò s(v_1), s(v_2), . . . , s(v_p) êáôÜ 1, óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ï êüìâïò u åSSíáé Ýíáò 1-êüìâïò.

∘ õðïëüãéóå ôçí ðáñÜìåôñï e(u) := p−1∑ i=1 1 s(v_i) .

∘ åíçìÝñùóå ôéò s-åðéãñáöÝò s(v_{p−1}) êáé s(v_p) ôùí êïñõöþí v_{p−1} êáé v_p, œñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðáñÜìåôñï e(u).

∘ äéÝãñáøå ôéò êïñõöÝò v_1, v_2, . . . , v_{p−1} áðü ôï äÝíôñï T_{co}(G), êáé áíôéêáôÝóôçóå ôïí êüìâï u ìå ôçí êïñõöÞ v_p.

PSfrag replacements

ÓœÞìá 3.2: ÅöáñìïãÞ ôçò óõíÜñôçóçò Update Replace(u_1, T_{co}(G)).

Ôï ÓœÞìá 3.2 ðáñïõóéÜæåé ôçí åöáñìïãÞ ôçò óõíÜñôçóçò Update Replace ðÜíù óôïí êüìâï u_1 ∈ T_{co}(G). Ðñþôá, õðïëïãSSæåé ôéò s-åðéãñáöÝò s(v_1), s(v_2), s(v_3) êáé ôçí ðáñÜìåôñï e(u_1), óôç óõíÝœåéá åðáíáõðïëïãSSæåé ôéò ôéìÝò s(v_2), s(v_3), êáé ôåëéêÜ äéáãñÜöåé ôéò êïñõöÝò v_1 êáé v_2, êáé áíôéêáèéóôÜ ôïí éóœõñü êüìâï u_1 ìå ôçí êïñõöÞ v_3. Ç ôõðéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò óõíÜñôçóçò Update Replace äSSíåôáé óôïí Áëãüñéèìï 1.

Óôç óõíÝœåéá ðåñéãñÜöïõìå ôïí áëãüñéèìï Number Spanning Trees ðïõ õðïëïãSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò cograph G . äïõëåýåé ùò åîÞò: ðñþôá õðïëïãSSæåé ôïõò âáèìïýò d_i ãéá êÜèå ìéá êïñõöÞ v_i ∈ V (G) êáé áíáèÝôåé åðéãñáöÝò s(v_i) := d_i, 1 ≤ i ≤ n. ÌåôÜ, õðïëïãSSæåé ôï ãñÜöçìá G := G − v_n, üðïõ v_n ∈ V (G), êáé êáôáóêåõÜæåé ôï áíôSSóôïéœï cotree T_{co}(G). óçìåéþóôå üôé, ç êïñõöÞ v_i åSSíáé öýëëï óôï äÝíôñï T_{co}(G), 1 ≤ i ≤ n − 1. Óôç óõíÝœåéá, åöáñìüæåé åðáíáëçðôéêÜ ôçí óõíÜñôçóç Update Replace( ) óå êÜèå éóœõñü êüìâï u, êáé õðïëïãSSæåé ôéò s-åðéãñáöÝò s(v_1), s(v_2), . . . , s(v_{n−1}) ôùí êïñõöþí ôïõ äÝíôñïõ T_{co}(G). ÔåëéêÜ, õðïëïãSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(G) :=

∏_{n−1} i=1 s(v_i). Ç ôõðéêÞ ðåñéãñáöÞ ôïõ ðáñáðÜíù áëãïñSSèìïõ äSSíåôáé óôïí Áëãüñéèìï 2.

Update Replace(u, T )

1. Õðïëüãéóå ôï óýíïëï êïñõöþí ch(u) = {v_1, v_2, . . . , v_p}; 2. åÜí u åSSíáé 1-êüìâïò ôüôå

ãéá êÜèå êïñõöÞ v_i ∈ ch(u) åêôÝëåóå s(v_i) := s(v_i) + 1;

3. Õðïëüãéóå ôçí ðáñÜìåôñï e(u) := p−1∑ i=1 1 s(v_i) ; 4. ÅíçìÝñùóå ôçí s-åðéãñáöÞ s(v_{p−1}) ùò åîÞò:

s(v_{p−1}) := s(v_{p−1}) · (1 + s(v_p) · e(u));

5. ÅíçìÝñùóå ôçí s-åðéãñáöÞ s(v_p) ùò åîÞò:

åÜí u åSSíáé 0-êüìâïò ôüôå s(v_p) := s(v_p) 1 + s(v_p) · e(u)

áëëéþò s(v_p) := s(v_p) 1 + s(v_p) · e(u)

− 1;

6. ÄéÝãñáøå ôéò êïñõöÝò v_1, v_2, . . . , v_{p−1} áðü ôï äÝíôñï T , êáé

áíôéêáôÝóôçóå ôïí êüìâï u ìå ôçí êïñõöÞ v_p;

7. ÅðÝóôñåøå ôï äÝíôñï ðïõ Ýœåé ðñïêýøåé;

Áëãüñéèìïò 1: Update Replace

3.3.2 Ïñèüôçôá ôïõ ÁëãïñSSèìïõ

Ç ïñèüôçôá ôïõ áëãïñSSèìïõ Number Spanning Trees åäñáéþíåôáé ìÝóá áðü ôï Èåþñçìá ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸ (Èåþñçìá 1.2), ðïõ åðÜãåé üôé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G éóïýôáé ìå ïðïéïíäÞðïôå áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ Kirchho¸ ðSSíáêá.

ÿóô G Ýíá cograph ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò êáé Ýóôù T_{co}(G) íá åSSíáé ôï cotree ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ ðåñéÝœåé n êïñõöÝò (öýëëá) êáé k êüìâïõò (åóùôåñéêïýò êüìâïõò). ÿóôù L_0, L_1, . . . , L_h ôá óýíïëá åðéðÝäùí ôïõ äÝíôñïõ T_{co}(G) êáé Ýóôù S = {v_1, v_2, . . . , v_p} íá åSSíáé Ýíá éóœõñü block. óçìåéþóôå üôé v_1, v_2, . . . , v_p ∈ L_h. ÓœçìáôSSæïõìå ôïí Kirhho¸ ðSSíáêá K ôïõ cograph G, ðïõ åSSíáé Ýíáò n × n ðSSíáêáò, êáé óôç óõíÝœåéá õðïëïãSSæïõìå ôïí n óõíôåëåóôÞ ôïõ ðSSíáêá K. Óçìåéþóôå ðùò ï n óõíôåëåóôÞò ôïõ ðSSíáêá K éóïýôáé ìå ôïí (n − 1) ôÜîçò åëÜóóùí μ^n, äçëáäÞ, ìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ (n − 1) × (n − 1) ðSSíáêá K_{nn} ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôïí ðSSíáêá K ìåôÜ ôçí äéáãñáöÞ ôçò ãñáììÞò n êáé ôçò óôÞëçò n. Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò ôéìÝò s(v_i) = d_i, 1 ≤ i ≤ n − 1, ï ðSSíáêáò K_{nn} ìåôáôñÝðåôáé

K_{nn} = s(v_1) . . . (−1)_{ji} s(v_p) s(v_{p+1}) s(v_{p+2})

(−1)_{ij} .. . s(v_{n−1})

,

Number Spanning Trees

ÅSSóïäïò: ÿíá cograph G ìå n êïñõöÝò v_1, v_2, . . . , v_n êáé m áêìÝò;

ÿîïäïò: Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(G) ôïõ cograph G;

1. Õðïëüãéóå ôïõò âáèìïýò d_i ãéá êÜèå êïñõöÞ v_i ∈ V (G); 2. ÈÝóå s(v_i) := d_i, ãéá 1 ≤ i ≤ n. 3. Õðïëüãéóå G := G − v_n, üðïõ v_n ∈ V (G); 4. Êáôáóêåýáóå ôï cotree T := T_{co}(G) ôïõ cograph G; 5. Õðïëüãéóå ôá óýíïëá L_0, L_1, . . . , L_{h−1}; 6. ãéá i = h − 1 ìÝœñé ôï 0 åêôÝëåóå

ãéá êÜèå êüìâï u ∈ L_i åêôÝëåóå T := Update Replace(u, T );

7. Õðïëüãéóå τ(G) := n−1∏ i=1 s(v_i);

Áëãüñéèìïò 2: Number Spanning Trees

üðïõ, óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôïõ Kirchho¸ ðSSíáêá, ç åðéãñáöÞ s(v_i) éóïýôáé ìå ôïí âáèìü ôçò êïñõöÞò v_i óôï ãñÜöçìá G êáé ôá óôïéœåSSá (−1)_{ij} êáé (−1)_{ji} ôùí ìç-äéáãùíSSùí èÝóåùí (i, j) êáé (j, i) åSSíáé êáé ôá äýï −1 åÜí ïé êïñõöÝò v_i êáé v_j åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G êáé éóïýíôáé ìå 0 áëëéþò, 1 ≤ i, j ≤ n − 1.

Ï ðSSíáêáò K_{nn} áíôéóôïéœåSS óå Ýíá cograph G ìå n − 1 êïñõöÝò v_1, v_2, . . . , v_{n−1}, üðïõ ç êÜèå êïñõöÞ v_i Ýœåé ìéá s-åðéãñáöÞ s(v_i) = d_i, 1 ≤ i ≤ n − 1. Ïé ðñþôåò p ãñáììÝò ôïõ ðSSíáêá K_{nn} áíôéóôïéœïýí óôéò p êïñõöÝò v_1, v_2, . . . , v_p ôïõ éóœõñïý block S . ïé åðüìåíåò (n − 1) − p ãñáììÝò áíôéóôïéœïýí óôéò êïñõöÝò v_{p+1}, v_{p+2}, . . . , v_{n−1}. Áíáêáëïýìå üôé, üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ éóœõñïý block S Ýœïõí êïéíü ðáôÝñá p(S) êáé, åðSSóçò, ôïí SSäéï âáèìü óôï ãñÜöçìá G. ÄçëáäÞ, éóœýåé d_i = d_j , ãéá êÜèå v_i, v_j ∈ S.

Óôç óõíÝœåéá åðéêåíôñþíïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò óôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ ðSSíáêá K_{nn}, áöïý üðùò öáSSíåôáé áðü ôï Èåþñçìá ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸ (äåSSôå Èåþñçìá 1.2) üôé

τ(G) = det(K_{nn}). (3.1)

Ìå óêïðü íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá det(K_{nn}), îåêéíÜìå åóôéÜæïíôáò ôçí ðñïóïœÞ ìáò óôéò ðñþôåò p ãñáììÝò êáé p óôÞëåò ôïõ ðSSíáêá K_{nn} êáé äïõëåýïõìå ùò åîÞò: ðñþôá, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ãñáììÞ p ôïõ ðSSíáêá K_{nn} ìå -1 êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôéò ãñáììÝò 1, 2, . . . , p−1. Ðáñáôçñïýìå üôé óôéò ðñþôåò p − 1 ãñáììÝò ôïõ ðSSíáêá K_{nn}, ìç-ìçäåíéêÝò ôéìÝò âñSSóêïíôáé ìüíï óôéò èÝóåéò (i, i) êáé (i, p), 1 ≤ i ≤ p−1, êáé Ýœïõí ôéìÝò s(v_i) êáé −s(v_p), áíôSSóôïéœá. ÌåôÜ, óõãêåíôñþíïõìå ôçí ðñïóïœÞ ìáò óôçí ìç-ìçäåíéêÝò èÝóåéò (i, p) ôïõ ðSSíêáêá K_{nn}, 1 ≤ i ≤ p − 1, êáé åêôåëïýìå ôá áêüëïõèá: åÜí ï ðáôÝñáò p(S) ôïõ éóœõñïý block S = {v_1, v_2, . . . , v_p} åSSíáé Ýíáò 1-êüìâïò, ôüôå ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç j ìå^{s(vp )+1}_{s(vj )+1} êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí óôÞëç p. áëëéþò, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç j ìå^{s(vp )}_{s(vj )} êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí óôÞëç p, 1 ≤ j ≤ p − 1. Ôþñá óôéò ðñþôåò p − 1 ãñáììÝò ôïõ ðSSíáêá K_{nn}, ìüíï ïé äéáãþíéåò èÝóåéò (i, i) Ýœïõí ìç-ìçäåíéêÝò ôéìÝò. Åðéðñüóèåôá, ç p ãñáììÞ ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôç, êáé üëá ôá ìç-ìçäåíéêÜ óôïéœåSSá ôùí èÝóåùí (i, p) ôçò óôÞëçò p, ãéá i = p + 1, p + 2, . . . , n − 1, ôá ïðïSSá åSSœáí ôéìÞ SSóç ìå −1 óôïí áñœéêü ðSSíáêá K_{nn}, ôþñá Ýœïõí ôçí SSäéá ôéìÞ k = −(1 + (s(v_p) + a) ·

∑_{p−1} i=1 1 s(v_i )+a ), üðïõ a = 1 åÜí ï

ðáôÝñáò p(S) åSSíáé Ýíáò 1-êüìâïò, êáé a = 0 áëëéþò. ÔåëéêÜ, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç p ìå −^1_k êáé ôçí óôÞëç p − 1 ìå −k.

ÅSSíáé óçìáíôéêü íá åðéóçìÜíïõìå üôé ïé ðáñáðÜíù ðñÜîåéò äåí áëëÜæïõí ôçí ôéìÞ ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ ðSSíáêá K_{nn}. ÅðéðëÝïí, ãéá ôïí ðSSíáêá ðïõ ðñïêýðôåé ìåôÜ áðü áõôÝò ôéò ðñÜîåéò, Ýœïõìå üôé:

(i) üëá ôá ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá ôùí èÝóåùí (i, j), 1 ≤ i ≤ p êáé 1 ≤ j ≤ n − 1, åSSíáé SSóá ìå 0,

(ii) ôá ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá ôùí èÝóåùí (i, j), p ≤ i, j ≤ n − 1, Ýœïõí ôéò áñœéêÝò ôïõò ôéìÝò, äçëáäÞ, ôéò ôéìÝò ðïõ åSSœáí óôïí áñœéêü ðSSíáêá K_{nn}, êáé

(iii) ôá äéáãþíéá óôïéœåSSá ôùí èÝóåùí (i, i), 1 ≤ i ≤ p, Ýœïõí ôéìÝò s^′(v_i) ïé ïðïSSåò åSSíáé SSóåò ìå:

s^′(v_i) = s(v_i) + 1, 1 ≤ i ≤ p − 2 s^′(v_{p−1}) = (s(v_{p−1}) + 1) · (1 + (s(v_p) + 1) · e(u))

s^′(v_p) = s(v_p) + 1 1 + (s(v_p) + 1) · e(u) − 1 åÜí ï êüìâïò u åSSíáé Ýíáò 1-êüìâïò, üðïõ e(u) =

∑_{p−1} i=1 1 s(v_i )+1 , êáé

s^′(v_i) = s(v_i), 1 ≤ i ≤ p − 2 s^′(v_{p−1}) = s(v_{p−1}) · (1 + s(v_p) · e(u))

s^′(v_p) = s(v_p) 1 + s(v_p) · e(u)

åÜí ï êüìâïò u åSSíáé Ýíáò 0-êüìâïò, üðïõ e(u) =

∑_{p−1} i=1 1 s(v_i ) .

ÿôóé, áíáðôýóóïíôáò ùò ðñïò ôéò ðñþôåò p − 1 ãñáììÝò, âñSSóêïõìå üôé ç ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá K_{nn} ìåôáôñÝðåôáé óå

det(K_{nn}) =

(_{p−1} ∏ i=1 s^′(v_i) ) ·

| | | | | | | | | | s^′(v_p) s(v_{p+1}) (−1)_{ji} s(v_{p+2})

(−1)_{ij} .. . s(v_{n−1})

| | | | | | | | | | = (_{p−1} ∏ i=1 s^′(v_i) ) · det(K^′),

üðïõ ï ðSSíáêáò K^′ åSSíáé Ýíáò (n−p)×(n−p) ðSSíáêáò ðáñüìïéáò äïìÞò ìå ôïí áñœéêü ðSSíáêá K_{nn}. óôç ðñáãìáôéêüôçôá, åSSíáé ðáíïìïéüôõðïò ìå ôïí õðïðSSíáêá ôïõ áñœéêïý ðSSíáêá K_{nn} ðïõ ïñSSæåôáé áðü ôéò ãñáììÝò rows p, p + 1, . . . , n − 1 êáé áðü ôéò óôÞëåò p, p + 1, . . . , n − 1, ìå ôçí ìïíáäéêÞ äéáöïñÜ íá õðÜñœåé óôçí ôéìÞ s^′(v_p) ðïõ äéáöÝñåé áðü ôçí ôéìÞ s(v_p). Óçìåéþíïõìå üôé, ï ðSSíáêáò K^′ áíôéóôïéœåSS óå Ýíá cograph G^′ ìå n − p êïñõöÝò, êáé, åðïìÝíùò, ðåñéÝœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá éóœõñü block (äåSSôå Lemma 3.1).

ÿôóé, åÜí õðïèÝóïõìå (ìå Ýíáí åðáãùãéêü ôñüðï) üôé ç ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá K^′ ìðïñåSS íá åêöñáóôåSS ùò ôï ãéíüìåíï êáôÜëëçëùí ôéìþí s^{′′}(v_p), s^{′′}(v_{p+1}), . . . , s^{′′}(v_{n−1}), ôüôå ç ïñSSæïõóá ôïõ áñœéêïý ðSSíáêá K_{nn} éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï áõôþí ôùí ôéìþí ðïëëáðëáóéáæüìåíï ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ôéìþí s^′(v_1), s^′(v_2), . . . , s^′(v_{p−1}), üðùò áêñéâþò õðïëïãSSæåé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees Number œñçóéìïðïéþíôáò ôçí óõíÜñôçóç Update Replace( ). Áõôü áðïäåéêíýåé ôçí ïñèüôçôá ôïõ áëãüñéèìïý ìáò êáé ìå áõôüí ôïí ôñüðï ìðïñïýìå íá äéáôõðþóïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

ËÞììá 3.2. Ï áëãüñéèìïò Number Spanning Trees ïñèÜ õðïëïãSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò cograph G.

3.3.3 Ðïëõðëïêüôçôá Œñüíïõ êáé Œþñïõ

Óôç óõíÝœåéá õðïëïãSSæïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ êáé œþñïõ ôïõ áëãïñSSèìïõ Number Spanning Trees. Áðïäåéêíýïõìå ôï áêüëïõèï ëÞììá.

ËÞììá 3.3. Ï áëãüñéèìïò Number Spanning Trees åêôåëåSSôáé óå O(n + m) œñüíï, üðïõ n åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí êáé m åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ äïèÝíôïò cograph.

Áðüäåéîç. Ç êáôáóêåõÞ ôïõ cotree T_{co}(G) åíüò cograph G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ìðïñåSS íá ðñáãìáôïðïéçèåSS ìå ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ O(n + m) [29]. Ï õðïëïãéóìüò ôùí óõíüëùí åðéðÝäïõ L_1, L_2, . . . , L_h ôïõ cotree T_{co}(G) óôï ÂÞìá 5 ôïõ áëãïñSSèìïõ Number Spanning Trees ìðïñåSS íá åêôåëåóôåSS óå O(n) œñüíï, åöüóïí ôï cotree T_{co}(G) ðåñéÝœåé O(n) êüìâïõò. Åðéðñüóèåôá, ç óõíÜñôçóç Update Replace åöáñìüæåôáé óå êáèÝíá áðü ôïõò êüìâïõò ôïõ cotree T := T_{co}(G), êáé üôáí åöáñìüæåôáé óå Ýíáí êüìâï u, ìðïñåSS íá åêôåëåóôåSS óå O(|ch(u)|) œñüíï, üðïõ |ch(u)| åSSíáé ç ðëçèéêüôçôá ôïõ óõíüëïõ ôùí ðáéäéþíôïõ êüìâïõ u óôï äÝíôñï T . ÄïèÝíôïò üôé ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ôïõ äÝíôñïõ T åSSíáé O(n), ôï ÂÞìá 6 ôïõ áëãïñSSèìïõ Number Spanning Trees áðáéôåSS ∑ u∈T |ch(u)| œñüíï. ÔåëéêÜ, ôï ÂÞìá 7 ðáSSñíåé O(n) œñüíï õðü ôï ïìïéüìïñöï êñéôÞñéï êüóôïõò (uniform cost criterion), óýìöùíá ìå ôï ïðïSSï êÜèå ðñÜîç áðáéôåSS ìéá ìïíÜäá œñüíïõ êáé êÜèå êáôáœùñçôÞò áðáéôåSS ìéá ìïíÜäá œþñïõ, ðïõ åðÜãåé üôé, áíåîÜñôçôá áðü ôï ðüóï ìåãÜëïé åSSíáé ïé áñéèìïSS, ìéá áñéèìçôéêïSS ðñÜîç ðïõ åìðëÝêïíôáé k áñéèìïSS œñåéÜæåôáé O(k) œñüíï êáé œþñï. ÅðïìÝíùò, ï áëãüñéèìïò Number Spanning Trees ðáSSñíåé O(n + m) œñüíï.

ÓçìåSSùóç 3.1. Ç ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ êáé œþñïõ ôïõ áëãüñéèìïý ìáò ìåôñéÝôáé óýìöùíá ìá ôï ïìïéüìïñöï êñéôÞñéï êüóôïõò. Õðü ôï êñéôÞñéï áõôü êÜèå åðåîåñãáóSSá óôï ìïíôÝëï ìáò áðáéôåSS ìéá ìïíÜäá œñüíïõ êáé êÜèå êáôáœùñçôÞò ìéá ìïíÜäá œþñïõ. ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ïé áñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò åìðåñéÝœïõí ìåãÜëïõ ìåãÝèïõò ôõœáSSïõò áñéèìïýò, ìåôñÜìå êÜèå ðñÜîç ùò Ýíá âÞìá. Óôçí äéêéÜ ìáò ðåñSSðôùóç ôï ïìïéüìïñöï êüóôïò åSSíáé ðñáãìáôéêü (realistic) åÜí ìéá ëÝîç ôïõ õðïëïãéóôÞ ìðïñåSS íá áðïèçêåýóåé Ýíáí áêÝñáéï ìåãÝèïõò ôï ðïëý n^{n−2}, üðïõ n ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìáôïò (ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G ìå n êïñõöÝò åSSíáé ôï ðïëý n^{n−2} . ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá K_n Ýœåé n^{n−2} óêåëåôéêÜ äÝíôñá). Óçìåéþóôå ðáñ’ üëá áõôÜ üôé åÜí ç ðïóüôçôá n^{n−2} åSSíáé ìåãáëýôåñç áðü áõôÞí ðïõ ìðïñåSS íá áðïèçêåõôåSS óå ìéá ëÝîç ôïõ õðïëïãéóôÞ, ôüôå áêüìá êáé ôï ëïãáñéèìéêü êñéôÞñéï êüóôïõò (ôï ìïíôÝëï áõôü ëáìâÜíåé õð’ üøéí ôï ôï ðåñéïñéóìÝíï ìÝãåèïò ìéáò ðñáãìáôéêÞò èÝóçò (ëÝîçò) ìíÞìçò, ðïõ åSSíáé ëïãáñéèìéêÞ óå óœÝóç ìå ôïí áñéèìü ðïõ áðïèçêåýåé) åSSíáé êáôÜ êÜðïéï ôñüðï ìç-ñåáëéóôéêü, áöïý èåùñåSS üôé äýï áêÝñáéïé áñéèìïSS i êáé j ìðïñïýí íá ðïëëáðëáóéáóôïýí óå œñüíï O(log(i) + log(j)), ï ïðïSSïò äåí åSSíáé ãíùóôüò üôé åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò (äåSSôå [3, 96]). �

Äåí åSSáíé äýóêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ï œþñïò ðïõ œñåéÜæåôáé ï áëãüñéèìïò Number Spanning Trees åSSíáé O(n + m). Óçìåéþóôå üôé, ôï cotree åíüò cograph ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ìðïñåSS åðSSóçò íá êáôáóêåõáóôåSS óå ãñáììéêü œñüíï êáé œþñï [29]. ÿôóé, ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò åíüôçôáò áõôÞò óõíïøSSæïíôáé óôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 3.1. Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò cograph G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå O(n + m) œñüíï êáé œþñï.

3.4 ÓõìðåñÜóìáôá

Ðéï ãåíéêÝò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí üðùò åSSíáé ïé êëÜóåéò ôùí P_4-reducible êáé ôùí P_4- sparse ãñáöçìÜôùí, åðéäÝœïíôáé åðSSóçò ìéá ìïíáäéêÞ äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç. ÿôóé, åSSíáé ëïãéêü êáé åðüìåíï íá áíáñùôçèåSS êáíåSSò åÜí ïé äïìéêÝò éäéüôçôåò áõôþí ôùí äåíäñéêþí áíáðáñáóôÜóåùí ìðïñïýí íá âïçèÞóïõí óôçí åîáãùãÞ ôýðùí ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõò. Ðñïò áõôÞ ôçí êáôåýèõíóç óœåäéÜóôçêå ï áëãüñéèìïò ðïõ äåSSœíïõìå óôï ÊåöÜëáéï 4.

ÿœåé áðïäåéœôåSS üôé Ýíá ìåôáèåôü (permutation) ãñÜöçìá G[π], ìéá åõñÝùò ãíùóôÞ êëÜóç ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí, ìðïñåSS íá ìåôáóœçìáôéóôåSS óå Ýíá êáôåõèõíüìåíï Üêõêëï ãñÜöçìá êáé, Ýðåéôá, óå Ýíá ñéæùìÝíï äÝíôñï åîåôÜæïíôáò ôçí áíôSSóôñïöç óœÝóç ôùí óôïéœåSSùí ôçò ìåôÜèåóçò π [87]. Âáóéæüìåíïò êáíåSSò óå áõôÜ ôá áðïôåëÝóìáôá, ìðïñåSS íá åñåõíçèåSS åÜí ç êëÜóç ôùí ìåôáèåôþí ãñáöçìÜôùí G[π] áíÞêåé óôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ åðéäÝœïíôáé ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõò. Ôï ðáñáèÝôïõìå ùò Ýíá áíïéœôü ðñüâëçìá.

ÊåöÜëáéï 4

Õðïëïãéóìüò ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí Œñçóéìïðïéþíôáò m-Áðïóýíèåóç

4.1 ÅéóáãùãÞ

4.2 (m)-Áðïóýíèåóç êáé Óõññéêíþóéìá ÕðïäÝíôñá

4.3 Ï Áëãüñéèìïò

4.4 Ïñèüôçôá ôïõ ÁëãïñSSèìïõ

4.5 Ðïëõðëïêüôçôá Œñüíïõ

4.6 Õðïëïãéóìüò ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí óå Ãñáììéêü Œñüíï

4.7 ÓõìðåñÜóìáôá

4.1 ÅéóáãùãÞ

ÿíá óêåëåôéêü äÝíôñï (spanning tree) åíüò óõíåêôéêïý ìç-êáôåõèõíüìåíïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé Ýíá (n − 1)-áêìþí óõíåêôéêü õðïãñÜöçìÜ ôïõ. Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò (äéêôýïõ) G, êáëåSSôáé åðSSóçò ðïëõðëïêüôçôá (complexity) ôïõ ãñáöÞìáôïò G [10], åSSíáé Ýíá óçìáíôéêü, åõñÝùò ãíùóôü, ðñüâëçìá óôçí èåùñSSá ãñáöçìÜôùí êáé åìöáíSSæåôáé óå Ýíá ðëÞèïò åöáñìïãþí. Ïé ðéï áîéïóçìåSSùôåò ðåñéïœÝò åöáñìïãþí åSSíáé ç áîéïðéóôSSá äéêôýùí [84, 99], ï õðïëïãéóìüò ôçò óõíïëéêÞò áíôSSóôáóçò ìåôáîý ìéáò áêìÞò óå Ýíá çëåêôñéêü äSSêôõï (electrical network) [13], áðáñSSèìçóç óõãêåêñéìÝíùí œçìéêþí óôïéœåSSùí [20], êáé áðáñSSèìçóç ôùí Eulerian êýêëùí (circuits) óå Ýíá ãñÜöçìá [47]. ÓõãêåêñéìÝíá, ç áðáñSSèìçóç óêåëåôéêþí äÝíôñùí åSSíáé Ýíá ïõóéáóôéêü âÞìá óå ðïëëÝò ôåœíéêÝò ãéá ôïí õðïëïãéóìü, ôçí ïñéïèÝôçóç êáé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ áîéïðéóôSSá äéêôýùí [25]. óå Ýíá äSSêôõï ðïõ ìïíôåëïðïéåSSôáé áðü Ýíá ãñÜöçìá, ç åíäïåðéêïéíùíSSá ìåôáîý üëùí ôùí êüìâùí ôïõ äéêôýïõ åðÜãåé üôé ôï ãñÜöçìá ðñÝðåé íá ðåñéÝœåé Ýíá óêåëåôéêü äÝíôñï êáé, åðïìÝíùò, ç ìåãéóôïðïSSçóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åSSíáé Ýíáò ôñüðïò ãéá ôçí ìåãéóôïðïSSçóç ôçò áîéïðéóôSSáò.

ÅðïìÝíùò, ôüóï ãéá èåùñçôéêïýò üóï êáé ãéá ðñáêôéêïýò óêïðïýò, åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí åîáãùãÞ ìáèçìáôéêþí ôýðùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G, üðùò åðSSóçò êáé ãéá ôï K_n-óõìðëÞñùìá (K_n-complement) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. åÜí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ ðëÞñåò ãñáöÞìáôïò K_n, ôüôå ôï K_n-óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå K_n − G, ïñSSæåôáé ùò ôï ãñÜöçìá ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôï ãñÜöçìá K_n äéáãñÜöïíôáò ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G (óçìåéþóôå üôé, åÜí ôï ãñÜöçìá G Ýœåé n êïñõöÝò, ôüôå ôï ãñÜöçìá K_n − G óõìðSSðôåé ìå ôï ãñÜöçìá G, äçë. ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G). ÐïëëÝò ðåñéðôþóåéò Ýœïõí ìåëåôçèåSS ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÿœåé ìåëåôçèåSS üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá (labelled molecular graph) [20], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (complete multipartite graph) [107], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá êõêëéêü ãñÜöçìá (circulant graph) [42, 109], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíáò êõâéêüò êáé ôåôñáäéêüò êýêëïò (cubic-quadruple cycle graph) [108], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá threshold ãñÜöçìá [46], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá quasi-threshold ãñÜöçìá [91] êáé Üëëåò ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò (äåSSôå ôï âéâëSSï ôïõ Berge [9] ãéá ìéá Ýêèåóç ôùí âáóéêþí áðïôåëåóìÜôùí . äåSSôå åðSSóçò [24, 67, 93, 91, 94, 100, 106, 107]).

Ï óêïðüò ôçò óõãêåêñéìÝíïõ êåöáëáSSïõ åSSíáé íá ìåëåôÞóåé ôï ãåíéêü ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìáôïò. ÐáñáäïóéáêÜ, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò õðïëïãSSæåôáé õðü ôçí Ýííïéá ôïõ êëáóéêïý ÈåùñÞìáôïò ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸ (Kirchho¸ matrix tree theorem) [10, 47], ðïõ åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G óå óœÝóç ìå ôçí ïñSSæïõóá åíüò cofactor ôïõ Kirchho¸ ðSSíáêá (åðSSóçò ãíùóôü ùò Laplacian ðSSíáêá) ðïõ ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS åýêïëá áðü ôç óœÝóç ãåéôíSSáóçò (ðSSíáêáò ãåéôíSSáóçò, ëSSóôá ãåéôíSSáóçò, ê.ô.ë.) áðü ôï ãñÜöçìá G. ÿôóé ç áðáñSSèìçóç ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí áðëïðïéåSSôáé óôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóáò åíüò ((n − 1) × (n − 1))- ìåãÝèïõò ðSSíáêá, üðïõ n åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìáôïò. ÁõôÞ ç ðñïóÝããéóç Ýœåé œñçóéìïðïéçèåSS ãéá ôçí áðáñSSèìçóç ôùí äÝíôñùí óå ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜôùí (äåSSôå [9, 41, 93, 107]), áëëÜ áðáéôåSS Θ(n^{2.376}) áñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò óôéò ôéìÝò ôïõ ðSSíáêá êáé Θ(n^2) œþñï [27] . óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, áõôüò ï áëãüñéèìïò ðïõ åðéôõãœÜíåé ôçí óõãêåêñéìÝíç ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ êáé œþñïõ åìöáíSSæåé Ýíáí ìåãÜëïõ ìåãÝèïõò óôáèåñü ðáñÜãïíôá Ýôóé þóôå ãéá ðñáêôéêïýò óõíäõáóôéêïýò õðïëïãéóìïýò ï áðëüò O(n^3)-œñüíïõ áëãüñéèìïò áðïäåéêíýåôáé ç ðñïöáíÞò ëýóç. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS åðSSóçò, üôé óå ìåñéêÝò åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ç ïñSSæïõóá ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå O(n^{1.5}) œñüíï, œñçóéìïðïéþíôáò ôï åðSSðåäï äéáœùñéóôéêü èåþñçìá [74]. Óå ëSSãåò ðåñéðôþóåéò, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò Ýœåé õðïëïãéóôåSS œùñSSò ôçí áðïôSSìçóç ìéáò ïñSSæïõóáò. Ïé Colbourn et al. óôçí åñãáóSSá [26] Ýœïõí ðñïôåSSíåé Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ ôñÝœåé óå O(n^2) œñüíï ãéá Ýíá n-êïñõöþí åðSSðåäï ãñÜöçìá. Ï áëãüñéèìüò ôïõò âáóSSæåôáé óå êÜðïéïõò óõãêåêñéìÝíïõò ìåôáóœçìáôéóìïýò (ãíùóôïSS ùò delta wye ôåœíéêÞ) ðïõ ìðïñïýí íá åöáñìïóôïýí óå åðSSðåäá ãñáöÞìáôá. äõóôõœþò, åSSíáé äýóêïëï íá ìåëåôÞóåé êáíåSSò ôÝôïéõò Þ Üëëïõ åSSäïõò ìåôáóœçìáôéóìïýò óå ãåíéêÜ ãñáöÞìáôá (ðÝñá ôùí åðSSðåäùí ãñáöçìÜôùí).

Ìå óêïðü ôçí áðüêôçóç ìéáò áðïôåëåóìáôéêÞò åðSSëõóçò ãéá ôï ðñüâëçìá, åêìåôáëåõüìáóôå ôçí m-áðïóýíèåóç (Ýíáò ôñüðïò áðïóýíèåóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò ðïõ óõóœåôSSæåé ôï ãñÜöçìá ìå ôá ìÝãéóôá ïììïãåíÞ óýíïëá{maximal homogeneous sets) ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìáôïò G êáé óõãêåêñéìÝíá ôéò éäéüôçôåò ôïõ md-äÝíôñïõ ôïõ. Ï áëãüñéèìüò ìáò óôçñSSæåôáé óå ðñÜîåéò óõóôïëþí ðÜíù óå äÝíôñá (tree contraction operations) ðïõ åöáñìüæïíôáé ìå Ýíáí óõóôçìáôéêü ôñüðï áðü êÜôù ðñïò ôá ðÜíù Ýôóé þóôå íá óõññéêíþóåé ôï md-äÝíôñï ôïõ ãñáöÞìáôïò G óå Ýíá ìïíáäéêü êüìâï, åíþ ôáõôüœñïíá óõãêåêñéìÝíïé ðáñÜìåôñïé åíçìåñþíïíôáé êáôÜëëçëá. ç åíçìÝñùóç ïõóéáóôéêÜ ðñáãìáôïðïéåSS ìåôáóœçìáôéóìïýò ðÜíù óôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ Kirchho¸ ÐSSíáêá ðñïò ôçí áðïôSSìçóç ôçò ïñSSæïõóáò. Áêüìá, ôï ãåãïíüò üôé áóœïëïýìáóôå ìå áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò{modules (äçëáäÞ, êÜèå êïñõöÞ åêôüò ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäïò åSSíáé ãåéôïíéêÞ åSSôå óå üëåò åSSôå óå êáìSSá áðü ôéò êïñõöÝò ðïõ âñSSóêïíôáé ìÝóá óôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá) ìáò åðéôñÝðåé íá êåñäSSóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ O(n^{2.376}) ãéá ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ãñáöçìÜôùí. Óôï ôÝëïò, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G áðïêôÜôáé ùò ôï ãéíüìåíï n áñéèìþí, üðïõ n åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G . áõôüò ï ðïëëáðëáóéáóìüò áðáéôåSS O(n) œñüíï õðü ôï ïìïéüìïñöï êüóôïõò êñéôÞñéï (uniform cost criterion) [3, 96]. Ï áëãüñéèìüò ìáò åSSíáé åýêïëá ðñáãìáôïðïéÞóéìïò. ç ïñèüôçôÜ ôïõ åäñáéþíåôáé ìå ôïí ôñüðï ôïõ ÈåùñÞìáôïò ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸, ìáæSS ìå êëáóéêÝò ôåœíéêÝò áðü ôçí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé ôçí èåùñSSá ðéíÜêùí.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ãéá ïñéóìÝíåò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí, ç äïìÞ ôùí md-äÝíôñùí ôïõò (êáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ôùí ðñþôùí ãñáöçìÜôùí ôïõò) ìáò åðéâåâáéþíåé üôé êÜèå êüìâïò ôïõ äÝíôñïõ ìðïñåSS íá åðåîåñãáóôåSS óå ãñáììéêü œñüíï ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ óõññéêíùìÝíïõ ìÝñïõò ôïõ äÝíôñïõ. Ýôóé, åöüóïí ôï md-äÝíôñï åíüò ãñáöÞìáôïò ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS óå œñüíï êáé œþñï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò [30, 80], ç åðåîåñãáóSSá ïëüêëçñïõ ôïõ md-äÝíôñïõ êáé óõíåðþò ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðáSSñíåé œñüíï ãñáììéêü êáé œþñï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìáôïò. ÔÝôïéåò êëÜóåéò åSSíáé ïé êëÜóåéò ôùí treecographs, (q, q − 4)-ãñáöçìÜôùí ãéá óôáèåñü q, êáé P_4-tidy ãñáöçìÜôùí, ìáæSS ìå ôéò ðïéêSSëëåò õðïêëÜóåéò ôïõò, üðùò åSSíáé, ôá cographs, ôá P_4-reducible, ôá extended P_4-reducible, ôá P_4-sparse, ôá P_4-lite, ôá P_4-extendible, êáé ôá extended P_4-sparse ãñáöÞìáôá. ÁõôÝò ïé êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí Ýœïõí ìåëåôçèåSS áðü ðïëëïýò óõããñáöåSSò óôï ðáñåëèüí (äåSSôå [5, 35, 39, 59, 62]), ðïõ Ýâãáëáí óôçí åðéöÜíåéá ôéò äïìéêÝò êáé áëãïñéèìéêÝò ôïõò éäéüôçôåò. Ôï êSSíçôñü Ýñœåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé áõôÝò ïé êëÜóåéò ôùí ãñáöçìÜôùí Ýœïõí ëSSãá Üœïñäá ìïíïðÜôéá ôåóóÜñùí êïñõöþí(ãíùóôÜ ùò P_4), ðïõ ôéò êÜíåé íá åìöáíSSæïíôáé óå ðïëëÝò ðñáãìáôéêÝò åãáñìïãÝò, ð.œ., óå œñïíïäéáãñÜììáôá (äåSSôå [6]).

Ôï êåöÜëáéï åSSíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Óôçí äåýôåñç åíüôçôá åäñáéþíïõìå ôçí óçìåéïãñáöSSá êáé ôçí ïñïëïãSSá ìáò êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá. Óôçí ôñSSôç åíüôçôá ðåñéãñÜöïõìå ôïí áëãüñéèìï ðïõ êáèïñSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ôõœáSSïõ ãñáöÞìáôïò. Óôçí ôÝôáñôç åíüôçôá áðïäåéêíýïõìå ôçí ïñèüôçôÜ ôïõ, åíþ óôçí ðÝìðôç åíüôçôá õðïëïãSSæïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ êáé œþñïõ. Óôçí Ýêôç åíüôçôá äåSSœíïõìå üôé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá ìåñéêÝò êëÜóåéò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå ãñáììéêü œñüíï. ÔÝëïò óôçí Ýâäïìç åíüôçôá, óõíïøSSæïõìå ôï êåöÜëáéï êáé ðáñáèÝôïõìå ðéèáíÝò åðåêôÜóåéò.

4.2 m-Áðïóýíèåóç êáé Óõññéêíþóéìá ÕðïäÝíôñá

ÿíá õðïóýíïëï M ôùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìáôïò G áíáöÝñåôáé ùò áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (module) ôïõ ãñáöÞìáôïò G, åÜí êÜèå êïñõöÞ åêôüò ôïõ óõíüëïõ M åSSíáé, åSSôå ãåéôïíéêÞ óå üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ M, åSSôå óå êáìSSá áðü áõôÝò. Ôï êåíü óýíïëï, ôá ìïíïóýíïëá êáé ôï óýíïëï êïñõöþí V ëÝãïíôáé ôåôñéììÝíåò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò êáé üôáí ôï ãñÜöçìá G Ýœåé ìüíï ôåôñéììÝíåò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò ôüôå áíáöÝñåôáé ùò ðñþôï ãñÜöçìá (prime graph Þ indecomposable). Ìéá ìç-ôåôñéììÝíç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá ïíïìÜæåôáé åðSSóçò êáé ïìïãåíÝò óýíïëï (homogeneous set). ÿíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá åSSíáé Ýíá ðñþôï ãñÜöçìá, áöïý äåí ðåñéÝœåé êáìSSá ôåôñéììÝíç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá. ÅðéóçìÜíïõìå üôé Ýíá Üœïñäï ìïíïðÜôé ìå n ≥ 4 êïñõöÝò êáé Ýíáò Üœïñäïò êýêëïò ìå n ≥ 5 êïñõöÝò åSSíáé ðñþôá ãñáöÞìáôá. ÅðéðëÝïí, ìéá áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M ôïõ ãñáöÞìáôïò G ïíïìÜæåôáé éóœõñÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (strong module) åÜí ãéá êÜèå ìSSá áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M^′ ≠ M ôïõ ãñáöÞìáôïò G, åSSôå éóœýåé M^′ ∩ M = ∅ åSSôå éóœýåé M^′ ⊂ M.

Ç m-áðïóýíèåóç (modular decomposition) åíüò ãñáöÞìáôïò G áíáðáñSSóôáôáé áðü Ýíá äÝíôñï T (G) ôï ïðïSSï ïíïìÜæïõìå md-äÝíäñï ôïõ ãñáöÞìáôïò G (modular decomposition tree). ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ T (G) åSSíáé ïé êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åíþ êÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò t áíôéóôïéœåSS óå ìéá éóœõñÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá ðïõ óõìâïëSSæåôáé M(t) êáé åðÜãåôáé áðü ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí/öýëëùí ôïõ õðïäÝíôñïõ ìå ñSSæá ôïí t. ÿôóé ôï äÝíôñï T (G) áíáðáñéóôÜ üëá ôéò éóœõñÝò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÊÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò åðéãñÜöåôáé ìå P ãéá ðáñÜëëçëç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (parallel module), Þ ìå S ãéá óåéñéáêÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (series module),

(a) (b)

ÓœÞìá 4.1: (a) Ýíá ãñÜöçìá êáé (b) ôï md-äÝíôñï ôïõ.

Þ ìå N ãéá ãåéôïíéêÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (neighborhood module). H áõôïôåëÞ-ìïíÜäá ðïõ áíôéóôïéœåSS óå Ýíáí P-êüìâï åðÜãåé Ýíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G, áõôÞ ôïõ S-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé Ýíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá êáé áõôÞ ôïõ N-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé åðSSóçò Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá. Ôï ÓœÞìá 4.1 äåSSœíåé Ýíá ãñÜöçìá êáé ôï md-äÝíôñï ôïõ.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, Ýóôù t Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò ôïõ md-äÝíôñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò t Ýœåé ðáéäéÜ t_1, t_2, . . . , t_p, ôüôå ïñSSæïõìå ôï áíôéðñïóùðåõôéêü ãñÜöçìá G(t) (representative graph) ùò áêïëïýèùò:

∘ V (G(t)) = {t_1, t_2, . . . , t_p}, and

∘ E(G(t)) = {t_it_j | v_iv_j ∈ E(G), v_i ∈ M(t_i) êáé v_j ∈ M(t_j )}.

Óçìåéþíïõìå üôé åî’ ïñéóìïý ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò, åÜí ìéá êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_i) åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ìéá Üëëç êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_j ) ôüôå êÜèå êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_i) åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå êÜèå êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_j ). ÿôóé, ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé éóüìïñöï ìå ôï ãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíá õðïóýíïëï ôçò áõôïôåëïýòìïíÜäáò M(t) óõññéêíþíïíôáò óå ìéá êïñõöÞ êÜèå ìÝãéóôç áõôïôåëÞò-õðïìïíÜäá ôçò M(t) óôï äÝíôñï T (G). Ôüôå: (i) åÜí ï êüìâïò t åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò, ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá œùñSSò-áêìÝò ãñÜöçìá, (ii) åÜí ï êüìâïò t åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò, ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá, êáé (iii) åÜí ï êüìâïò t åSSíáé N-êüìâïò, ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðñþôï ãñÜöçìá.

Ôï md-äÝíôñï T (G) åíüò ãñáöÞìáôïò G êáôáóêåõÜæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò: ïé ðáñÜëëçëåò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò áðïóõíôSSèåíôáé óôéò óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïõò (connected components), ïé óåéñéáêÝò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò óôéò ìç-óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïõò (co-connected components), êáé ïé ãåéôïíéêÝò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò óôéò éóœõñÝò áõôïôåëåSSò-õðïìïíÜäåò ôïõò (strong submodules). Ç áðïôåëåóìáôéêÞ êáôáóêåõÞ ôïõ md-äÝíôñïõ åíüò ãñáöÞìáôïò Ýœåé äåœèåSS ðïëý ìåãÜëç ðñïóïœÞ. ÕðÜñœåé Ýíá ðëÞèïò áðü O(n^4), O(n^3), O(mn), êáé O(n^2) áëãïñSSèìïõò ãéá ôçí åýñåóç ôïõ mdäÝíôñïõ, üðùò åSSíáé ôùí Buer êáé M-ohring [19], Golumbic [43], Habib êáé Maurer [45], McConnell [78], Muller êáé Spinrad [83], ìåñéêïSS áðü ôïõò ïðïSSïõò åSSíáé ãéá óõãêåêñéìÝíåò Þ ãåíéêüôåñåò ðåñéðôþóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Áðü ôï 1994, åSSíáé ðëÝïí ãíùóôü ðùò ãéá ïðïéïäÞðïôå ãñÜöçìá G ôï md-äÝíôñï T (G) åSSíáé ìïíáäéêü ùò ðñïò ôïí éóïìïñöéóìü êáé ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS óå ãñáììéêü œñüíï [30, 33, 79, 80]. Óçìåéþíïõìå üôé åÜí ôï äÝíôñï T (G) äåí ðåñéÝœåé êáíÝíá åóùôåñéêü N-êüìâï, ôüôå ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá cograph (P_4-free ãñÜöçìá) êáé ôï äÝíôñï T (G) åSSíáé ôï áíôSSóôïéœï cotree (ïé P-êüìâïé êáé ïé S-êüìâïé ôïõ T (G) åSSíáé áêñéâþò ïé 0-êüìâïé êáé 1-êüìâïé, áíôSSóôïéœá, ôïõ cotree).

ÿóôù ï êüìâïò t íá åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò. Ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå üôé åÜí ôï ðñþôï ãñÜöçìá G(t) áíÞêåé óå ìéá ïéêïãÝíåéá F áðü ãñáöÞìáôá ôüôå ç åðåîåñãáóSSá ôïõ ðáSSñíåé œñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t) . áõôü óõìðåñáSSíåé üôé åÜí üëá ôá ðñþôá ãñáöÞìáôá åíüò ãñáöÞìáôïò G áíÞêïõí óôçí ïéêïãÝíåéá F ôüôå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå œñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ç ïéêïãÝíåéá F ðåñéÝœåé áñáéÜ áñáœíïåéäÝò ãñáöÞìáôá, ðñþôá äÝíôñá, Üœïñäïõò êýêëïõò, êáé ôá óõìðëçñþìáôÜ ôïõò. ïíïìÜæïõìå áõôÜ ôá ãñáöÞìáôá âáóéêÜ ãñáöÞìáôá (basic graphs). ÿíá ðñþôï ãñÜöçìá ðïõ äåí âñSSóêåôáé óôçí ïéêïãÝíåéá F ïíïìÜæåôáé ìç-âáóéêü ãñÜöçìá (non-basic graph).

Óôç óõíÝœåéá, åéóÜãïõìå ôïõò ïñéóìïýò ôùí ìç-âáóéêïý êüóôïõò åíüò ãñáöÞìáôïò êáé ôçí Ýííïéá ôùí óõññéêíþóéìùí õðïäÝíôñùí ôïõ md-äÝíôñïõ ôá ïðïSSá èá œñçóéìïðïéÞóïõìå óôïí áëãüñéèìü ìáò.

Ïñéóìüò 4.1. ÿóôù F íá åSSíáé ç ïéêïãÝíåéá ôùí âáóéêþí ãñáöçìÜôùí, G Ýíá ãñÜöçìá, T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ, êáé Ýóôù α(G) = {t_1, t_2, . . . , t_s′ } íá åSSíáé ôï óýíïëï ôùí N-êüìâùí ôïõ äÝíôñïõ T (G) ôÝôïéá þóôå ôá áíôéðñïóùðåõôéêÜ ãñáöÞìáôá G(t_1), G(t_2), . . . , G(t_s′ ) íá ìçí åSSíáé óôçí ïéêïãÝíåéá F. ÏñSSæïõìå ôï ìç-âáóéêü êüóôïò (non-basic cost) ôïõ ãñáöÞìáôïò G ùò ôçí ôéìÞ ϕ(G) = ∑ t∈α(G) |V (Gt)|

2.376 = ∑ t∈α(G) |ch(t)|

2.376, üðïõ ch(t) äçëþíåé ôï óýíïëï ôùí ðáéäéþí

ôïõ êüìâïõ t óôï äÝíôñï T (G).

Äåí åSSíáé äýóêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ãéá Ýíá n-êïñõöþí ãñÜöçìá G, Ýœïõìå üôé ϕ(G) = O(n^{2.376}) . ãéá Ýíá n-êïñõöþí cograph G Ýœïõìå ϕ(G) = 0.

Óå ãåíéêÝò ãñáììÝò, êÜíïíôáò œñÞóç ôçò m-áðïóýíèåóçò ãéá ôçí åðSSëõóç åíüò áëãïñéèìéêïý ðñïâëÞìáôïò ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS áñêåôÜ åíäéáöÝñïí. ÿíáò ôõðéêüò (äéáSSñåé-êáé-âáóSSëåõå) áëãüñéèìïò ðïõ åñåõíÜ ôçí m-áðïóýíèåóç Ýœåé óõœíÜ ôçí áêüëïõèç äïìÞ: ðñþôá, ï áëãüñéèìïò êáôáóêåõÜæåé ôï md-äÝíôñï T (G) ôïõ äïèÝíôïò ãñáöÞìáôïò G œñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí áðü ôïõò ãíùóôïýò ãñáììéêïýò áëãüñéèìïõò [30, 33, 79] . óôç óõíÝœåéá, ìå Ýíáí áðü êÜôù ðñïò ôá ðÜíù ôñüðï ï áëãüñéèìïò õðïëïãSSæåé ãéá êÜèå êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T (G) ôçí âÝëôéóôç ôéìÞ ãéá ôï õðïãñÜöçìá G[M(t)] ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ åðÜãåôáé áðü ôï óýíïëï üëùí ôùí öýëëùí ôïõ õðïäÝíôñïõ ôïõ äÝíôñïõ T (G) ìå ñSSæá ôïí êüìâï t. ÿôóé ï õðïëïãéóìüò îåêéíÜåé áðü ôçí áíÜèåóç ôùí âÝëôéóôùí ôéìþí óôá öýëëá. ÌåôÜ, ï áëãüñéèìïò õðïëïãSSæåé ôçí âÝëôéóôç ôéìÞ ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t œçóéìïðïéþíôáò ôéò âÝëôéóôåò ôéìÝò áðü üëá ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t êáé ìå âÜóç ôçí åðéãñáöÞ (Þ ôïí ôýðï) ôïõ êüìâïõ. ÔåëéêÜ, ç âÝëôéóôç ôéìÞ ôçò ñSSæáò ôïõ äÝíôñïõ T (G) åSSíáé êáé ç âÝëôéóôç ôéìÞ ãéá ôï ðñüâëçìá ôïõ äïèÝíôïò ãñáöÞìáôïò G.

Ìå áõôüí ôïí ôñüðï, ãéá íá êáèïñSSóïõìå Ýíáí ôÝôïéïõ åSSäïõò áëãüñéèìï, âáóéóìÝíïõ óôçí máðïóýíèåóç (modular decomposition based algorithm), ðñÝðåé ìüíï íá ðåñéãñÜøïõìå ôïí ôñüðï ðïõ êáèïñSSæïõìå ôéò ôéìÝò óôá öýëëá êáé ðïéïí ôýðï åöáñìüæïõìå Þ ðïéï õðïðñüâëçìá åðéëýïõìå óôïõò P-êüìâïõò, S-êüìâïõò, êáé N-êüìâïõò œñçóéìïðïéþíôáò ùò åSSóïäï ôéò ôéìÝò üëùí ôùí ðáéäéþí ôïõò (ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò äåSSôå [18]).

Ïñéóìüò 4.2. ÿóôù Ýíá äÝíôñï T . ÿíá õðïäÝíôñï ìå ñSSæá Ýíáí êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T åSSíáé óõññéêíþóéìï õðïäÝíôñï (contractible subtree) åÜí êáé ìüíï åÜí üëá ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t åSSíáé öýëëá ôïõ äÝíôñïõ T .

Âáóéæüìåíïé óôéò äïìéêÝò éäéüôçôåò ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) åíüò ãñáöÞìáôïò G, åSSíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ôï ãñÜöçìá G Ýœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá óõññéêíþóéìï õðïäÝíôñï.

4.3 Ï Áëãüñéèìïò

Ìå óêïðü ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G ìå êïñõöÝò v_1, v_2, . . . , v_n, œñçóéìïðïéïýìå ôï Èåþñçìá 1.2: äéáãñÜöïõìå ìéá ôõœáSSá êïñõöÞ v_n ∈ V (G) êáé üëåò ôéò ðñïóêåSSìåíåò óå áõôÞí áêìÝò, óõóœåôSSæïõìå êÜèå ìéá áðü ôéò õðüëïéðåò êïñõöÝò ìå ìéá s-ôéìÞ ç ïðïSSá áñœéêïðïéåSSôáé óôïõò âáèìïýò ôùí êïñõöþí óôï ãñÜöçìá G, êáé êáôáóêåõÜæïõìå ôï md-äÝíôñï ôïõ ãñáöÞìáôïò G − v_n . óôç óõíÝœåéá, ìå Ýíáí áðü êÜôù ðñïò ôïí ðÜíù ôñüðï, åðåîåñãáæüìáóôå êÜèå Ýíá áðü ôá óõññéêíþóéìá õðïäÝíôñá ôïõ äÝíôñïõ êáé ôá óõññéêíþíïõìå óå Ýíá öýëëï-êüìâï ðïõ áíôéóôïéœåSS óôïí õøçëüôåñç äåSSêôç êïñõöÞò/öýëëïõ, åíþ ôáõôüœñïíá åíçìåñþíïõìå ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí/öýëëùí. åíôÝëåé, ïëüêëçñï ôï äÝíôñï ìåôáôñÝðåôáé óå ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ/öýëëï, êáé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ôåëéêþí ôéìþí ôùí s-ôéìþí áðü üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ V (G) − {v_n}.

ÊÜèå óõíÜñôçóç, ðïõ óõññéêíþíåé ôï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï t, áðïôåëåSSôáé áðü ôéò áêüëïõèåò ôñåéò âáóéêÝò öÜóåéò:

▷ ÖÜóç õðïëïãéóìïý : õðïëïãSSæåé ôéò s-ôéìÝò ôùí ðáéäéþí ôïõ êüìâïõ t, ìå Ýíáí êáôÜëëçëï ôñüðï ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôïí ôýðï ôïõ êüìâïõ t êáé ôï ãñÜöçìá G(t) (äåSSôå ÂÞìá 2 ôçò óõíÜñôçóçò Contract-Parallel Series).

▷ ÖÜóç åíçìÝñùóçò: óôç óõíÝœåéá, óå Ýíá äåýôåñï âÞìá, åöáñìüæåôáé ìéá åíçìÝñùóç ôùí sôéìþí ôùí äýï õøçëüôåñùí äåéêôþí ôùí êïñõöþí, œñçóéìïðïéþíôáò Ýíá êáôÜëëçëï Üèñïéóìá ôùí s-ôéìþí ôçò öÜóçò õðïëïãéóìïý (äåSSôå ÂÞìá 3 ôçò óõíÜñôçóçò Contract-Parallel Series).

▷ ÖÜóç óõóôïëÞò: ôåëéêÜ, óõññéêíþíåé óå ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ v_p ôï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï t (äåSSôå ÂÞìá 4 ôçò óõíÜñôçóçò Contract-Parallel Series).

Êáëïýìå áõôïý ôïõ åSSäïõò ôéò óõíáñôÞóåéò óõíáñôÞóåéò óõóôïëÞò (contraction functions). Ï áëãüñéèìïò ðïõ õðïëïãSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G äSSíåôáé ìå ëåðôïìÝñåéá óôïí Áëãüñéèìï 3. ôï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöçìá G èåùñåSSôáé üôé åSSíáé óõíåêôéêü (áëëéþò äåí Ýœåé êáíÝíá óêåëåôéêü äÝíôñï). ÅðéðëÝïí, óçìåéþíïõìå üôé ïé s-ôéìÝò åSSíáé êáèïëéêÝò ìåôáâëçôÝò.

Ïé óõññéêíþóåéò ãSSíïíôáé ìå ôçí âïÞèåéá äýï óõíáñôÞóåùí: ôçò óõíÜñôçóçò Contract-Parallel Series, ðïõ åöáñìüæåôáé óå Ýíáí óõññéêíþóéìï P-êüìâï Þ S-êüìâï, êáé ôçò óõíÜñôçóçò Handle-N node, ðïõ åöáñìüæåôáé óå Ýíá óõññéêíþóéìï N-êüìâï. ÁñœéêÜ ç óõíÜñôçóç áõîÜíåé ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí v_1, v_2, . . . , v_p êáôÜ 1, óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ï åóùôåñéêüò êüìâïò t åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò. Ôüôå õðïëïãSSæåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï Üèñïéóìá ôùí s-ôéìþí ôùí êïñõöþí ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôá ðáéäéÜ/öýëëá ôïõ êüìâïõ, ðïõ œñçóéìïðïéåSSôáé ãéá ôçí åíçìÝñùóç ôùí s-ôéìþí ôùí äýï õøçëüôåñùí äåéêôþí êïñõöþí, v_{p−1} êáé v_p. Ôåëéêþò, óõññéêíþíåé ôï õðïäÝíôñï ðïõ ñéæþíåôáé óôïí P-êüìâï Þ S-êüìâï t óôçí êïñõöÞ v_p. Ç ôõðéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò óõíÜñôçóçò Contract-Parallel Series äSSíåôáé ðáñáêÜôù:

ÿóôù t Ýíáò N-êüìâïò ðïõ åSSíáé ç ñSSæá åíüò óõññéêíþóéìïõ õðïäÝíôñïõ. ĳðùò ðñïáíáöÝñèçêå, åÜí ôï áíôéðñïóùðåõôéêü ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá (äçëáäÞ, áíÞêåé óôçí ïéêïãÝíåéá F) ôüôå ìðïñïýìå íá œåéñéóïôýìå ôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ óå œñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t). ÅÜí ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ìç-âáóéêü ãñÜöçìá, åîáêïëïõèïýìå íá óõññéêíþíïõìå ôï õðïäÝíôñï (óå õðÝñ-ãñáììéêü áëëÜ ðïëõùíõìéêü œñüíï). Ç áêüëïõèç óõíÜñôçóç œåñSSæåôáé áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç.

4.3.1 ÅðåîåñãáóSSá ôùí Âáóéêþí N-êüìâùí

ÿóôù t Ýíáò N-êüìâïò ôïõ äÝíôñïõ T (G) êáé éóœýåé G_t ∈ F. Ðñþôá, œñåéáæüìáóôå íá áíáãíùñSSóïõìå óå ðïéá êëÜóç ôçò ïéêïãÝíåéáò F ôï ãñÜöçìá G(t) áíÞêåé. Ðéï ôõðéêÜ,

Spanning Trees-Number ÅSSóïäïò:ÿíá óõíåêôéêü ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò v_1, v_2, . . . , v_n êáé m áêìÝò. ÿîïäïò: Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

1. ãéá êÜèå êïñõöÞ v_i, 1 ≤ i ≤ n − 1, åêôÝëåóå

õðïëüãéóå ôïí âáèìü d(v_i) óôï ãñÜöçìá G; s(v_i) ← d(v_i);

2. T ←− ôï md-äÝíôñï T ôïõ ãñáöÞìáôïò G − v_n .

3. Õðïëüãéóå ôá óýíïëá êüìâùí L_0, L_1, . . . , L_h ôùí åðéðÝäùí 0, 1, . . . , h ôïõ äÝíôñïõ T ;

4. ãéá i = h − 1 ìÝœñé ôï 0 åêôÝëåóå {ôï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï t åSSíáé óõóôïëéêü} ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t ∈ L_i åêôÝëåóå 4.1 åÜí ï êüìâïò t åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò Þ Ýíáò S-êüìâïò 4.2 ôüôå T ← Contract-Parallel Series(t, T ); 4.3 áëëéþò T ← Handle-N node(t, T );

5. τ(G) ← n−1∏ i=1 s(v_i);

Áëãüñéèìïò 3: Spanning Trees-Number

ÓõíÜñôçóç Contract-Parallel Series(t, T )

1. r ← 0;

åÜí ï êüìâïò t åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò ôüôå {Ýóôù v_1, v_2, . . . , v_p ïé êïñõöÝò ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t} ãéá êÜèå êïñõöÞ v_i, 1 ≤ i ≤ p åêôÝëåóå

s(v_i) ← s(v_i) + 1; r ← 1;

2. α ← p∑ i=1 1 s(v_i) .

3. ÅíçìÝñùóå ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí v_{p−1} êáé v_p ùò åîÞò:

s(v_{p−1}) ← s(v_{p−1}) · s(v_p) · α; s(v_p) ← 1 α − r;

4. ÁíôéêáôÝóôçóå ôï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï t ìå ôï öýëëï/êüìâï ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôçí êïñõöÞ v_p;

åðÝóôñåøå ôï ðñïêýðôïí äÝíôñï;

Áëãüñéèìïò 4: Contract-Parallel Series

• åÜí ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ôüôå êáëïýìå T ← Contract-Spider(t, T, −1) . • åÜí ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðñþôï äÝíôñï ôüôå êáëïýìå T ← Contract-Tree(t, T, −1).

• åÜí ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíáò Üœïñäïò êýêëïò ôüôå êáëïýìå T ← Contract-Cycle(t, T, −1) .

ÓõíÜñôçóç Handle-N node(t, T )

åÜí ôï áíôéðñïóùðåõôéêü ãñÜöçìá G(t) áíÞêåé óôçí ïéêïãÝíåéá F ôüôå T ← Handle-Basic-N node(t, T ); áëëéþò T ← Contract-NonBasic-N node(t, T );

Áëãüñéèìïò 5: Handle-N node

• åÜí ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá åíüò áñáéïý áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò, åíüò ðñþôïõ äÝíôñïõ, Þ Ýíáò Üœïñäïò êýêëïò ôüôå êáëïýìå T ← Handle-Complement-N node(t, T ).

ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé ç ðáñÜìåôñïò −1 ôùí óõíáñôÞóåùí ãéá ôçí óõññSSêíùóç åíüò áñáéïý áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò, åíüò ðñþôïõ äÝíôñïõ, Þ åíüò Üœïñäïõ êýêëïõ åSSíáé ãéá íá óçìáôïäïôÞóåé üôé ôï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöçìá åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, Ýíá ðñþôï äÝíôñï Þ Ýíáò Üœïñäïò êýêëïò êáé üœé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõò. ÅÜí áõôÝò ïé óõíáñôÞóåéò åöáñìïóôïýí óôá óõìðëçñþìáôá åíüò áñáéïý áñÜœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò, åíüò ðñþôïõ äÝíôñïõ, Þ åíüò Üœïñäïõ êýêëïõ, ôüôå áõôÞ ç ðáñÜìåôñïò åSSíáé 1 (äåSSôå ôçí óõíÜñôçóç Handle-Complement).

ÅðåîåñãáóSSá ôùí N-êüìâùí Áñáœíïåéäïýò ÃñáöÞìáôïò

Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç, ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá. Ç óõíÜñôçóç Contract-Spider(t, T, r) ðñþôá õðïëïãSSæåé ôçí äéáìÝñéóç (S, K, R) ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t) åÜí r = −1 (óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá), åéäÜëëùò, õðïëïãSSæåé ôçí äéáìÝñéóç ôïõ óõìðëçñþìáôïò ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t) (óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá). Ôüôå óõóœåôSSæåé êÜèå êïñõöÞ v_i ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t) ìå äýï ôéìÝò: b_i êáé c_i. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ç óõíÜñôçóç Contract-Spider-N node åöáñìüæåôáé ùò åîÞò.

Ï õðïëïãéóìüò ôùí s-ôéìþí ôùí êïñõöþí ðåôõœáSSíåôáé óýìöùíá ìå ïñéóìÝíåò ðáñáìÝôñïõò. ĳðùò ìå êÜèå óõóôïëéêÞ óõíÜñôçóç, ìéá åíçìÝñùóç ôùí s-ôéìþí áðü äýï êïñõöÝò åöáñìüæåôáé, ðïõ ôþñá åîáñôÜôáé áðü ôçí ýðáñîç, Þ ìç, ôïõ óõíüëïõ R åÜí åSSíáé êåíü. Óçìåéþóôå üôé, óå áíôéóôïéœSSá ìå ôéò ôñåéò öÜóåéò ìéáò ãåíéêÞò óõóôïëéêÞò óõíÜñôçóçò, ôá ÂÞìáôá 1{5 áíÞêïõí óôçí öÜóç õðïëïãéóìïý åíþ ôá ÂÞìáôá 6{7 áíÞêïõí óôçí öÜóç åíçìÝñùóçò êáé ôï ÂÞìá 8 áíÞêåé óôçí ôåëåõôáSSá öÜóç óõññSSêíùóçò.

ÓõíÜñôçóç Contract-Spider(t, T, r)

1. ÅÜí r = −1 ôüôå õðïëüãéóå ôá óýíïëá S, K, êáé R ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t), áëëéþò, åÜí r = 1 õðïëüãéóå áõôÜ ôá óýíïëá óôï ãñÜöçìá G_t; Ýóôù S = {v_1, v_2, . . . , v_k} êáé K = {v_{k+1}, . . . , v_{2k}}; (óçìåéþóôå üôé åÜí R ≠ ∅ ôüôå ôï óýíïëï R ðåñéÝœåé ìüíï ìéá êïñõöÞ, äçëáäÞ, R = {v_{2k+1}}) λ_c ← 0; λ_b ← 0; λ_s ← 0; ãéá i = 1, 2, . . . , 2k åêôÝëåóå

c_i ← −1; b_i ← −1;

2. ÅíçìÝñùóå ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí ôïõ óõíüëïõ K ùò åîÞò:

ãéá êÜèå êïñõöÞ v_i ∈ K − {v_{2k}} åêôÝëåóå s(v_i) ← s(v_i) −^1_{s(vi−k )} − r. c_i ← r ·^{s(vk )−s(vi−k )}_{s(vk )·s(vi−k )} ; b_i ← b_i +^r_{s(vi−k )} ;

åíçìÝñùóå ôçí s-ôéìÞ ôçò êïñõöÞò v_{2k} ∈ K ùò åîÞò:

s(v_{2k}) ← s(v_{2k}) −^1_{s(vk )} . c_{2k} ← c_{2k} +^r_{s(vk )} ; b_{2k} ← b_{2k} +^r_{s(vk )} ;

3. åÜí R ≠ ∅

ôüôå {ôï óýíïëï R ðåñéÝœåé ìüíï ìéá êïñõöÞ, äçëáäÞ, R = {v_{2k+1}}}

åíçìÝñùóå ôçí s-ôéìÞ ôçò êïñõöÞò v_{2k+1} ∈ R ùò åîÞò:

s(v_{2k+1}) ← s(v_{2k+1}) − r; c_{2k+1} ← −^r_{s(vk )} ; b_{2k+1} ← −1;

õðïëüãéóå ôéò áêüëïõèïõò ðáñáìÝôñïõò:

λ_c ←^{c2k+1}

s(v_{2k+1} ) ; λb ← b_{2k+1} s(v_{2k+1} ) ; λs ← 1 s(v_{2k+1} ) ;

4. Õðïëüãéóå ôéò áêüëïõèåò ðáñáìÝôñïõò:

c_{2k} ← b_{2k} − r · ( λ_c +

2k−1∑

i=k+1

c_i s(v_i) ) ;

b_{2k} ← b_{2k} − (r − s(v_{2k})) · ( λ_b +

2k−1∑

i=k+1

b_i s(v_i) ) ; 5. ÅíçìÝñùóå ôçí s-ôéìÞ ôçò êïñõöÞò v_{2k} ∈ K ùò åîÞò:

s(v_{2k}) ← s(v_{2k}) − r(r − s(v_{2k})) · ( λ_s +

2k−1∑

i=k+1 1 s(v_i) ) ;

6. γ ← p∑ i=1 c_i · b_i s(v_i) ; 7. ÅíçìÝñùóå ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí v_k êáé v_{2k} ùò åîÞò:

s(v_k) ← s(v_k ) · s(v_{2k}) · γ. s(v_{2k} ) ← 1/γ;

8. ÁíôéêáôÝóôçóå ôï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï t ìå ôïí öýëëï/êüìâï ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôçí êïñõöÞ v_{2k};

åðÝóôñåøå ôï åðåîåñãáóìÝíï äÝíôñï;

Áëãüñéèìïò 6: Contract-Spider

ÅðåîåñãáóSSá ôùí N-êüìâùí ÄÝíôñïõ

ÿóôù üôé ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðñþôï äÝíôñï. Âáóéæüìåíïé óôá óýíïëá åðéðÝäùí åíüò ðñþôïõ äÝíôñïõ, õðïëïãSSæïõìå ìå Ýíáí áðü êÜôù ðñïò ôá ðÜíù ôñüðï ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí. ÊÜèå s-ôéìÞ ìéáò êïñõöÞò õðïëïãSSæåôáé óýìöùíá ìå ôéò s-ôéìÝò ôùí ðáéäéþí ôçò, åíþ óõãêåêñéìÝíïé ðáñÜìåôñïé åíçìåñþíïíôáé ìå ðáñüìïéï ôñüðï. ÔåëéêÜ, ìéá öÜóç åíçìÝñùóçò êáé óõññSSêíùóçò åöáñìüæåôáé ìå ôïí áíÜëïãï ôñüðï. Åäþ óçìåéþíïõìå üôé áõôÞ ç ôåœíéêÞ âáóSSæåôáé óå Ýíáí ôýðï ðïõ Ýœåé äùèåSS óôçí åñãáóSSá [91]. Óçìåéþóôå åðSSóçò üôé ç ðáñÜìåôñïò r ôçò óõíÜñôçóçò åîáñôÜôáé áðü ôï åÜí ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðñþôï äÝíôñï Þ ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé Ýíá ðñþôï äÝíôñï.

ÓõíÜñôçóç Contract-Tree(t, T, r)

1. ÅÜí r = −1 ôüôå õðïëüãéóå ôá óýíïëá êüìâùí L_0, L_1, . . . , L_h ôùí åðéðÝäùí 0, 1, . . . , h ôïõ ãñáöÞìáôïò äÝíôñïõ G(t), áëëéþò, åÜí r = 1 õðïëüãéóå áõôÜ ôá óýíïëá óôï ãñÜöçìá G_t . ãéá i = 1, 2, . . . , p åêôÝëåóå

c_i ← −1.

2. Ìå Ýíáí áðü êÜôù ðñïò ôá ðÜíù ôñüðï, åíçìÝñùóå ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí v_1, v_2, . . . , v_p ùò åîÞò :

ãéá i = 1, 2, . . . , p åêôÝëåóå 2.1 s(v_i) ← s(v_i) − ∑ j∈ch(i) 1 s(v_j ) .

2.2 c_i ← c_i − r · ∑ j∈ch(i) 1 s(v_j ) · c_j .

3. δ ← p∑ i=1 c^2_i s(v_i) .

4. ÅíçìÝñùóå ôéò s-êïñõöþí ôùí êïñõöþí v_{p−1} êáé v_p ùò åîÞò:

s(v_{p−1}) ← s(v_{p−1}) · s(v_p) · δ. s(v_p) ← 1/δ.

5. ÁíôéêáôÝóôçóå ôï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï t ìå ôï öýëëï/êüìâï ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôçí êïñõöÞ v_p .

åðÝóôñåøå ôï åðåîåñãáóìÝíï äÝíôñï.

Áëãüñéèìïò 7: Contract-Tree

Ôá ÂÞìáôá 1{2 åêôåëïýí ôçí öÜóç õðïëïãéóìïý, ôá âÞìáôá 3{4 åêôåëïýí ôçí öÜóç åíçìÝñùóçò êáé ôï ÂÞìá 5 åêôåëåSS ôçí öÜóç óõññSSêíùóçò.

ÅðåîåñãáóSSá ôùí N-êüìâùí Êýêëïõ

ÿóôù üôé ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíáò Üœïñäïò êýêëïò êáé Ýóôù v_1v_2 · · · v_p íá åSSíáé ï Üœïñäïò êýêëïò. Ï õðïëïãéóìüò ôùí s-ôéìþí ôùí êïñõöþí åöáñìüæåôáé ìå Ýíáí óåéñéáêü ôñüðï. ÊÜèå sôéìÞ ìéáò êïñõöÞò õðïëïãSSæåôáé óýìöùíá ìå ôçí s-ôéìÞ ôçò ðñïçãïýìåíçò êïñõöÞò óôçí áêïëïõèSSá ôïõ êýêëïõ. Ôçí SSäéá óôéãìÞ, ç s-ôéìÞ ôçò êïñõöÞò ìå ôïí õøçëüôåñï äåSSêôç õðïëïãSSæåôáé. ĳðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç óõíÜñôçóç, ç ðáñÜìåôñïò r õðÜñœåé ãéá íá êáèïñSSóåé ðüôå ç óõíÜñôçóç åöáñìüæåôáé óå Ýíáí Üœïñäï êýêëï Þ óôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ.

ÓõíÜñôçóç Contract-Cycle(t, T, r)

1. ÅÜí r = −1 ôüôå õðïëüãéóå ôçí áêïëïõèSSá ôùí êïñõöþí ôÝôïéá þóôå ç áêïëïõèSSá v_1v_2 · · · v_p íá óœçìáôSSæåé Ýíáí Üœïñäï êýêëï óôï ãñÜöçìá G(t), áëëéþò, åÜí r = 1 õðïëüãéóå ìéá ôÝôïéá áêïëïõèSSá óôï ãñÜöçìá G_t; e ← r;

ãéá i = 1, 2, . . . , p åêôÝëåóå

c_i ← −1;

2. ÅíçìÝñùóå ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí v_1, v_2, . . . , v_{p−1} ùò åîÞò :

ãéá i = 2, 3 . . . , p − 1 åêôÝëåóå {áðáëïéöÞ åíüò óœåäüí-ôñéäéáãþíéïõ ðSSíáêá} 2.1 s(v_i) ← s(v_i) − r^2 s(v_{i−1}) ; 2.2 c_i ← c_i − r · c_{i−1} s(v_{i−1}) ; 2.3 s(v_p) ← s(v_p) − e^2 s(v_{i−1}) ; 2.4 c_p ← c_p − e · c_{i−1} s(v_{i−1}) ; 2.5 e ← e s(v_{i−1}) ; 3. ÅíçìÝñùóå ôçí s-ôéìÞ ôçò êïñõöÞò v_p ùò åîÞò :

3.1 e ← e + r; 3.2 s(v_p) ← s(v_p) − e^2 s(v_{p−1}) ; 3.3 c_p ← c_p − e · c_{p−1} s(v_{p−1}) ;

4. δ ← p∑ i=1 c^2_i s(v_i) ; 5. ÅíçìÝñùóå ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí v_{p−1} êáé v_p ùò åîÞò:

s(v_{p−1}) ← s(v_{p−1}) · s(v_p) · δ; s(v_p) ← 1/δ;

6. ÁíôéêáôÝóôçóå ôï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï t ìå ôï öýëëï/êüìâï ðïõ óõóœåôSSæåôáé ìå ôçí êïñõöÞ v_p;

åðÝóôñåøå ôï åðåîåñãáóìÝíï äÝíôñï;

Áëãüñéèìïò 8: Contract-Cycle

Ç åðåîåñãáóSSá óôá ÂÞìáôá 2 êáé 3 ìðïñåSS íá èåùñçèåSS ùò ìéá áðáëïéöÞ åíüò óõììåôñéêïý óœåäüí ôñéäéáãþíéïõ ðSSíáêá ìåãÝèïõò p × p. ÿíáò óœåäüí ôñéäéáãþíéïò (tridiagonal) ðSSíáêáò åSSíáé Ýíáò ôñéäéáãþíéïò ðSSíáêáò^1 ìå äýï åðéðëÝïí ìç-ìçäåíéêÜ óôïéœåSSá: ôá äéáãþíéá óôïéœåSSá ôïõ ðSSíáêá Ýœïõí ôéìÞ s(v_i), ôá ðÜíù áðü ôçí äéáãþíéï êáé ôá êÜôù áðü ôçí äéáãþíéï óôïéœåSSá Ýœïõí ôéìÞ r êáé óôéò èÝóåéò (1, p) êáé (p, 1) õðÜñœåé ç ôéìÞ e. ÿôóé, ôá ÂÞìáôá 2 êáé 3 ìåôáóœçìáôSSæïõí ôïí ðSSíáêá óå Ýíáí äéáãþíéï ðSSíáêá, åíþ ïé óõãêåêñéìÝíåò ðáñÜìåôñïé c_i åíçìåñþíïíôáé êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôùí ìåôáóœçìáôéóìþí.

1 ÿíáò ôñéäéáãþíéïò(tridiagonal) ðSSíáêáò åSSíáé Ýíáò ôåôñáãùíéêüò ðSSíáêáò ìå ìç-ìçäåíéêÝò ôéìÝò ìüíï óôçí êýñéá äéáãþíéï êáé óôéò ðñþôåò äéáãùíSSïõò êÜôù êáé ðÜíù áðü ôçí êýñéá äéáãþíéï.

ÅðåîåñãáóSSá ôùí N-êüìâùí ÓõìðëçñùìÜôùí

ÿóôù ôï ãñÜöçìá G(t) íá åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, Þ Ýíá ðñþôï äÝíôñï Þ Ýíáò Üœïñäïò êýêëïò. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç, ç óõíÜñôçóç Handle-Complement-N node(t, T ) åSSíáé õðåýèõíç ãéá ôï êÜëåóìá ôùí áíôSSóôïéœùí óõíáñôÞóåùí óõññSSêíùóçò, äçëáäÞ, Contract-Spider, Contract- Tree, Þ Contract-Cycle, ìå r = 1. Ç ôõðéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò óõíÜñôçóçò Handle-Complement- N node äSSíåôáé ðáñáêÜôù:

ÓõíÜñôçóç Handle-Complement-N node(t, T )

1. ãéá êÜèå êïñõöÞ v_i, 1 ≤ i ≤ p, åêôÝëåóå

s(v_i) ← s(v_i) + 1; r ← 1;

2. åÜí ôï óõìðëÞñùìá ôïõ áíôéðñïóùðåõôéêïý ãñáöÞìáôïò G(t) åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ôüôå T ← Contract-Spider-N node(t, T, 1);

áëëéþò åÜí ôï óõìðëÞñùìá ôïõ áíôéðñïóùðåõôéêïý ãñáöÞìáôïò G(t) åSSíáé Ýíá äÝíôñï ôüôå T ← Contract-Tree-N node(t, T, 1); áëëéþò T ← Contract-Cycle-N node(t, T, 1);

3. ÅíçìÝñùóå ôçí s-ôéìÞ ôçò êïñõöÞò v_p ùò åîÞò: s(v_p) ← s(v_p) − 1;

åðÝóôñåøå ôï åðåîåñãáóìÝíï äÝíôñï;

Áëãüñéèìïò 9: Handle-Complement-N node

4.3.2 ÅðåîåñãáóSSá ôùí Ìç-âáóéêþí N-êüìâùí

ÿóôù ôï áíôéðñïóùðåõôéêü ãñÜöçìá G(t) íá åSSíáé Ýíá ãñÜöçìá ôï ïðïSSï äåí åSSíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá. Ôüôå, åêìåôáëëåõüìáóôå ôï Èåþñçìá ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸ (äåSSôå Åíüôçôá 4.4 ãéá ëåðôïìÝñåéò) êáé åöáñìüæïõìå ìéá Gauss-Jordan âáóéóìÝíç ôåœíéêÞ. Ç ôõðéêÞ ðåñéãñáöÞ áõôÞò ôçò óõíÜñôçóçò Contract-NonBasic-N node(t, T ), ðïõ åëÝãœåé áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç, åSSíáé ç åîÞò:

ÅSSíáé åýêïëï íá ðáñáôçñÞóåé êáíåSSò ôá âÞìáôá ôçò óõíÜñôçóçò Contract-NonBasic-N node óå óœÝóç ìå ôéò ôñåéò öÜóåéò ìéáò óõíÜñôçóçò óõññSSêíùóçò. Ôá ðñþôá äýï âÞìáôá åSSíáé ç öÜóç õðïëïãéóìïý, ôá ÂÞìáôá 3{4 áíÞêïõí óôçí öÜóç åíçìÝñùóçò êáé ôï ÂÞìá 5 áíÞêåé óôçí öÜóç óõññSSêíùóçò.

ÓõíÜñôçóç Contract-NonBasic-N node(t, T )

1. Êáôáóêåýáóå ôùí p × p Kirchho¸ ðSSíáêá B ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t), üðïõ v_1, v_2, . . . , v_p åSSíáé ïé êïñõöÝò/ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t; ãéá i = 1, 2, . . . , p åêôÝëåóå B[i, i] ← s(v_i); c_i ← −1;

2. ãéá i = 1, 2, . . . , p − 1 åêôÝëåóå {Gauss-Jordan áðáëïéöÞ}

2.1 ãéá j = i + 1, i + 2, . . . , p åêôÝëåóå

r ← B[j, i]/B[i, i] ; c_j ← c_j − r · c_i ;

ãéá k = i, i + 1, . . . , p åêôÝëåóå B[j, k] ← B[j, k] − r · B[i, k] ;

2.2 åðáíÝëáâå ôï ÂÞìá 2.1 ìå åíáëëáãÞ ôùí ãñáììþí êáé ôùí óôçëþí óôïí ðSSíáêá B[ , ], Ýôóé þóôå

íá ïëïêëçñùèåSS ç Gauss-Jordan áðáëïéöÞ;

3. β ← p∑ i=1 c^2_i B[i, i] ; 4. ÅíçìÝñùóå ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí v_1, v_2, . . . , v_p ùò åîÞò :

ãéá i = 1, 2, . . . , p − 2 åêôÝëåóå

s(v_i) ← B[i, i] ;

s(v_{p−1}) ← B[p − 1, p − 1] · B[p, p] · β; s(v_p) ← 1/β ;

5. ÁíôéêáôÝóôçóå ôï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï t ìå ôï öýëëï/êüìâï ðïõ óõóœåôSSæåôáé ìå ôçí êïñõöÞ v_p;

åðÝóôñåøå ôï åðåîåñãáóìÝíï äÝíôñï;

Áëãüñéèìïò 10: Contract-NonBasic-N node

4.4 Ïñèüôçôá ôïõ ÁëãïñSSèìïõ

Ç áðüäåéîç ôçò ïñèüôçôáò ôïõ áëãïñSSèìïõ Spanning Trees-Number âáóSSæåôáé óôï Èåþñçìá ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸ . äåSSœíïõìå üôé ç ôéìÞ ðïõ åðéóôñÝöåé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees- Number éóïýôáé ìå ôïí óõíôåëåóôÞ μ^n ôïõ Kirchho¸ ðSSíáêá ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìáôïò. Ôï ðëåïíÝêôçìá ôçò ìåèüäïõ ìáò óå óœÝóç ìå ôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ óõíôåëåóôÞ åSSíáé üôé ãëéôþíïõìå œñüíï (êáé œþñï) åðåîåñãÜæïíôáò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò, åöüóïí êÜèå êïñõöÞ Ýîù áðü ôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá åSSôå âëÝðåé üëåò ôéò êïñõöÝò ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò Þ œÜíåé üëåò ôéò êïñõöÝò.

Ôï Èåþñçìá ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸ (Èåþñçìá 1.2) åðÜãåé üôé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G éóïýôáé ìå Ýíáí ïðïéïíäÞðïôå áðü ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ Kirchho¸ ðSSíáêá K üðùò ïñSSóôçêå óôçí åíüôçôá 1.1.1, êáé Ýôóé, ìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ (n − 1) × (n − 1) õðïðSSíáêá M ôïõ ðSSíáêá K ðïõ óœçìáôSSæôáé áðü ôéò ðñþôåò n − 1 ãñáììÝò êáé ôéò ðñþôåò n − 1 óôÞëåò. Œñåéáæüìáóôå íá èåùñÞóïõìå ôçí åðåîåñãáóSSá ôùí óõóôïëéêþí õðïäÝíôñùí ìå ñSSæá Ýíáí a P-êüìâï, Ýíáí S-êüìâï, êáé Ýíáí N-êüìâï (Ýíáí âáóéêü N-êüìâï Þ Ýíáí ìç-âáóéêü N-êüìâï). ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé Ýóôù ïé p êïñõöÝò v_1, v_2, . . . v_p ðïõ ïñSSæïõí ìéá áõôïôåëÞìïíÜäá óôï ãñÜöçìá G. Óå óœÝóç ìå áõôÞí ôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá, ç ìïñöÞ ôïõ ðSSíáêá M åSSíáé ç åîÞò:

M = d(v_1) (−1)_{i,j}′ (−1)_{1,p+1} (−1)_{1,n−1} .. . (−1)_{i,j} . . (−1)_j′_{,i} d(v_p) (−1)_{p,p+1} (−1)_{p,n−1} (−1)_{p+1,1} · · · (−1)_{p+1,p} d(v_{p+1}) .. . (−1)_i′_{,j}′ (−1)_{j,i} d(v_j )

(−1)_j′_{,i}′ .. . (−1)_{n−1,1} · · · (−1)_{n−1,p} d(v_{n−1})

,

(4.1)

üðïõ d(v_i), 1 ≤ i ≤ n − 1, åSSíáé ï âáèìüò ôçò êïñõöÞò v_i óôï ãñÜöçìá G. Ç óçìåéïãñáöSSá (−1)_{i,j} ãéá ôá ìç-äéáãþíéá (i, j)-óôïéœåSSá åêöñÜæåé üôé ôá óôïéœåSSá åSSíéá SSóá ìå −1 åÜí ïé êïñõöÝò v_i êáé v_j åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G êáé åSSíéá SSóåò ìå 0 áëëéþò. Ðáñüìïéá, ôá óôïéœåSSá (i^′, j) êáé (j, i^′) (áíôSSóô. ôá óôïéœåSSá (i, j^′) êáé (j^′, i)) åSSíáé êáé ôá äýï −1 åÜí ïé êïñõöÝò v_i′ êáé v_j (áíôSSóô. v_i êáé v_j′ ) åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G êáé åSSíáé SSóåò ìå 0 áëëéþò, 1 ≤ i^′ ≤ p (áíôSSóô. p + 1 ≤ j^′ ≤ n − 1). Óçìåéþíïõìå üôé, ôá ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá óôéò ðñþôåò p ãñáììÝò êáé p óôÞëåò ôïõ ðSSíáêá M åîáñôþíôáé áðü ôïí ôýðï ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò ðïõ óœçìáôSSæåôáé áðü ôéò êïñõöÝò v_1, v_2, . . . , v_p (áíáëüãùò åÜí óœçìáôSSæåôáé áðü Ýíáí P-êüìâï, Ýíáí S-êüìâï Þ Ýíáí N-êüìâï). Åðéðñüóèåôá, åöüóïí ïé ðñþôåò p êïñõöÝò åðÜãïõí ìéá áõôïôåëÞ-ìïíÜäá óôï ãñÜöçìá G, ïé ãñáììÝò ôïõ M õðïðSSíáêá ðïõ óœçìáôSSæïíôáé áðü ôéò ãñáììÝò 1, 2, . . . , p êáé ôéò óôÞëåò p + 1, p + 2, . . ., n − 1 åSSíáé SSäéåò êáé ðáñüìïéåò, êáé ïé óôÞëåò ôïõ M õðïðSSíáêá ðïõ óœçìáôSSæïíôáé áðü ôéò ãñáììÝò p + 1, p + 2, . . . , n − 1 êáé ôéò óôÞëåò 1, 2, . . . , p åSSíáé SSäéåò.

ÅSSíáé îåêÜèáñï áðü ôï Èåþñçìá 1.2 üôé τ(G) = det (M). óçìåéþóôå üôé ï áñéèìüò τ(G) åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé, óôï ÂÞìá 1 ôïõ áëãïñSSèìïõ Spanning Trees Number óõóœåôSSæïõìå ìéá s-ôéìÞ ðïõ áñœéêïðïéåSSôáé óôïí âáèìü ôçò êïñõöÞò óôï ãñÜöçìá G. Ìå óêïðü ôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ ðSSíáêá M ìçäåíSSæïõìå ôá ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá ðïõ âñSSóêïíôáé óôïí p × p õðïðSSíáêá ôùí ðñþôùí p ãñáììþí êáé p óôçëþí. ÁõôÞ ç åñãáóSSá ðåôõœáSSíåôáé áðü ôçí öÜóç õðïëïãéóìïý ìéáò óõíÜñôçóçò óõóôïëÞò. Óçìåéþóôå üôé, ç ìïñöÞ ôïõ õðïðSSíáêá åîáñôÜôáé áðü ôïí ôýðï ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t).

∘ ÿóôù Ýíá œùñSSò-áêìÝò ãñÜöçìá G(t) ìå p êïñõöÝò (ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíáí P-êüìâï t).

Ôüôå ï p × p õðïðSSíáêáò åSSíáé äéáãþíéïò åöüóïí äåí õðÜñœïõí áêìÝò óôï ãñÜöçìá G(t). Ç ðåñSSðôùóç üðïõ ôï ãñÜöçìá G(t) óœåôSSæåôáé ìå Ýíáí S-êüìâï œåéñSSæåôáé ìå Ýíáí ðáñüìïéï ôñüðï (äåSSôå Åíüôçôá 4.4.1).

∘ ÿóôù ôï ãñÜöçìá G(t) Ýíá äÝíôñï ãñÜöçìá. Óôçí åñãáóSSá [91], Ýíáò ôýðïò âáóéóìÝíïò óôçí ïñSSæïõóá Ýœåé äåéœèåSS ìå óêïðü ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá äÝíôñï ãñÜöçìá. Ç óõíÜñôçóç Contract-Tree-N node âáóSSæåôáé óå ðáñüìïéá áíôéìåôþðéóç . ãéá ìéá ëåðôïìåñÞ áðüäåéîç, äåSSôå [91].

∘ ÿóôù ôï ãñÜöçìá G(t) Ýíáò Üœïñäïò êýêëïò ãñÜöçìá. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç, ç ìïñöÞ ôïõ p × p õðïðSSíáêá åSSíáé ðáñüìïéá ìå Ýíáí ôñéäéáãþíéï óõììåôñéêü ðSSíáêá. ÅSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ç áðáëïéöÞ åíüò óõììåôñéêïý ôñéäéáãþíéïõ ðSSíáêá áðáéôåSS ìüíï O(n) ìåôáóœçìáôéóìïýò ðïõ åêôåëïýíôáé óôçí öÜóç õðïëïãéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò Contract-Cycle-N node.

∘ ÿóôù ôï ãñÜöçìá G(t) íá åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá. ÁõôÞ ç ðåñSSðôùóç åSSíáé óœåôéêÜ ðïëýðëïêç, ðáñ’ üëï ðïõ âáóSSæåôáé óå êëáóéêÝò ðñÜîåéò ðéíÜêùí. Áðïäåéêíýïõìå áõôïýò ôïõò ìåôáóœçìáôéóìïýò óôçí Åíüôçôá 4.4.2.

∘ ÿóôù ôï ãñÜöçìá G(t) íá åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá åíüò âáóéêïý ãñáöÞìáôïò. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç áíáöåñüìáóôå óôçí Åíüôçôá 4.4.2.

∘ ÿóôù ôï ãñÜöçìá G(t) íá åSSíáé Ýíá ìç-âáóéêü ãñÜöçìá. Ç öÜóç õðïëïãéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò Contract-NonBasic-N node åöáñìüæåé ìéá Gauss-Jordan áðáëïéöÞ óôïí õðïðSSíáêá ðïõ óœçìáôSSæåôáé áðü ôéò ðñþôåò p ãñáììÝò êáé p óôÞëåò ôïõ ðSSíáêá M êáé Ýôóé ï õðïðSSíáêáò ìåôáôñÝðåôáé óå äéáãþíéï.

ÌåôáóœçìáôSSæïõìå ôïí ðSSíáêá M ìå êëáóéêÝò ôåœíéêÝò áðü ôçí ãñáììéêÞ Üëãåâñá óå Ýíáí Üëëï ðSSíáêá M_1, êÜíïíôáò ôïí õðïðSSíáêá p×p óå äéáãþíéï ðSSíáêá, Ýôóé þóôå det (M) = det (M_1). Ôüôå ï ðSSíáêáò M_1 åSSíáé ìåãÝèïõò (n − 1) × (n − 1), ðáñüìïéïò ôïõ ðSSíáêá M, êáé Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

M_1 = s(v_1) 0 (c_1)_{1,p+1} (c_1)_{1,n−1} .. . (c_i)_{i,j} . . 0 s(v_p) (c_p)_{p,p+1} (c_p)_{p,n−1} (b_1)_{p+1,1} · · · (b_p)_{p+1,p} s(v_{p+1}) .. . (−1)_i′_{,j}′ (b_i)_{j,i} s(v_j )

(−1)_j′_{,i}′ .. . (b_1)_{n−1,1} · · · (b_p)_{n−1,p} s(v_{n−1})

, (4.2)

üðïõ ôá óôïéœåSSá (c_i)_{i,j} êáé (b_i)_{j,i}, 1 ≤ i ≤ p ≤ j ≤ n − 1 Ýœïõí ôéìÝò c_i êáé b_i, áíôSSóôïéœá, åÜí ïé êïñõöÝò v_i êáé v_j åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G êáé åSSíáé 0 áëëéþò. Ç äéáöïñÜ ôïõ ðSSíáêá M_1 áðü ôïí ðSSíáêá M åSSíáé üôé Ýœåé üëåò ôá ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá ôùí ðñþôùí p ãñáììþí êáé p óôçëþí SSóá ìå ìçäÝí. Ïé ôéìÝò ôùí c_i êáé b_i, p < i ≤ n − 1, ôùí áíôSSóôïéœùí ãñáììþí êáé óôçëþí ôïõ ðSSíáêá M_1 åîáñôþíôáé áðü ôïí ôýðï ôùí ìåôáóœçìáôéóìþí ðïõ åöáñìüæïõìå ðÜíù óôïí ðSSíáêá M. ÕðåíèõìSSæïõìå üôé, óå óœÝóç ìå ôéò óõíáñôÞóåéò óõññSSêíùóçò, áõôïSS ïé õðïëïãéóìïSS åêôåëïýíôáé óôçí öÜóç õðïëïãéóìïý. Ôï áêüëïõèï ëÞììá áðïäåéêíýåé ôï ïõóéáóôéêü âÞìá ôçò óõññSSêíùóçò åíüò õðïäÝíôñïõ óôçí êïñõöÞ ìå ôïí õøçëüôåñï äåSSêôç v_p, ðïõ åöáñìüæåôáé óå üëåò ôéò óõíáñôÞóåéò óõññSSêíùóçò, ðáñüìïéá ìå ôçí öÜóç åíçìÝñùóçò êáé õðïëïãéóìïý.

ËÞììá 4.1. Ãéá ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá M_1 ôçò Åî. (4.2) Ýœïõìå üôé

det (M_1) =

(_{p−2} ∏ i=1 s(v_i) ) · s(v_{p−1}) · s(v_p) · θ · det (M^′),

üðïõ θ = p∑ i=1 b_ic_i s(v_i) êáé M^′ åSSíáé Ýíáò (n − p) × (n − p) ðSSíáêáò ôçò ìïñöÞò

M^′ = s^′(v_p) (−1)_{p,j} s(v_{p+1}) . . . (−1)_i′_{,j}′ (−1)_{j,p} s(v_j )

(−1)_j′_{,i}′ . . . s(v_{n−1})

,

üðïõ s^′(v_p) =^1_θ .

Áðüäåéîç. Ìå óêïðü ôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ ðSSíáêá M_1, ìçäåíSSæïõìå ôá ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá ôùí ðñþôùí p − 1 ãñáììþí: ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , p − 1, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ãñáììÞ p ìå −c_i/c_p êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí ãñáììÞ i, êáé åðïìÝíùò, ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , p − 1, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç i ìå^{ci·s(vp)}_{cp·s(vi )} êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí óôÞëç p. Ùò áðïôÝëåóìá, ìüíï ôá äéáãþíéåò óôïéœåSSá ôùí ðñþôùí p − 1 ãñáììþí Ýœïõí ìç-ìçäåíéêÝò ôéìÝò, ðïõ éóïýíôáé ìå s(v_i). ÅðSSóçò, åÜí θ åSSíáé ç ôéìÞ ðïõ ïñSSæåôáé óôï ëÞììá, üëá ôá ìç-ìçäåíéêÜ óôïéœåSSá óôéò èÝóåéò (i, p) ôçò óôÞëçò p Ýœïõí ôþñá ôçí SSäéá ôéìÞ^{sp}_{cp} · θ êáé üëá ôá ìç-ìçäåíéêÜ óôïéœåSSá óôéò èÝóåéò (p, i) ôçò ãñáììÞò p Ýœïõí ôþñá ôçí SSäéá ôéìÞ c_p, p + 1 ≤ i ≤ n − 1. áõôÜ ôá ìç-ìçäåíéêÜ óôïéœåSSá åSSœáí ôéìÞ SSóç ìå −1 óôïí áñœéêü ðSSíáêá M. Ìå óêïðü íá ôá êÜíïõìå SSóá ìå −1, äéáéñïýìå ôá óôïéœåSSá ôçò ãñáììÞò ìå c_p êáé ôçò óôÞëçò p ìå^{sp}_{cp} ·θ, êáé ôüôå Ýôóé þóôå íá äéáôçñÞóïõìå ôçí ôéìÞ ôçò ïñSSæïõóáò áìåôÜâëçôç, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ãñáììÞ p − 1 ìå s_p · θ. ÿôóé, áíáðôýóóïíôáò ùå ðñïò ôéò ðñþôåò p − 1 ãñáììÝò, âñSSóêïõìå üôé ç ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá M_1 ãSSíåôáé

det(M_1) =

(_{p−1} ∏ i=1 s^′(v_i) ) ·

| | | | | | | | | | | | s^′(v_p) (−1)_{p,j} s(v_{p+1}) .. . (−1)_i′_{,j}′ (−1)_{j,p} s(v_j )

(−1)_j′_{,i}′ .. . s(v_{n−1})

| | | | | | | | | | | | = (_{p−1} ∏ i=1 s^′(v_i) ) · det(M^′),

üðïõ

s^′(v_i) = s(v_i), 1 ≤ i ≤ p − 2 s^′(v_{p−1}) = s(v_{p−1}) · s(v_p) · θ

s^′(v_p) = s(v_p) · 1 c_p · c_p s(v_p) · θ = 1 θ .

Ðáñáôçñïýìå üôé ï ðSSíáêáò M^′ åSSíáé Ýíáò (n − p) × (n − p) ðSSíáêáò ðáñüìïéïò ìå ôïí áñœéêü ðSSíáêá M . óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, åSSíáé ðáíïìïéüôõðïò ìå ôïí õðïðSSíáêá ôïõ áñœéêïý ðSSíáêá M ðïõ óœçìáôSSæåôáé áðü ôéò ãñáììÝò p, p + 1, . . . , n − 1 êáé ôéò óôÞëåò columns p, p + 1, . . . , n − 1, ìå ôçí ìüíç äéáöïñÜ üôé ç ôéìÞ s^′(v_p) äéáöÝñåé áðü ôçí ôéìÞ ôçò s(v_p). ÿôóé, åÜí õðïèÝóïõìå (ìå Ýíáí åðáãùãéêü ôñüðï) üôé ç ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá M^′ ìðïñåSS íá åêöñáóôåSS ùò ôï ãéíüìåíï ôùí êáôÜëëçëùí ôéìþí s^′(v_p), s^′(v_{p+1}), . . . , s^′(v_{n−1}), ôüôå ç ïñSSæïõóá ôïõ áñœéêïý ðSSíáêá M åSSíáé SSóç ìå ôï ãéíüìåíï áõôþí ôùí ôéìþí ðïëëáðëáóéáæüìåíåò ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ôéìþí s(v_1), s(v_2), . . . , s(v_{p−1}), üðùò êÜíåé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number. ÿôóé, áñêåSS íá êáèïñSSóåé êáíåSSò ôïõò ôýðïõò ôùí ìåôáóœçìáôéóìþí ðïõ åöáñìüæïõìå ðÜíù óôïí ðSSíáêá M êáé íá ôåêìçñéþóïõìå ôéò ôéìÝò ôùí s(v_i), 1 ≤ i ≤ p, ðïõ õðïëïãSSæåé ç êÜèå óõíÜñôçóç.

ÿôóé, áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá êáèéåñþíïõìå ôçí öÜóç åíçìÝñùóçò êáé óõññSSêíùóçò óå êÜèå óõíÜñôçóç óõññSSêíùóçò. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ï ðSSíáêáò M_1 ôçò Åî. (4.2) åSSíáé óõììåôñéêüò êáé, åðïìÝíùò, ïé ôéìÝò ôùí b_i êáé c_i åSSíáé SSóåò.

4.4.1 ÅðåîåñãáóSSá åíüò Óõìðëçñùìáôéêïý N-êüìâïõ

ÿóôù ï êüìâïò t íá åSSíáé Ýíáò óõññéêíþóéìïò êüìâïò êáé èåùñåSSóôå ïé êïñõöÝò/ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t åSSíáé B = {v_1, v_2, . . . , v_p}. óçìåéþíïõìå üôé ôï óýíïëï B åðÜãåé Ýíá ðñþôï ãñÜöçìá G(t) üðïõ G(t) åSSíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, ï ðSSíáêáò M Ýœåé ôçí ìïñöÞ ôçò Åî. (4.1).

ÐñïóèÝôïõìå ìéá íÝá ðñþôç ãñáììÞ êáé óôÞëç óôïí ðSSíáêá M. Ôá óôïéœåSSá ôçò ðñþôçò ãñáììÞò

(1, i), 2 ≤ i ≤ p, åSSíáé SSóá ìå −1, åêôüò ôïõ äéáãþíéïõ óôïéœåSSïõ ðïõ Ýœåé ôéìÞ 1, êáé üëåò ïé

õðüëïéðåò ôéìÝò ôùí óôïéœåSSùí ôçò íÝáò ãñáììÞò êáé óôÞëçò åSSíáé SSóåò ìå 0. ÁõôÞ ç ðñüóèåóç

ãñáììÞò êáé óôÞëçò äéáôçñåSS ôçí ôéìÞ ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ ðSSíáêá M.

Ìå óêïðü íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá det(M), ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôç ðñþôç ãñáììÞ ìå −1

êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôéò p åðüìåíåò ãñáììÝò. Ôþñá ôá (−1)_{j,i}′ óôïéœåSSá ôï áñœéêïý ðSSíáêá, èá

Ýœïõíå ôéìÞ 0, åÜí Þôáí −1 óôïí áñœéêü ðSSíáêá, êáé åðSSóçò èá Ýœïõí ôéìÞ 1, åÜí åSSœáí 0 óôïí

áñœéêü ðSSíáêá. Ôüôå, ç ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá M ìåôáôñÝðåôáé ùò åîÞò:

det(M) =

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

1 −1 · · · −1

−1 s(v_1) + 1 (−1)_{j,i}′ (−1)_{1,p+1} (−1)_{1,n−1} . . .. . . . (−1)_{j,i} . . −1 (−1)_i′_{,j} s(v_p) + 1 (−1)_{p,p+1} (−1)_{p,n−1}

(−1)_{p+1,1} · · · (−1)_{p+1,p} s(v_{p+1}) (−1)_j′_{,i} .. . (−1)_{i,j} (−1)_{i,j}′ s(v_i) .. . (−1)_{n−1,1} · · · (−1)_{n−1,p} s(v_{n−1})

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |

=

| | | | | | | | | | | | | |

D (−1)_{j,i}

s(v_{p+1}) (−1)_j′_{,i} .. . (−1)_{i,j} (−1)_{i,j}′ s(v_i) .. . s(v_{n−1})

| | | | | | | | | | | | | |

,

üðïõ ï ðSSíáêáò D Ýœåé ìÝãåèïò (p+1)×(p+1). Ïé åããñáöÝò (−1)_i′_{,j} êáé (−1)_{j,i}′ ôùí ìç-äéáãþíéùí

èÝóåùí (i^′, j) êáé (j, i^′) ôïõ ðSSíáêá M åSSíáé êáé ïé äýï 0 åÜí ïé êïñõöÝò v_i′ êáé v_j åSSíáé ãåéôïíéêÝò

óôï ãñÜöçìá G(t) (Þ áëëéþò, Ýœïõ ôéìÞ 1 åÜí ïé êïñõöÝò v_i′ êáé v_j åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá

G_t) êáé Ýœïõí ôéìÞ 1 áëëéþò, 1 ≤ i^′, j ≤ p. Ðáñáôçñïýìå üôé ï ðSSíáêáò D åSSíáé ðáñüìïéïò ìå ôïí

õðïðSSíáêá ðïõ áíôéóôïéœåSS ìå ôï âáóéêü ãñÜöçìá G_t. Ôï âáóéêü ãñÜöçìá G_t ìðïñåSS íá åéäùèåSS

ùò Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá ìå ôñåéò åðéðëÝïí äéáöïñÝò:

∘ ôï ãñÜöçìá G_t Ýœåé p + 1 êïñõöÝò v_0, v_1, . . . , v_p ìå s-ôéìÝò s^′(v_0) = 1 êáé s^′(v_i) = s(v_i) + 1,

1 ≤ i ≤ p. áõôü åêôåëåSSôáé óôï ÂÞìá 1 ôçò óõíÜñôçóçò Handle-Complement-N node, åöüóïí

áõîÜíåé êáôÜ 1 ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí.

∘ ÅÜí äýï êïñõöÝò v_i êáé v_j , 0 ≤ i j ≤ p åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G_t, ôüôå ç åããñáöÞ óôçí

áíôSSóôïéœç åããñáöÞ ôïõ ðSSíáêá D åSSíáé SSóç ìå 1 (õðåíèõìSSæïõìå üôé, ç áñœéêÞ ôéìÞ Þôáí −1)

. Ýôóé, ïé äýï óõíáñôÞóåéò Contract-Tree-N node êáé Contract-Cycle-N node åöáñìüæïíôáé

áðü ôçí ðáñÜìåôñï r, ðïõ åSSíáé SSóç ìå −1 åÜí ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá Þ

áëëéþò åSSíáé SSóç ìå 1 åÜí ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t) åSSíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá.

∘ Ç êïñõöÞ v_0 åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå üëåò ôéò êïñõöÝò v_i óôï ãñÜöçìá G_t, 1 ≤ i ≤ p êáé Ýôóé ïé

êïñõöÝò v_1, v_2, . . . v_p óœçìáôSSæïõí ìéá áõôïôåëÞ-ìïíÜäá.

Êñáôþíôáò áõôïýò ôïõò ðåñéïñéóìïýò, ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ðáñüìïéåò ðñÜîåéò ìå áõôÝò ðïõ

åSSœáìå åöáñìüóåé ãéá ôï âáóéêü ãñÜöçìá G(t). Ôüôå ìðïñïýìå åðSSóçò íá åöáñìüóïõìå ôï ËÞì-

ìá 4.1 êáé íá õðïëïãSSóïõìå ôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí v_1, v_2, . . . v_p. ÔåëéêÜ, êáôáëÞãïõìå óôï üôé

ç ïñSSæïõóá det(M) åSSíáé SSóç ìå:

det(M) =

(_{p−1} ∏ i=1 s(v_i) ) ·

| | | | | | | | | | | | | |

1 −1

−1 s(v_p) (−1)_{p,j}

s(v_{p+1}) .. . (−1)_i′_{,j}′

(−1)_{j,p} s(v_j )

(−1)_j′_{,i}′ .. . s(v_{n−1})

| | | | | | | | | | | | | |

= (_{p−1} ∏ i=1 s(v_i) ) ·

| | | | | | | | | | | | s(v_p) − 1 (−1)_{p,j}

s(v_{p+1}) .. . (−1)_i′_{,j}′

(−1)_{j,p} s(v_j )

(−1)_j′_{,i}′ .. . s(v_{n−1})

| | | | | | | | | | | |

.

ÿôóé, ç ôéìÞ s(v_p) − 1 áéôéïëïãåSS ôçí åíçìÝñùóç ôçò s-ôéìÞò ôçò êïñõöÞò v_p óôï ÂÞìá 3 ôçò

óõíÜñôçóçò Handle-Complement-N node.

4.4.2 ÅðåîåñãáóSSá åíüò N-êüìâïõ Áñáœíïåéäïýò ÃñáöÞìáôïò

ÿóôù ï êüìâïò t íá åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò ôÝôïéïò þóôå ï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï t íá åSSíáé

óõóôïëéêü êáé ôï áíôéðñïóùðåõôéêü ãñÜöçìá G(t) íá åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá. Ôüôå,

åÜí õðïèÝóïõìå œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé ïé êïñõöÝò/ðáéäéÜôïõ êüìâïõ t åSSíáé v_1, v_2, . . . , v_p,

ðïõ ìðïñïýí íá äéáìåñéóôïýí óô óýíïëá S = {v_1, v_2, . . . , v_k}, K = {v_{k+1}, v_{k+2}, . . . , v_{2k}}, êáé R

ðïõ åSSíáé åSSôå êåíü (óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç, p = 2k) Þ R = {v_{2k+1}} (ôüôå, p = 2k + 1). ÿóôù

üôé õðïèÝôïõìå ãéá ôçí þñá üôé R ≠ ∅. ôüôå, ï ðSSíáêáò M åSSíáé:

M = s(v_1) 0 0 r 0

0 s(v_2) r 0 .. . .. . . . 0 s(v_k) r 0

r s(v_{k+1}) r · · · r r Z_1

r r s(v_{k+2}) · · · r r .. . . . . . .. . . . . . r r r · · · s(v_{2k} ) r

0 0 · · · 0 r r · · · r s(v_{2k+1})

Z_2 Z

, üðïõ ç ðáñÜìåôñïò r åSSíáé SSóç ìå −1 Þ 1 ðïõ áíáðáñéóôÜ ôéò ãåéôíéÜóåéò óå Ýíá áñáéü Þ ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, áíôSSóôïéœá. ĳðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, ôï óõìðëÞñùìá åíüò áñáéïý áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá. Ôá óôïéœåSSá ôùí ðéíÜêùí Z_1 êáé Z_2 åSSíáé SSóá ìå −1 êáé 0 ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôï åÜí ïé áíôSSóôïéœåò êïñõöÝò åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá Þ üœé, êáé ï ðSSíáêáò Z åSSíáé Ýíáò (n − p − 1) × (n − p − 1) õðïðSSíáêáò ôçò ìïñöÞò

Z = s(v_{p+1}) (−1)_j′_{,i} . . . (−1)_{i,j}′ s(v_i) .. . s(v_{n−1})

.

ÅSSíáé óçìáíôéêü íá óçìåéþóïõìå üôé, åîáéôSSáò ôïõ üôé ôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá åSSíáé ìéá áõôïôåëÞìïíÜäá, ïé óôÞëåò ôïõ õðïðSSíáêá Z_1 åSSíáé ðáíïìïéüôõðåò, üðùò åðSSóçò êáé ïé ãñáììÝò ôïõ õðïðSSíáêá Z_2.

Ãéá íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá det(M) ôïõ ðSSíáêá M, åêôåëïýìå ôá áêüëïõèá:

1. ÌçäåíSSæïõìå ôá ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá ôùí ðñþôùí k ãñáììþí êáé óôçëþí ôïõ ðSSíáêá M:

Ãéá íá ôï ðåôýœïõìå áõôü,

▷ ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç j, ãéá 1 ≤ j ≤ k, ìå −r/s(v_j ), êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí óôÞëç k + j, áíôSSóôïéœá.

▷ ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ãñáììÞ j, ãéá 1 ≤ j ≤ k, ìå −r/s(v_j ), êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí ãñáììÞ k + j, áíôSSóôïéœá.

Óçìåéþíïõìå üôé ìåôÜ ôçí åêôÝëåóç ôùí ðáñáðÜíù ðñÜîåùí ôá äéáãþíéá óôïéœåSSá (i, i), ãéá k + 1 ≤ i ≤ 2k, ôïõ ðSSíáêá M Ýœïõí ôéìÝò s(v_i) −^{r2}_{s(vi−k )} . Åöüóïí ç ôéìÞ r åSSíáé SSóç ìå −1 Þ 1, Ýœïõìå üôé r^2 = 1. Ïëá ôá ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá ôùí (i, j) èÝóåùí êáé ôùí óõììåôñéêþí, ãéá k + 1 ≤ i ≤ 2k êáé p + 1 ≤ j ≤ n − 1, Ýœïõí ôéìÝò

b_i = −1 + r s(v_{2k−i}) . ÐñïóÝîôå üôé áõôÞ ç ôéìÞ áíáèÝôåôáé óôéò ìåôáâëçôÝò b_i ôçò óõíÜñôçóçò Contract-Spider- N node óôï ÂÞìá 2. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ï ðSSíáêáò M ãSSíåôáé:

M = s(v_1 ) (−1)_{1,j} s(v_2 ) (−1)_{2,j} . . . . . s(v_k ) (−1)_{k,j} s(v_{k+1} ) −^1_{s(v1 )} r · · · r r (b_{k+1})_{k+1,j}

r s(v_{k+2} ) −^1_{s(v2 )} · · · r r (b_{k+2})_{k+2,j} . . . . . . . . . . . . . r r · · · s(v_{2k} ) −^1_{s(vk )} r (b_{2k} )_{2k,j}

r r · · · r s(v_{2k+1} ) (−1)_{2k+1,j} (−1)_{j,1} (−1)_{j,2} · · · (−1)_{j,k} (b_{k+1})_{j,k+1} (b_{k+2} )_{j,k+2} · · · (b_{2k} )_{j,2k} (−1)_{j,2k+1} Z

.

2. ÌçäåíSSæïõìå ôá ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá ôùí ãñáììþí k + 1, k + 2, . . . , 2k + 1 ôïõ ðSSíáêá M:

Ãéá íá ôï ðåôýœïõìå áõôü,

▷ ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ãñáììÞ 2k ìå −1, êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôéò ãñáììÝò j, ãéá k + 1 ≤ j ≤ 2k + 1.

Ôüôå ôá äéáãþíéá óôïéœåSSá ôùí k + 1, k + 2, . . . , 2k − 1 ãñáììþí Ýœïõí ôéìÝò s^′(v_i) = s(v_i) − 1 s(v_{i−k} ) − r, ãéá k + 1 ≤ i ≤ 2k − 1. ÁîSSæåé íá óçìåéþóïõìå üôé áõôÝò ïé ôéìÝò áíáèÝôïíôáé

óôéò s-ôéìÝò ôùí áíôSSóôïéœùí êïñõöþí óôï ÂÞìá 2 ôçò óõíÜñôçóçò Contract-Spider-N node. Ãéá íá åSSìáóôå óõíåðÞò ìå ôéò ôéìÝò ðïõ áíáèÝôïíôáé óôçí óõíÜñôçóç, Ýóôù

c_i = b_i − b_{2k} = r · s(v_k) − s(v_{i−k} ) s(v_k) · s(v_{i−k} )

, for k ≤ i ≤ 2k − 1,

c_{2k} = b_{2k}, and c_{2k+1} = −1 − b_{2k} = − r s(k) . Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò ôéìÝò s^′(v_{2k} ) = s(v_{2k}) −^1_{s(vk )} êáé s^′(v_{2k+1}) = s(v_{2k+1}) − r ôùí èÝóåùí (2k, 2k) êáé (2k + 1, 2k + 1) áíôSSóôïéœá, èá Ýœïõìå:

M = s(v_1) (−1)_{1,j} s(v_2 ) (−1)_{2,j} . . . . . s(v_k ) (−1)_{k,j} s^′ (v_{k+1}) r − s^′ (v_{2k} ) (c_{k+1})_{k+1,j} s^′ (v_{k+2} ) r − s^′ (v_{2k} ) (c_{k+2})_{k+2,j} . . . . . . . r r · · · s^′ (v_{2k} ) r (c_{2k} )_{2k,j} r − s^′ (v_{2k} ) s^′ (v_{2k+1}) (c_{2k+1})_{2k+1,j} (−1)_{j,1} (−1)_{j,2} · · · (−1)_{j,k} (b_{k+1})_{j,k+1} (b_{k+2} )_{j,k+2} · · · (b_{2k} )_{j,2k} (−1)_{j,2k+1} Z

.

3. ÌçäåíSSæïõìå ôá ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá ôçò ãñáììÞò 2k êáé ôçò óôÞëçò 2k ôïõ ðSSíáêá M:

Ãéá íá ôï ðåôýœïõìå áõôü,

▷ ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ãñáììÞ j, ãéá k+1 ≤ j ≤ 2k−1, ìå −^r_{s′ (vj )} , êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí ãñáììÞ 2k.

▷ ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ãñáììÞ 2k + 1, ìå −^r_{s′ (v2k+1 )} , êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí ãñáììÞ 2k. Ïé ðáñáðÜíù ðñÜîåéò åðçñåÜæïõí ôéò ôéìÝò ôùí èÝóåùí (2k, 2k) êáé (2k, j), ãéá p + 1 ≤ j ≤ n − 1. Ôá óôïéœåSSá óôéò áíôSSóôïéœåò èÝóåéò Ýœïõí ôéìÝò:

s^{′′}(v_{2k}) = s^′(v_{2k}) − r(r − s^′(v_{2k} )) · ( 1 s^′(v_{2k+1}) + 2k−1∑

i=k+1 1 s^′(v_i) ) and

c^′_{2k} = c_{2k} − r · ( c_{2k+1} s^′(v_{2k+1}) + 2k−1∑

i=k+1

c_i s^′(v_i) ) respectively.

ÿôóé ç s-ôéìÞ ôçò êïñõöÞò v_{2k} áðïäåéêíýåôáé üðùò åðSSóçò êáé ç ôåëéêÞ ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ c_{2k} ôçò óõíÜñôçóçò Contract-Spider-N node. ÕðåíèõìSSæïõìå üôé áõôÞ åSSíáé ç ðåñSSðôùóç ðïõ R ≠ ∅ êáé ãé’ áõôü, ïé ôéìÝò ôùí λ_s êáé λ_c ôïõ ÂÞìáôïò 3 åSSíáé áðáñáSSôçôåò Ýôóé þóôå íá áðïêôçèïýí ïé áíôSSóôïéœåò óõóœåôSSóåéò. ÓõíåœSSæïõìå ìå ôçí ôåëéêÞ ðñÜîç ðÜíù óôïí ðSSíáêá M: ▷ ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç j, ãéá k + 1 ≤ j ≤ 2k − 1, ìå −^{r−s′(v2k )}_{s′(vj )} , êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí óôÞëç 2k.

▷ ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç 2k + 1, ìå −^{r−s′(v2k )}_{s′ (v2k+1)} , êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí óôÞëç 2k. ÁõôÝò ïé ðñÜîåéò åðçñåÜæïõí ìüíï ôéò ôéìÝò ôùí èÝóåùí (j, 2k), ãéá p + 1 ≤ j ≤ n − 1. ÁõôÝò ïé ôéìÝò ìåôáôñÝðïíôáé óå:

b^′_{2k} = b_{2k} − (r − s^′(v_{2k} )) · ( b_{2k+1} s^′(v_{2k+1}) + 2k−1∑

i=k+1

b_i s^′(v_i) ) , where b_{2k+1} = −1.

ÓõíïøSSæïíôáò, ï ôåëéêüò ðSSíáêáò M åSSíáé

M = s(v_1 ) (−1)_{1,j} s(v_2 ) (−1)_{2,j} . . . . . s(v_k ) (−1)_{k,j} s^′(v_{k+1} ) (c_{k+1})_{k+1,j} s^′ (v_{k+2}) (c_{k+2})_{k+2,j} . . . . . s^{′′} (v_{2k} ) (c^′_{2k} )_{2k,j} s^′ (v_{2k+1} ) (c_{2k+1})_{2k+1,j} (−1)_{j,1} (−1)_{j,2} · · · (−1)_{j,k} (b_{k+1} )_{j,k+1} (b_{k+2})_{j,k+2} · · · (b^′_{2k} )_{j,2k} (b_{2k+1} )_{j,2k+1} Z

.

ÿôóé ï ðSSíáêáò M Ýœåé ôçí ìïñöÞ ôïõ ðSSíáêá M_1 ôçò Åî. (4.2) êáé ôï ËÞììá 4.1 áðïäåéêíýåé ôçí öÜóç ôçò åíçìÝñùóçò êáé ôçò óõññSSêíùóçò ôçò áíôSSóôïéœçò óõíÜñôçóçò.

ÅSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé óôç ðåñSSðôùóç ðïõ R = ∅ ïé êáôÜëëçëåò ôéìÝò ôçò óõíÜñôçóçò, ãéá λ_c = 0, λ_b = 0 êáé λ_s = 0, ôáéñéÜæåé ôéò ðñïçãïýìåíåò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí.

4.5 Ðïëõðëïêüôçôá Œñüíïõ

Óôçí óõíÝœåéá õðïëïãSSæïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ ôïõ áëãïñSSèìïõ Spanning Trees-Number.

ËÞììá 4.2. Ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number ôñÝœåé óå O(n + m + ϕ(G)) œñüíï, üðïõ n åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí, m åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí, êáé ϕ(G) åSSíáé ôï ìç-âáóéêü êüóôïò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìáôïò G.

Áðüäåéîç. Ôï ÂÞìá 1 ôïõ áëãïñSSèìïõ Spanning Trees-Number œñåéÜæåôáé O(n+m) œñüíï êáé ôüóï œñüíï œñåéÜæåôáé ç êáôáóêåõÞ ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G [30, 80]. Ï õðïëïãéóìüò ôùí óõíüëùí åðéðÝäùí L_0, L_1, . . . , L_{h−1} ôïõ äÝíôñïõ T (G) óôï ÂÞìá 3 ìðïñåSS íá åðéôåõœèåSS óå O(n) œñüíï, áöïý ôï äÝíôñï T (G) ðåñéÝœåé O(n) êüìâïõò. Åðéðñüóèåôá, ðñïóÝîôå üôé áêñéâþò ìéá áðü ôéò óõíáñôÞóåéò Contract-Parallel Series, Handle-Basic-N node (Contract-Spider, Contract-Tree, Contract-Cycle, Handle-Complement-N node), êáé Contract-NonBasic-N node åöáñìüæïíôáé óå êÜèå Ýíáí áðü ôïõò êüìâïõò ôïõ äÝíôñïõ T (G). ĳôáí ç óõíÜñôçóç Contract-Parallel Series åöáñìüæåôáé óå Ýíáí êüìâï t, ìðïñåSS íá åêôåëåóôåSS óå O(|ch(t)|) œñüíï, üðïõ |ch(t)| åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí ðáéäéþí ôïõ êüìâïõ t óôï äÝíôñï T (G). ÅðSSóçò, ðñïóÝîôå üôé ïé óõíáñôÞóåéò Contract-Tree êáé Contract-Cycle áðáéôïýí O(|ch(t)|) œñüíï, áöïý ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí åSSíáé O(|ch(t)|). ĳôáí ç óõíÜñôçóç Contract-Spider-N node åöáñìüæåôáé óôïí êüìâï t ìå áíôéðñïóùðåõôéêü ãñÜöçìá Ýíá ðñþôï áñÜœíïåéäÝò ãñÜöçìá G(t), ðñÝðåé íá õðïëïãSSóïõìå ôá óýíïëá S, K, êáé R ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t) (áõôü ìðïñåSS íá ãSSíåé åýêïëá óå O(|V (G_t)| + |E(G_t)|) œñüíï áöïý Ýœïõí õðïëïãéóôåSS ïé âáèìïSS ôùí êïñõöþí ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò. óçìåéþóôå üôé, åÜí ãñÜöçìá åSSíáé Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R), ôüôå ãéá êÜèå åðéëïãÞ ôùí êïñõöþí v, u, êáé r áðü ôá óýíïëá S, K, êáé R áíôSSóôïéœá, degree(v) < degree(r) < degree(u) [62]), íá åíçìåñþóïõìå ôéò s-ôéìÝò (áõôü ðáSSñíåé œñüíï O(|ch(t)|)), êáé íá åíçìåñþóïõìå ôï md-äÝíôñï (ðïõ åðSSóçò ðáSSñíåé O(|ch(t)|) œüñíï). ÔåëéêÜ, üôáí ç óõíÜñôçóç Contract-NonBasic-N node åöáñìüæåôáé óå Ýíáí êüìâï t, œñåéÜæåôáé O(|V (G_t)|^{2.376}) œñüíï, Ýôóé þóôå ç åêôÝëåóç ôçò óõíÜñôçóçò óå üëïõò ôïõ ìç-âáóéêïýò N-êüìâïõò ôïõ äÝíôñïõ T (G) áðáéôåSS óå óýíïëï O(ϕ(G)) œñüíï, üðïõ ϕ(G) åSSíáé ôï ìç-âáóéêü êüóôïò ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

Ç êáôáóêåõÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t) óå Ýíáí êüìâï t œñåéÜæåôáé O(|V (G_t)| + |E(G_t)|) œñüíï, áöïý ï êüìâïò t åSSíáé óõóôïëéêüò, äçëáäÞ üëá ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t åSSíáé öýëëá óôï äÝíôñï T (G). Åäþ óçìåéþíïõìå üôé ôï ãñÜöçìá G(t) êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé óõíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá, áöïý ï êüìâïò t åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò óôï äÝíôñï T (G). Óôéò óõíáñôÞóåé Handle-Basic-N node êáé Handle-Complement-N node ðñÝðåé íá áíáãíùñSSóïõí ðüôå Ýíá ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, Ýíá ðñþôï äÝíôñï, Ýíáò Üœïñäïò êýêëïò Þ ôï óõìðëÞñùìá åíüò ôÝôïéïõ ãñáöÞìáôïò. ĳðùò ðñïáíáöÝñèçêå, ãéá Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, ìðïñïýìå íá õðïëïãSSóïõìå ôçí äéáìÝñéóç ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò óå O(|V (G_t)| + |E(G_t)|) œñüíï. Ôüôå, åëÝãœïíôáò ôïõò âáèìïýò ôùí êïñõöþí óôï óýíïëï S åSSíáé áñêåôü Ýôóé þóôå íá îåêáèáñSSóïõìå Ýíá áñáéü áðü Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá. ÿíá ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá äÝíôñï åÜí êáé ìüíï åÜí åSSíáé óõíåêôéêü êáé Ýœåé |V (G(t))| − 1 áêìÝò . åSSíáé åýêïëï íá äïýìå üôé åÜí ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé óõíåêôéêü êáé ôï ãñÜöçìá G(t) Ýœåé^{k(k−1)}_2 − k + 1 áêìÝò, üðïõ k = |V (G_t)|, ôüôå ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá åíüò äÝíôñïõ. Ôï ãåãïíüò üôé Ýíáò Üœïñäïò êýêëïò ìå k êïñõöÝò êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé óõíåêôéêÜ êáé üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ Ýœïõí âáèìü 2 êáé k − 3, áíôSSóôïéœá, åSSíáé åðáñêÝò ãéá íá ôá áíáãíùñSSóïõìå. ÿôóé, ç áíáãíþñéóç œñåéÜæåôáé œñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìáôïò G(t).

ÄïèÝíôïò üôé ôï ðëÞèïò ôùí êüìâùí ôïõ äÝíôñïõ T (G) åSSíáé O(n), ôï ãåãïíüò üôé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé ôï ðïëý SSóïò ìå ôïí óõíïëéêü áñéèìü ôùí áêìþí áðü üëá ôá áíôéðñïóùðåõôéêÜ ãñáöÞìáôá ôïõ äÝíôñïõ T (G), êáé ôï ãåãïíüò üôé ï Ýëåãœïò åíüò ãñáöÞìáôïò H åÜí åSSíáé Ýíá âáóéêü ãñÜöçìá ðáSSñíåé O(|V (H)| + |E(H)|) œñüíï, ôüôå ôï ÂÞìá 4 ôïõ áëãïñSSèìïõ Spanning Trees-Number áðáéôåSS O(n + m + ϕ(G)) œñüíï. ÔåëéêÜ, ôï ÂÞìá 5 œñåéÜæåôáé O(n) œñüíï õðü ôï ïìïéüìïñöï êñéôÞñéï êüóôïõò, óýìöùíá ìå ôï ïðïSSï êÜèå ðñÜîç áðáéôåSS ìéá ìïíÜäá œñüíïõ êáé êÜèå êáôáœùñçôÞò áðáéôåSS ìéá ìïíÜäá œþñïõ, ðïõ åðÜãåé üôé áíåîÜñôçôá ôïõ ðüóï ìåãÜëïé åSSíáé ïé áñéèìïSS, ìéá áñéèìçôéêÞ ðñÜîç ìåôáîý ℓ áñéèìþí ðáSSñíåé O(ℓ) œñüíï. ÅðïìÝíùò, ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number œñåéÜæåôáé O(n + m + ϕ(G)) œñüíï.

ÓçìåSSùóç 4.1. Ç ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ êáé œþñïõ ôïõ áëãüñéèìïý ìáò ìåôñéÝôáé óýìöùíá ìå ôï ïìïéüìïñöï êñéôÞñéï êüóôïõò. Õðü ôï êñéôÞñéï áõôü êÜèå åðåîåñãáóSSá óôï ìïíôÝëï ìáò áðáéôåSS ìéá ìïíÜäá œñüíïõ êáé êÜèå êáôáœùñçôÞò ìéá ìïíÜäá œþñïõ. ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ïé áñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò åìðåñéÝœïõí ìåãÜëïõ ìåãÝèïõò ôõœáSSïõò áñéèìïýò, ìåôñÜìå êÜèå ðñÜîç ùò Ýíá âÞìá. Óôçí äéêéÜ ìáò ðåñSSðôùóç ôï ïìïéüìïñöï êüóôïò åSSíáé ðñáãìáôéêü (realistic) åÜí ìéá ëÝîç ôïõ õðïëïãéóôÞ ìðïñåSS íá áðïèçêåýóåé Ýíáí áêÝñáéï ìåãÝèïõò ôï ðïëý n^{n−2}, üðïõ n ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìáôïò (ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G ìå n êïñõöÝò åSSíáé ôï ðïëý n^{n−2} . ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá K_n Ýœåé n^{n−2} óêåëåôéêÜ äÝíôñá). Óçìåéþóôå ðáñ’ üëá áõôÜ üôé åÜí ç ðïóüôçôá n^{n−2} åSSíáé ìåãáëýôåñç áðü áõôÞí ðïõ ìðïñåSS íá áðïèçêåõôåSS óå ìéá ëÝîç ôïõ õðïëïãéóôÞ, ôüôå áêüìá êáé ôï ëïãáñéèìéêü êñéôÞñéï êüóôïõò (ôï ìïíôÝëï áõôü ëáìâÜíåé õð’ üøéí ôï ôï ðåñéïñéóìÝíï ìÝãåèïò ìéáò ðñáãìáôéêÞò èÝóçò (ëÝîçò) ìíÞìçò, ðïõ åSSíáé ëïãáñéèìéêÞ óå óœÝóç ìå ôïí áñéèìü ðïõ áðïèçêåýåé) åSSíáé êáôÜ êÜðïéï ôñüðï ìç-ñåáëéóôéêü, áöïý èåùñåSS üôé äýï áêÝñáéïé áñéèìïSS i êáé j ìðïñïýí íá ðïëëáðëáóéáóôïýí óå œñüíï O(log(i) + log(j)), ï ïðïSSïò äåí åSSíáé ãíùóôüò üôé åSSíáé ðñáãìáôïðïéÞóéìïò (äåSSôå [3, 96]). �

4.6 Õðïëïãéóìüò ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí óå Ãñáììéêü Œñüíï

ÿóôù G Ýíá ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò êáé Ýóôù ϕ(G) íá åSSíáé ôï ìç-âáóéêü êüóôïò ôïõ. Áðü ôï ËÞììá 4.2, åSSíáé îåêÜèáñï üôé åÜí ôï êüóôïò ϕ(G) åSSíáé ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ôüôå ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number ôñÝœåé óå ãñáììéêü œñüíï. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, áêïëïõèïýìåíïé áðü ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ åöáñìüæïíôáé óå êÜèå åóùôåñéêü N-êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T (G), Ýœïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.1. ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò, êáé Ýóôù T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ. ÅÜí êÜèå ðñþôï ãñÜöçìá óôï äÝíôñï T (G) åSSíáé (i) Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, Þ (ii) Ýíá äÝíôñï, Þ (iii) Ýíáò Üêõêëïò êýêëïò, Þ (iv) ôá óõìðëçñþìáôÜ ôïõò, Þ (v) Ýíá ãñÜöçìá ìå ðñïêáèïñéóìÝíï (˛xed) ìÝãåèïò, ôüôå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå O(n + m) œñüíï êáé œþñï.

Óôç óõíÝœåéá åîåôÜæïõìå êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí ðïõ Ýœïõí ãñáììéêü Þ óôáèåñü ìç-âáóéêü êüóôïò.

4.6.1 ÄÝíôñá-cographs

Ðñüóöáôá, ðïëëïSS åñåõíçôÝò áöéÝñùóáí ôéò åñãáóSSåò ôïõò óôçí åðÝêôáóç ôùí ãíùóôþí cographs. Ï Tinhofer óôçí åñãáóSSá [104] åéóÞãáãå ôá äÝíôñá-cographs (tree-cographs) üðïõ ç áíáäñïìÞ, áíôSS íá îåêéíÜåé ìå ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ, îåêéíÜåé ìå Ýíá ïðïéïäÞðïôå äÝíôñï. ÿðåôáé üôé ôá äÝíôñácographs ðåñéÝœïõí üëá ôá äÝíôñá êáé ôá äÜóç. ÿôóé, êÜèå ðñþôï ãñÜöçìá ôïõ md-äÝíôñïõ åíüò äÝíôñïõ-cograph åðÜãåé Ýíá äÝíôñï ãñÜöçìá. Áðü ôï Èåþñçìá 4.1 åSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá éóœýåé.

ËÞììá 4.3. Ôï ìç-âáóéêü êüóôïò åíüò äÝíôñïõ-cograph G åSSíáé ϕ(G) = 0.

4.6.2 (q, q − 4) ÃñáöÞìáôá

Ïé Babel êáé Olariu óôçí åñãáóSSá [5] ðñüôåéíáí ôçí ãåíéêÞ éäÝá ôùí (q, t) ãñáöçìÜôùí. Óå Ýíá ôÝôïé ãñÜöçìá, êáíÝíá óýíïëï ìå ôï ðïëý q êïñõöÝò ðåñéÝœåé ðáñáðÜíù áðü t äéáöïñåôéêÜ P_4. ÓõãêåêñéìÝíá, ôá (q, q − 4) ãñáöÞìáôá åðéäÝœïíôáé óçìáíôéêÝò äïìéêÝò éäéüôçôåò (Ýœïõí Ýíá ìïíáäéêü äÝíôñï áíáðáñÜóôáóçò. äåSSôå Èåþñçìá 4.2) [4], åSSíáé brittle^2 ãéá q ≤ 8 [5] áëëÜ äåí åSSíáé brittle (ïýôå ôÝëåéá) for q ≥ 9. Ðñïêýðôåé üôé ôá cographs åSSíáé áêñéâþò ôá (4, 0) ãñáöÞìáôá, ôá P_4-sparse ãñáöÞìáôá åSSíáé ôá (5, 1) ãñáöÞìáôá, êáé ôá C_5-free P_4-extendible ãñáöÞìáôá åSSíáé ôá (6, 2) ãñáöÞìáôá. Ìå ôïí äéêü ìáò óõìâïëéóìü ç äïìÞ ôùí (q, q − 4) ãñáöçìÜôùí ìðïñåSS íá ðåñéãñáöåSS ùò åîÞò.

Èåþñçìá 4.2 (Babel and Olariu [5]). ÿóôù G Ýíá (q, q − 4) ãñÜöçìá. Ôüôå, êÜèå ðñþôï ãñÜöçìá óôï md-äÝíôñï ôïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé åSSôå Ýíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, åSSôå Ýíá ãñÜöçìá ìå ôï ðïëý q êïñõöÝò.

Âáóéæüìåíïé óôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá, ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò êáé êõñéáñœSSáò (domination problems) (üðùò åSSíáé ç ôÜîç ôùí êïñõöþí (vertex ranking), ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá (path cover), ç ëSSóôá œñùìÜôùí (list coloring) êôë.) ìðïñïýí íá åðéëõèïýí óå ãñáììéêü œñüíï ãéá ôçí êëÜóç ôùí (q, q − 4) ãñáöçìÜôùí ãéá ðñïêáèïñéóìÝíç ôéìÞ q [4]. Åäþ óçìåéþíïõìå üôé ãéá Ýíá (q, q −4) ãñÜöçìá G, ôï Èåþñçìá 4.2 åðÜãåé üôé ïé êïñõöÝò ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïòG(t) óôï äÝíôñï T (G) äåí åSSíáé áðáñáSSôçôá öýëëá. Åðéðñüóèåôá, åöüóïí ï õðïëïãéóìüò ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò ìå óôáèåñü ðëÞèïò êïñõöþí œñåéÜæåôáé óôáèåñü œüíï, ôï Èåþñçìá 4.1 åðÜãåé üôé:

2 Ï Chv«atal üñéóå Ýíá ãñÜöçìá G íá åSSíáé brittle åÜí êÜèå åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá H ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðåñéÝœåé ìéá êïñõöÞ ðïõ äåí åSSíáé ìÝóç-êïñõöÞ êáé ôáõôüœñïíá äåí åSSíáé Üêñï êáíåíüò P_4. ÄåSSôå åðSSóçò [18].

ÓœÞìá 4.2: ÓõóœÝôéóç ìåôáîý êëÜóåùí ãñáöçìÜôùí (Hasse diagram). Ãéá ôéò êëÜóåéò ðïõ âñSSóêïíôáé áñéóôåñÜ áðü ôçí äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå ãñáììéêü œñüíï.

ËÞììá 4.4. Ôï ìç-âáóéêü êüóôïò åíüò (q, q−4) ãñáöÞìáôïò G ìå n êïñõöÝò åSSíáé ϕ(G) = O(n), ãéá ïðïéïäÞðïôå êáèïñéóìÝíï q ≥ 4.

4.6.3 P_4-tidy ÃñáöÞìáôá

ĳðùò áíáöÝñåôáé óôçí åñãáóSSá [39], ç êëÜóç ôùí P_4-tidy ãñáöçìÜôùí åéóÞœèåé áðü ôçí I. Rusu ìå óêïðü íá åñìçíåýóåé (äéåõêñéíSSóåé) ôçí Ýííïéá ôïõ P_4-domination óå ôÝëåéá ãñáöÞìáôá. ÿíá ãñÜöçìá G ïíïìÜæåôáé P_4-tidy åÜí ãéá êÜèå åðáãþìåíï P_4, Ýóôù A, ôï ðïëý ìéá êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï V \ A åðÜãåé Ýíá P_4 ìáæSS ìå ôñåéò êïñõöÝò áðü ôï A (äçëáäÞ, êÜèå P_4 Ýœåé ôï ðïëý Ýíáí partner). Ôá P_4-tidy ãñáöÞìáôá ðåñéÝœïõí áõóôçñÜ ôá cographs, ôá P_4-reducible, ôá P_4-sparse, ôá P_4-extendible, êáé ôá P_4-lite ãñáöÞìáôá. Ôá P_4-lite ãñáöÞìáôá åSSœáí ïñéóôåSS áðü ôïõò Jamison êáé Olariu óôçí åñãáóSSá [59]: Ýíá ãñÜöçìá G ëÝãåôáé P_4-lite åÜí êÜèå åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá H ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìå ôï ðïëý Ýîé êïñõöÝò åSSôå ðåñéÝœåé ôï ðïëý äýï P_4, åSSôå åSSíáé Ýíá 3-sun, åSSôå åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá åíüò 3-sun (Ýíá 3-sun åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå Ýîé êïñõöÝò êáé ìå R = ∅). ÅSSœáí åðéóçìÜíåé üôé êÜèå P_4-sparse ãñÜöçìá åSSíáé P_4-lite êáé áðÝäåéîáí üôé êÜèå P_4-lite ãñÜöçìá åSSíáé brittle êáé ãé’ áõôü åSSíáé ôÝëåéï. ÅðéóçìÜíïõìå åäþ üôé ôá P_4-lite ãñáöÞìáôá óõìðSSðôïõí ìå ôá C_5-free P_4-tidy ãñáöÞìáôá.

Ôï Èåþñçìá 3.2 óôçí åñãáóSSá [39] åðéöÝñåé ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá ãéá ôçí m-áðïóýíèåóç ôùí P_4-tidy ãñáöçìÜôùí:

Èåþñçìá 4.3 (Giakoumakis et al. [39]). ÿóôù G Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýóôù T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ. To ãñÜöçìá G åSSíáé P_4-tidy åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå N-êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T (G), åSSôå

(i) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R) êáé ôï ðïëý ìéá êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï S ∪ K åSSíáé Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò óô äÝíôñï T (G), åSSôå

(ii) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá P_5 êáé êáìSSá êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò P_5 äåí åSSíáé åóùôåñéêÞ êïñõöÞ óôï äÝíôñï T (G), åSSôå

(iii) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá P_5 êáé êáìSSá êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò P_5 äåí åSSíáé åóùôåñéêÞ êïñõöÞ óôï äÝíôñï T (G), åSSôå

(iv) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá C_5 êáé êáìSSá êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò C_5 äåí åSSíáé åóùôåñéêÞ êïñõöÞ óôï äÝíôñï T (G).

Óôçí åñãáóSSá [39], ôï Èåþñçìá 4.3 Ýðáéîå ïõóéáóôéêü ñüëï ãéá Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ôùí P_4-tidy ãñáöçìÜôùí êáé ãéá ôçí ãñáììéêÞ-œñüíïõ åðSSëõóç ðñïâëçìÜôùí õðïëïãéóìïý ôïõ áñéèìïý êëSSêáò êáé åõóôÜèåéáò, ôïõ œñùìáôéêïý áñéèìïý, êáé ôïõ hamiltonian ìïíïðáôéïý. Óå óõíäõáóìü ìå ôçí äéêÞ ìáò åñãáóSSá, áõôü åðÜãåé üôé ôï ìç-âáóéêü êüóôïò ϕ(G) åíüò P_4-tidy ãñáöÞìáôïò G åSSíáé ìçäåíéêü.

ËÞììá 4.5. Ôï ìç-âáóéêü êüóôïò ϕ(G) åíüò P_4-tidy ãñáöÞìáôïò G åSSíáé ϕ(G) = 0.

ÓõíïøSSæïíôáò, ìå âÜóç ôá ËÞììáôá 4.3, 4.4, êáé 4.5, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí êëáóåùí ôùí äÝíôñùí-cographs, (q, q − 4) ãñáöçìÜôùí ãéá óôáèåñü q ≥ 4, êáé ãéá ôùí P_4-tidy ãñáöçìÜôùí ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS áðïôåëåóìáôéêÜ. ÅðéðëÝïí, äåí åSSíáé äýóêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ãéá áõôÜ ôá ãñáöÞìáôá ï œþñïò ðïõ œñåéÜæåôáé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number åSSíáé O(n+m). ĳðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, ôï md-äÝíôñï åíüò ãñáöÞìáôïò êáé, ðéï óõãêåêñéìÝíá, ç êáôáóêåõÞ ôïõ áðáéôåSS œþñï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò [30, 80]. ÿôóé, ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò åíüôçôáò áõôÞò óõãêåíôñþíïíôáé óôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.4. Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò äÝíôñïõ-cograph, Þ åíüò (q, q − 4) ãñáöÞìáôïò ãéá óôáèåñü q ≥ 4, Þ åíüò P_4-tidy ãñáöÞìáôïò ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå O(n + m) œñüíï êáé œþñï, üðïõ n êáé m åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí êáé áêìþí, áíôSSóôïéœá, ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ãñáöÞìáôïò.

Ôï ÓœÞìá 4.2 ðáñïõóéÜæåé ôéò êëÜóåéò ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ áíáöÝñïíôáé óôç åñãáóSSá áõôÞ êáé ôéò óõóœåôSSóåéò ôïõò. ç ìÝèðäüò ìáò åðéôñÝðåé ôïí ãñáììéêü œñüíï õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá ôéò êëÜóåéò ðïõ âñSSóêïíôáé áñéóôåñÜ áðü ôçí äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ.

ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé áñêåôÝò áêüìá õðïêëÜóåéò ãíùóôþí ãñáöçìÜôùí åðéöÝñïõí äïìéêÝò éäéüôçôåò ðïõ åðéôñÝðïõí Ýíáí ãñáììéêü œñüíï õðïëïãéóìïý ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí ôïõò äÝíôñùí. ÐáñáäåSSãìáôá ðåñéÝœïíôáé óôéò êëÜóåéò ôùí tree-perfect êáé forest-perfect ãñáöçìÜôùí ðïõ åSSœáí åéóáœèåSS óôçí åñãáóSSá [17] êáé ãéá ôá ïðïSSá ôï áêüëïõèï ëÞììá éóœýåé (ËÞììá 4.1 [17]):

ËÞììá 4.6 (Brandst-adt êáé Le [17]). ÿóôù ôï ãñÜöçìá G ðïõ Ýœåé Ýíá åðáãþìåíï ìïíïðÜôé P_6. Ôüôå ôï ãñÜöçìá G åSSíáé tree-perfect åÜí êáé ìüíï åÜí ôï ãñÜöçìá G áðïêôÜôáé áðü Ýíá äÝíôñï áíôéêáèéóôþíôáò ôá öýëëá ìå cographs Þ ôï ãñÜöçìá G áðïêôÜôáé áðü Ýíá ðñþôï ãñÜöçìá ìå ïêôþ êïñõöÝò áíôéêáèéóôþíôáò ôéò ôÝóóåñéò êïñõöÝò ôïõ ìå cographs.

Âáóéæüìåíïé óôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá, åSSíáé ðñïöáíÝò üôé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò tree-perfect ãñáöÞìáôïò ìå Ýíá åðáãþìåíï P_6 ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå ãñáììéêü œñüíï êáé œþñï.

4.7 ÓõìðåñÜóìáôá

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜóáìå ìéá ãåíéêÞ ìÝèïäï õðïëïãéóìïý ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò œñçóéìïðïéþíôáò ôçí m-áðïóýíèåóç, ðïõ åðÝöåñå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ãéá ôï ðñüâëçìá óå P_4-tidy ãñáöÞìáôá, óå (q, q − 4) ãñáöÞìáôá ãéá óôáèåñü q ≥ 4, êáé óå tree-cographs. ÅêìåôáëëåõôÞêáìå ôéò äïìéêÝò éäéüôçôåò ôïõ md-äÝíôñïõ áõôþí ôùí ãñáöçìÜôùí êáé œñçóéìïðïéÞóáìå ôï Èåþñçìá ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸, ùò Ýíá åñãáëåSSï ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ïñèüôçôáò ôïõ ðñïôåéíüìåíïõ áëãïñSSèìïõ. ÐåñéìÝíïõ üôé ç ðñïóÝããéóÞ ìáò åöáñìüæåôáé êáé óå Üëëïõ ôýðïõ ðñþôùí ãñáöçìÜôùí (åêôüò áðü áñáœíïåéäÞ ãñáöÞìáôá, ðñþôá äÝíôñá, Üœïñäïõò êýêëïõò êáé ôá óõìðëçñþìáôÜ ôïõò), ðïõ èá åðÝôñåðå ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí êáé ãéá åðéðñüóèåôåò êëÜóåéò, ð.œ., ôá semi-P_4-sparse ãñáöÞìáôá [35] êáé ôá (P_5, diamond)-free graphs [15].

ÅðéðëÝïí ðáñáèÝôïõìå ùò Ýíá áíïéêôü ðñüâëçìá ôçí áðïôåëåóìáôéêÞ åðåîåñãáóSSá ôùí äéœïôïìSSóéìùí (split) ãñáöçìÜôùí êáé ôùí áñêåôþí åðåêôÜóåùí ôïõò (ðïõ ãåíéêåýïõí ôá áñáœíïåéäÞ ãñáöÞìáôá). ôá äéœïôïìSSóéìá ãñáöÞìáôá ðáSSæïõí Ýíá âáóéêü ñüëï óôï md-äÝíôñï ôùí split-perfect ãñáöçìÜôùí [16], êáé ãé’ áõôü ï áðïôåëåóìáôéêüò ôñüðïò åðåîåñãáóSSáò ôïõò èá ïäçãïýóå óå Ýíáí ãñÞãïñï õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ôåëåõôáSSùí êëÜóåùí.

ÏñéóìÝíá Üëëá åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá áðáñSSèìçóçò áöïñïýí óôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí ôÝëåéùí ôáéñéáóìÜôùí (perfect matchings), ôùí êýêëùí ôïõ Hamilton êáé ôùí êýêëùí ôïõ Euler. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, Ýœåé äåéœôåSS [76] üôé ôï ðëÞèïò ôùí ôÝëåéùí ôáéñéáóìÜôùí ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS áðïôåëåóìáôéêÜ óå ãñáöÞìáôá ðïõ åðéäÝœïíôáé ìéá Pfa‹an orientation. ĳðùò êáé óôï Èåþñçìá ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸, áõôÞ ç ìÝèïäïò åìðåñéÝœåé ôïí õðïëïãéóìü ìéáò ïñSSæïõóáò áêïëïõèïýìåíç áðü ôïí õðïëïãéóìü ìéáò ôåôñáãùíéêÞò ñSSæáò. ÿôóé, äïèÝíôïò åíüò ôÝôïéïõ ðñïóáíáôïëéóìïý (orientation), Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ êáôáóêåõÜæåé ôéò ôåœíéêÝò óõññSSêíùóçò ìðïñåSS íá ïäçãÞóåé óå áðïôåëåóìáôéêÝò ëýóåéò ãéá Üëëá óõíäõáóôéêÜ ðñïâëÞìáôá áðáñSSèìçóçò.

ÔÝëïò, üðùò ðñïáíáöÝñèçêå óôçí åéóáãùãÞ, Ýíá ïìïéüìïñöï áîéüðéóôï äSSêôõï (ïñéóìÝíï óôéò åñãáóSSåò [25, 84]) ðñÝðåé íá ìåãéóôïðïéåSS ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí. ÿôóé, åSSíáé åíäéáöÝñïí íá êáèïñSSóåé êáíåSSò ôïõò ôýðïõò ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ Ýœïõí ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá óõãêåêñéìÝíï ðëÞèïò êïñõöþí êáé áêìþí (äåSSôå [41, 99, 100]). Ôï ðñüâëçìá áõôü ìðïñåSS íá ðñïóåããéóôåSS ùò ìéá åñþôçóç âåëôéóôïðïSSçóçò ðÜíù óôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí, ðïõ êáèïñSSæåé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number. ÔÝôïéïõ åSSäïõò ìåëÝôç åSSíáé áõôÞ ôçí óôéãìÞ õðü Ýñåõíá êáé ìåñéêÜ ðñþôá áðïôåëÝóìáôá áíáäåéêíýïõí üôé ç óœåäüí ôáêôéêüôçôá (almost regularity) öáSSíåôáé íá åSSíáé ôï êëåéäSS ãéá ôçí åðSSëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

ÊåöÜëáéï 5

ÌåãéóôïðïSSóç ôïõ ÐëÞèïõò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ôùí Áóôåñïåéäþí ÃñáöçìÜôùí

5.1 ÅéóáãùãÞ

5.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS

5.3 Ôï ÐëÞèïò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ôùí Áóôåñïåéäþí ÃñáöçìÜôùí

5.4 ÁðïôåëÝóìáôá ÌåãéóôïðïSSçóçò

5.5 ÓõìðåñÜóìáôá

5.1 ÅéóáãùãÞ

ÿíá ãñÜöçìá G áðïôåëåSSôáé áðü Ýíá óýíïëï V (G) áðü êïñõöÝò êáé Ýíá óýíïëï E(G) áðü áêìÝò üðïõ êÜèå áêìÞ áíôéóôïéœåSS óå Ýíá ìç äéáôåôáãìÝíï æåýãïò êïñõöþí áðü ôï óýíïëï V (G). Èåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá œùñSSò âñüœïõò Þ áíáêõêëþóåéò êáé œùñSSò ðïëëáðëÝò áêìÝò. ÿóôù Ýíá ôÝôïéï ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò. ÿíá óêåëåôéêü äÝíôñï ôïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé Ýíá Üêõêëï (n − 1)-áêìþí õðïãñÜöçìá.

Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò (äéêôýïõ) G, êáëåSSôáé åðSSóçò ðïëõðëïêüôçôá (complexity) ôïõ ãñáöÞìáôïò G [10], åSSíáé Ýíá óçìáíôéêü, åõñÝùò ãíùóôü, ðñüâëçìá óôçí èåùñSSá ãñáöçìÜôùí êáé åìöáíSSæåôáé óå Ýíá ðëÞèïò åöáñìïãþí. Ïé ðéï áîéïóçìåSSùôåò ðåñéïœÝò åöáñìïãþí åSSíáé ç áîéïðéóôSSá äéêôýùí [84, 99], ï õðïëïãéóìüò ôçò óõíïëéêÞò áíôSSóôáóçò ìåôáîý ìéáò áêìÞò óå Ýíá çëåêôñéêü äSSêôõï (electrical network) [13], áðáñSSèìçóç óõãêåêñéìÝíùí œçìéêþí óôïéœåSSùí [20], êáé áðáñSSèìçóç ôùí Eulerian êýêëùí (circuits) óå Ýíá ãñÜöçìá [47]. ÓõãêåêñéìÝíá, ç áðáñSSèìçóç óêåëåôéêþí äÝíôñùí åSSíáé Ýíá ïõóéáóôéêü âÞìá óå ðïëëÝò ôåœíéêÝò ãéá ôïí õðïëïãéóìü, ôçí ïñéïèÝôçóç êáé ôçí ðñïóåããéóôéêÞ áîéïðéóôSSá äéêôýùí [25] . óå Ýíá äSSêôõï ðïõ ìïíôåëïðïéåSSôáé áðü Ýíá ãñÜöçìá, ç åíäïåðéêïéíùíSSá ìåôáîý üëùí ôùí êüìâùí ôïõ äéêôýïõ åðÜãåé üôé ôï ãñÜöçìá ðñÝðåé íá ðåñéÝœåé Ýíá óêåëåôéêü äÝíôñï êáé, åðïìÝíùò, ç ìåãéóôïðïSSçóç ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åSSíáé Ýíáò ôñüðïò ãéá ôçí ìåãéóôïðïSSçóç ôçò áîéïðéóôSSáò.

ÅðïìÝíùò, ôüóï ãéá èåùñçôéêïýò üóï êáé ãéá ðñáêôéêïýò óêïðïýò, åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí åîáãùãÞ ìáèçìáôéêþí ôýðùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G, üðùò åðSSóçò êáé ãéá ôï K_n-óõìðëÞñùìá (K_n-complement) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. åÜí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ ðëÞñåò ãñáöÞìáôïò K_n, ôüôå ôï K_n-óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå K_n − G, ïñSSæåôáé ùò ôï ãñÜöçìá ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôï ãñÜöçìá K_n äéáãñÜöïíôáò ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G (óçìåéþóôå üôé, åÜí ôï ãñÜöçìá G Ýœåé n êïñõöÝò, ôüôå ôï ãñÜöçìá K_n − G óõìðSSðôåé ìå ôï ãñÜöçìá G, äçë. ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G). ÐïëëÝò ðåñéðôþóåéò Ýœïõí ìåëåôçèåSS ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÿœåé ìåëåôçèåSS üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá (labelled molecular graph) [20], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (complete multipartite graph) [107], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá êõêëéêü ãñÜöçìá (circulant graph) [42, 109], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíáò êõâéêüò êáé ôåôñáäéêüò êýêëïò (cubic-quadruple cycle graph) [108], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá threshold ãñÜöçìá [46], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá quasi-threshold ãñÜöçìá [91] êáé Üëëåò ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò (äåSSôå ôï âéâëSSï ôïõ Berge [9] ãéá ìéá Ýêèåóç ôùí âáóéêþí áðïôåëåóìÜôùí . äåSSôå åðSSóçò [24, 67, 93, 91, 94, 100, 106, 107]).

Ìéá êïéíÞ áíôéìåôþðéóç ãéá ôïí êáèïñéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G âáóSSæåôáé óå Ýíá êëáóéêü áðïôÝëåóìá ãíùóôü ùò ôï óõìðëçñùìáôéêü óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêá (complement spanning-tree matrix) èåþñçìá [103], ðïõ åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ùò ìéá óõíÜñôçóç ôçò ïñSSæïõóáò åíüò ðSSíáêá ðïõ ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS åýêïëá áðü ôçí óœÝóç ãåéôíSSáóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò G, äçëáäÞ, áðü ôïí ðSSíáêá ãåéôíSSáóçò, áðü ôçí ëSSóôá ãåéôíSSáóçò, ê.ô.ë. ÕðïëïãSSæïíôáò ôçí ïñSSæïõóá ôïõ óõìðëçñùìáôéêïý óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêá öáSSíåôáé üôé åSSíáé ìéá ðïëëÜ-õðïóœüìåíç êáôåýèõíóç ãéá ôïí êáèïñéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K_n − H, üðïõ ôï ãñÜöçìá H åSSíáé Ýíá ãñÜöçìá ðïõ äéáôçñåSS ìéá óõãêåêñéìÝíç óõììåôñSSá (äåSSôå [9, 24, 41, 93, 91, 107, 109]).

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï, ïñSSæïõìå äýï êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí, ðïõ ïíïìÜæïíôáé complete-planet and the star-planet ãñáöÞìáôá, êáé ãåíéêåýïõí ðïëëÝò ãíùóôÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí ãéá ôá ïðïSSá õðÜñœåé Ýíáò êëåéóôüò ôýðïò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõò. êáëïýìå ôéò äýï áõôÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí áóôåñïåéäÞ (asteroidal) ãñáöÞìáôá. ÅîÜãïõìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K_n − H, óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ôï ãñÜöçìá H åSSíáé (i) Ýíá complete-planet ãñÜöçìá, êáé (ii) Ýíá star-planet ãñÜöçìá. ÄåSSœíïõìå üôé ïé ôýðïé ìáò ãåíéêåýïõí ðñïôåéíüìåíïõò ôýðïõò ãéá ôéò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí üðùò åSSíáé ôá ðëÞñåò ãñáöÞìáôá, ôá áóôÝñéá (star) ãñáöÞìáôá, ïé ôñïœïSS (wheel) ãñáöÞìáôá, ôá gem ãñáöÞìáôá, ôá multi-star ãñáöÞìáôá, ôá multi-complete/star ãñáöÞìáôá, ê.ô.ë. Ïé áðïäåSSîåéò ìáò âáóSSæïíôáé óôï óõìðëçñùìáôéêü óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêá èåþñçìá êáé œñçóéìïðïéïýìå êëáóéêÝò ôåœíéêÝò áðü ôçí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé ôçí èåùñSSá ðéíÜêùí.

Ðáñüëï ðïõ ôï ðñüâëçìá ôçò ìåãéóôïðïSSçóçò ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò åSSíáé äýóêïëï óôçí ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç, åSSíáé äõíáôü íá ðåôýœåé êáíåSSò áðïôåëåóìáôéêÞ åðSSëõóç ãéá êÜðïéåò ìç-ôåôñéììÝíåò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï áðïäåéêíýïõìå åðSSóçò áðïôåëÝóìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò ãéá ôçí êëÜóç ôùí áóôåñïåéäÞ ãñáöçìÜôùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, áíáãíùñSSæïõìå êáé œáñáêôçñSSæïõìå ôá complete-planet êáé star-planet ãñáöÞìáôá ðïõ Ýœïõí ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí. Ôá áðïôåëÝóìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò ðïõ äSSíïõìå ãåíéêåýïõí êáé åðåêôåSSíïõí ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò ãéá ôçí êëÜóç ôùí multi-star ãñáöçìÜôùí [24].

Ôï êåöÜëáéï åSSíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Óôçí äåýôåñç åíüôçôá åäñáéþíïõìå ôçí óçìåéïãñáöSSá êáé ôçí ïñïëïãSSá ìáò, ïñSSæïõìå ôçí êëÜóç ôùí áóôåñïåéäÞ ãñáöçìÜôùí êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá. Óôçí ôñSSôç êáé ôçí ôÝôáñôç åíüôçôá åîÜãïõìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí K_n-óõìðëçñùìÜôùí ôùí complete-planet ãñáöçìÜôùí êáé ôùí star-planet ãñáöçìÜôùí, áíôSSóôïéœá. Óôçí ðÝìðôç åíüôçôá ðáñïõóéÜæïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò. ÔÝëïò, óôçí Ýêôç åíüôçôá óõíïøSSæïõìå ôï êåöÜëáéï êáé äåSSœíïõìå üôé Üëëá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôá [9, 24, 91, 93, 94, 107] Ýðïíôáé ùò Üìåóç óõíÝðåéá ôùí èåùñçìÜôùí ìáò.

5.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS

Ìå K_n óõìâïëSSæïõìå ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò. ÅðSSóçò, ãéá ëüãïõò óõììåôñSSáò, óõìâïëSSæïõìå ìå S_{n+1} ôï áóôÝñé ãñÜöçìá ìå n + 1 êïñõöÝò, ðïõ óõíÞèùò óõìâïëSSæåôáé ìå S_{1,n}. Êáëïýìå ôçí êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò S_{n+1} ìå ìÝãéóôï âáèìü ôçí êåíôñéêÞ êïñõöÞ (center vertex). Ôï Üœïñäï ìïíïðÜôé (áíôSSóô. êýêëïò) ìå n êïñõöÝò v_1v_2 · · · v_n ìå áêìÝò v_iv_{i+1} (áíôSSóô. v_iv_{i+1} êáé v_1v_n), 1 ≤ i < n, óõìâïëSSæåôáé ìå P_n (áíôSSóô. C_n).

ÿóôù äýï ãñáöÞìáôá G_1 êáé G_2. Ç ÝíùóÞ ôïõò (union) G = G_1 ∪ G_2 Ýœåé óýíïëï êïñõöþí V (G) = V (G_1)∪V (G_2) êáé óýíïëï áêìþí E(G) = E(G_1)∪E(G_2). Ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíü ôïõò (join) óõìâïëSSæåôáé ìå G_1 + G_2 êáé áðïôåëåSSôáé áðü ôï ãñÜöçìá G_1 ∪ G_2 ðñïóèÝôïíôáò üëåò ôéò áêìÝò áðü ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôùí óõíüëùí V (G_1) êáé V (G_2). Ãéá Ýíá ïðïéïäÞðïôå óõíåêôéêü ãñÜöçìá G, ãñÜöïõìå mG ãéá ôï ãñÜöçìá ìå m óõíéóôþóåò, ðïõ ç êÜèå ìSSá åSSíáé éóüìïñöç ìå ôï ãñÜöçìá G, m ≥ 2. ÿôóé, ôï ãñÜöçìá mK_n (áíôSSóô. mS_n, mP_n, mC_n) áðïôåëåSSôáé áðü m áíåîÜñôçôá áíôSSãñáöá ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n (áíôSSóô. S_n, P_n, C_n). Óçìåéþóôå üôé, S_{n+1} = K_1 + nK_1. Óå üëï ôï êåöÜëáéï, áíáöåñüìáóôå óôá ðëÞñåò ãñáöÞìáôá, áóôÝñéá ãñáöÞìáôá, ìïíïðÜôéá ãñáöÞìáôá, êáé êýêëïõò ãñáöÞìáôá ùò êëSSêåò, áóôÝñéá, ìïíïðÜôéá, êáé êýêëïõò, áíôSSóôïéœá.

5.2.1 ÁóôåñïåéäÞ ÃñáöÞìáôá

ÿíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáëåSSôáé complete-planet (áíôSSóô. star-planet) åÜí ôï óýíïëï êïñõöþí ôïõ V (G) åðéäÝœåôáé ìéá äéáìÝñéóç óôá óýíïëá A êáé B ôÝôïéá þóôå:

(S1) A = {v_1, v_2, . . . , v_m} êáé G[A] = K_m (áíôéóô. A = {v_1, v_2, . . . , v_m, c} êáé G[A] = S_{m+1}), m ≥ 1.

(S2) B = B_1 + B_2 + · · · + B_m, êáé ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , m, |B_i| ≥ 0 êáé ôï óýíïëï B_i åðÜãåé α_{ij} , β_{ij} , γ_{ij} , êáé δ_{ij} áíåîÜñôçôá áíôSSãñáöá êëéêþí, áóôåñéþí, ìïíïðáôéþí, êáé êýêëùí, áíôSSóôïéœá, ìå j êïñõöÝò. äçëáäÞ,

G_i ≡ G[B_i] = α_{ij} K_j ∪ β_{ij} S_j ∪ γ_{ij} P_j ∪ δ_{ij} C_j , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ |B_i|.

(S3) Ç êïñõöÞ v_i ∈ A âëÝðåé üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G_i êáé œÜíåé üëåò ôéò êïñõöÝò áðü ôï óýíïëï B − V (G_i), 1 ≤ i ≤ m.

ÓõãêåíôñùôéêÜ êáëïýìå ôá ðáñáðÜíù ïñéóìÝíá ãñáöÞìáôá áóôåñïåéäÞ (asteroidal) ãñáöÞìáôá. Ôï ÓœÞìá 5.1 äåSSœíå ôçí ãåíéêÞ ìïñöÞ åíüò complete-planet ãñáöÞìáôïò êáé åíüò star-planet ãñáöÞìáôïò. ÿóôù Ýíá áóôåñïåéäÞ ãñÜöçìá G êáé Ýóôù ôá A êáé B ôá óýíïëá äéáìÝñéóçò ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G) óýìöùíá ìå ôïí Üíù ïñéóìü: êáëïýìå ôï ãñÜöçìá G[A] ôï sun-ãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ôï ãñÜöçìá G[B] ôï planet-ãñÜöçìá, êáé ôá ãñáöÞìáôá G_1, G_2, . . . , G_m ôá planet-õðïãñÜöçìá. Åî’ ïñéóìïý, G[B] =

⋃_m i=1 G_i. ÿíá ìåãéóôïôéêü óõíåêôéêü õðïãñÜöçìá åíüò planet-õðïãñÜöçìá G_i êáëåSSôáé planet-óõíéóôþóá ôïõ ãñáöÞìáôïò G_i. ÓõìâïëSSæïõìå ìå ℓ_i ôçí ðëçèéêüôçôá ôïõ óõíüëïõ B_i. ÿôóé, ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G_i åSSíáé ℓ_i. ÅðéðëÝïí, ï ïñéóìüò ôïõ ãñáöÞìáôïò G_i åðÜãåé üôé ãéá êÜèå i = 1, 2, . . . , m, éóœýåé üôé

ℓ_i∑

j=1 ( α_{ij} + β_{ij} + γ_{ij} + δ_{ij} ) · j = ℓ_i. (5.1)

PSfrag replacements

(a) Ýíá complete-planet ãñÜöçìá

PSfrag replacements

(b) Ýíá star-planet ãñÜöçìá

ÓœÞìá 5.1: ÁóôåñïåéäÞ ãñáöÞìáôá.

ÅðïìÝíùò, |B| =

∑_m i=1 ℓ_i. Ôï Üèñïéóìá áõôü ôï óõìâïëSSæïõìå ìå ℓ. ÅðïìÝíùò, Ýíá completeplanet ãñÜöçìá Ýœåé áêñéâþò m+ℓ êïñõöÝò, åíþ Ýíá star-planet ãñÜöçìá Ýœåé m+ℓ+1 êïñõöÝò. Áðü åäþ êáé óôï åîÞò, êáëïýìå sun-êïñõöÝò êáé planet-êïñõöÝò ôéò êïñõöÝò ôùí ãñáöçìÜôùí G[A] êáé G[B], áíôSSóôïéœá.

Óå üëï ôï êåöÜëáéï, œñçóéìïðïéïýìå ôçí áêüëïõèç óýìâáóç: ìéá ïðïéáäÞðïôå áðïìïíùìÝíç êïñõöÞ åíüò planet-õðïãñáöÞìáôïò èåùñåSSôáé üôé åSSíáé ôï ãñÜöçìá K_1 (êáé üœé Ýíá áðü ôá ãñáöÞìáôá S_1, P_1, Þ C_1). Ýôóé, ãéá üëá ôá i, β_{i1} = γ_{i1} = δ_{i1} = 0. Ðáñüìïéá, β_{i2} = γ_{i2} = δ_{i2} = 0, áöïý K_2 = S_2 = P_2 = C_2. ÔÝëïò, γ_{i3} = δ_{i3} = 0, áöïý K_3 = C_3 êáé S_3 = P_3. ÅðïìÝíùò, ãéá ìéá planet-óõíéóôþóá ðïõ åSSíáé Ýíáò áóôÝñáò S_n, ôüôå n ≥ 3, åíþ åÜí åSSíáé Ýíá ìïíïðÜôé P_n Þ Ýíáò êýêëïò C_n ôüôå n ≥ 4.

ÿóôù Ýíá áóôåñïåéäÞ ãñÜöçìá G ìå m sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò. ÓõìâïëSSæïõìå ìå α(j) ôï ðëÞèïò ôùí ìÝãéóôùí êëéêþí K_j , 1 ≤ j ≤ ℓ, ôùí planet-ãñÜöçìá G[B]. Ðáñüìïéá, óõìâïëSSæïõìå ìå β(j), γ(j), êáé δ(j) ôï ðëÞèïò ôùí ìÝãéóôùí áóôåñéþí S_j , ìïíïðáôéþí P_j , êáé êýêëùí C_j , áíôSSóôïéœá, ôïõ ãñáöÞìáôïò G[B]. ÿôóé, Ýœïõìå:

α(j) = m∑ i=1 α_{ij} , β(j) = m∑ i=1 β_{ij} , γ(j) = m∑ i=1 γ_{ij} , and δ(j) = m∑ i=1 δ_{ij} .

ÏñSSæïõìå ôï äéÜíõóìá α = [α(1), α(2), . . . , α(ℓ)] ðÜíù óôï planet-ãñÜöçìá G[B], êáé ôï êáëïýìå äéÜíõóìá êëéêáò (clique vector) ôïõ áóôåñïåéäÞ ãñáöÞìáôïò G. Ìå Ýíáí ðáñüìïéï ôñüðï, ïñSSæïõìå ôá äéáíýóìáôá β, γ, êáé δ êáé ôá ïíïìÜæïõìå äéÜíõóìá áóôåñéïý (star vector), äéÜíõóìá ìïíïðáôéïý (path vector), êáé äéÜíõóìá êýêëïõ (cycle vector), áíôSSóôïéœá. ÅðïìÝíùò, ôá äéáíýóìáôá α, β, γ, êáé δ åíüò áóôåñïåéäÞ ãñáöÞìáôïò G êáèïñSSæïõí ôï ðëÞèïò ôùí ìÝãéóôùí êëéêþí, áóôåñéþí, ìïíïðáôéþí, êáé êýêëùí óôï ãñÜöçìá G[B]. Áðï åäþ êáé óôï åîÞò, ãñÜöïõìå α ≠ 0 ãéá íá äçëþóïõìå üôé õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíáò äåSSêôçò j, 1 ≤ j ≤ ℓ, ôÝôïéïò þóôå α(j) ≠ 0, äçëáäÞ, α = 0 åSSíáé éóïäýíáìï ìå α(1) = α(2) = . . . = α(ℓ) = 0. Œñçóéìïðïéïýìå ðáñüìïéï óõìâïëéóìü ãéá ôá äéáíýóìáôá áóôåñéþí, ìïíïðáôéþí êáé êýêëùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, åÜí α = 0, β ≠ 0, γ ≠ 0 êáé δ ≠ 0, ôüôå ôï planet-ãñÜöçìá G[B] ðåñéÝœåé ìüíï áóôÝñéá, ìïíïðÜôéá êáé êýêëïõò.

Åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí åîáãùãÞ êëåéóôþí ôýðùí ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K_n − G_c êáé K_n − G_s, üðïõ G_c åSSíáé Ýíá complete-planet ãñÜöçìá êáé G_s åSSíáé Ýíá star-planet ãñÜöçìá. Ìå óêïðü íá ôï ðåôýœïõìå áõôü, åðéãñÜöïõìå êáôÜëëçëá ôéò êïñõöÝò ôùí ãñáöçìÜôùí G_c êáé G_s.

ÿóôù Ýíá áóôåñïåéäÞ ãñÜöçìá G ìå planet-õðïãñáöÞìáôá G_1, G_2, . . . , G_m áðü Ýíá óýíïëï ℓ planet-êïñõöþí. Ï ôñüðïò ðïõ åðéãñÜöïõìå îåêéíÜåé ðñþôá áðü ôç åðéãñáöÞ ôùí êïñõöþí ôùí planet-õðïãñáöçìÜôùí G_1, G_2, . . . , G_m êáé óôçí óõíÝœåéá åðéãñÜöïõìå ôéò êïñõöÝò ôïõ sunãñÜöçìá G[A]. Ðéï óõãåêñéìÝíá:

∘ ðñþôá åðéãñÜöïõìå ôéò ℓ êïñõöÝò ôïõ planet-ãñÜöçìá G[B]. Ãéá êÜèå Ýíá ãñÜöçìá G_i, i = 1, 2, . . . , m, åðéãñÜöïõìå ôéò êïñõöÝò ôùí ìÝãéóôùí êëéêþí, áóôåñéþí, ìïíïðáôéþí, êáé êýêëùí ìå ôçí áêüëïõèç óåéñÜ:

(i) K_1, K_1, . . . , K_2, K_2, . . . , K_{ℓi} . ïé êïñõöÝò áðü êÜèå êëSSêá K_j , 1 ≤ j ≤ ℓ_i, åðéãñÜöïíôáé ìå ôõœáSSï ôñüðï.

(ii) S_3, S_3, . . . , S_4, S_4, . . . , S_{ℓi} . ãéá êÜèå áóôÝñá S_j , 3 ≤ j ≤ ℓ_i, üëåò ïé êïñõöÝò åêôüò áðü ôçí êåíôñéêÞ êïñõöÞ åðéãñÜöïíôáé ðñþôåò êáé ìå ôõœáSSï ôñüðï, åíþ ç êåíôñéêÞ êïñõöÞ åðéãñÜöåôáé ôåëåõôáSSá.

(iii) P_4, P_4, . . . , P_5, P_5, . . . , P_{ℓi} . ïé êïñõöÝò áðü êÜèå ìïíïðÜôé P_j = v_1v_2 · · · v_j åðéãñÜöïíôáé ìå ôçí óåéñÜ v_1, v_2, . . . , v_j , 4 ≤ j ≤ ℓ_i .

(iv) C_4, C_4, . . . , C_4, C_4, . . . , C_{ℓi} . ïé êïñõöÝò áðü êÜèå êýêëï C_j = v_1v_2 · · · v_j v_1 åðéãñÜöïíôáé ìå ôçí äéÜôáîç v_1, v_2, . . . , v_j , 4 ≤ j ≤ ℓ_i .

∘ óôç óõíÝœåéá, åðéãñÜöïõìå ôéò m êïñõöÝò ôùí v_i ∈ G[A] , 1 ≤ i ≤ m.

∘ ãéá Ýíá star-planet ãñÜöçìá, ç êåíôñéêÞ êïñõöÞ ôïõ sun-ãñÜöçìá åðéãñÜöåôáé ôåëåõôáSSá, äçëáäÞ, ç êåíôñéêÞ êïñõöÞ Ýœåé ôçí õøçëüôåñç åðéãñáöÞ.

5.2.2 Óõìðëçñùìáôéêüò Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ÐSSíáêáò

ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò v_1, v_2, . . . , v_n. Ï óõìðëçñùìáôéêüò óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêáò (complement spanning-tree matrix) ôïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé Ýíáò n × n ðSSíáêáò A ðïõ ïñSSæåôáé ùò åîÞò:

A_{i,j} =

1 −^{d(vi)}_n åÜí i = j, 1 n åÜí i ≠ j êáé v_iv_j åSSíáé áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G, 0 áëëéþò,

üðïõ d(v_i) åSSíáé ï âáèìüò ôçò êïñõöÞò v_i óôï ãñÜöçìá G. ÿœåé áðïäåéœôåSS [103] (ãíùóôü åðSSóçò ùò ôï óõìðëçñùìáôéêþí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêáò èåþñçìá (complement spanning tree matrix theorem)) üôé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G äSSíåôáé áðü ôïí ôýðï

τ(G) = n^{n−2} · det(A).

Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ôï ãñÜöçìá G = K_n, Ýœïõìå üôé A = I_n êáé åðïìÝíùò det(A) = 1. ç Cayley’s tree formula [47] ïñSSæåé üôé τ(K_n) = n^{n−2}. ÅÜí G = K_n −H, üðïõ |V (H)| = p < n, óœçìáôSSæïõìå ôïí óõìðëçñùìáôéêü óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêá A ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ (êåíÜ óôïéœåSSá óôïõò ðSSíáêåò áíáðáñéóôïýí 0):

A = [ I_{n−p}

M^′ ] , üðïõ ï õðïðSSíáêáò M^′ åSSíáé Ýíáò p × p ðSSíáêáò ðïõ áíôéóôïéœåSS óôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò H. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé ï õðïðSSíáêáò I_{n−p} áíôéóïéœåSS óôéò õðüëïéðåò n − p êïñõöÝò ðïõ Ýœïõí âáèìü n − 1 óôï ãñÜöçìá G, êáé, ãé’ áõôü, Ýœïõí âáèìü 0 óôï ãñÜöçìá G. Áðü ôçí ìïñöÞ ôïõ ðSSíáêá A, Ýœïõìå üôé det(A) = det(M^′). ÿôóé, åðéêåíôñùíüìáóôå óôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ ðSSíáêá M^′.

Ï ðSSíáêáò âáèìþí (matrix degree) åíüò ãñáöÞìáôïò G ìå p êïñõöÝò åSSíáé Ýíáò p × p ðSSíáêáò D ïñéóìÝíïò ùò åîÞò: D_{i,i} = d(v_i) êáé D_{i,j} = 0 ãéá i ≠ j, 1 ≤ i, j ≤ p. ÅSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé åÜí ðïëëáðëáóéÜóïõìå ìå n êÜèå óôÞëç (Þ ãñáììÞ) ôïí ðSSíáêá M^′, èá Ýœïõìå det(M^′) = n^{−p} det(M), üðïõ M = B + nI_p − D, êáé B and D åSSíáé ïé ðSSíáêåò ãåéôíSSáóçò êáé âáèìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò H, áíôSSóôïéœá. ÓõíïøSSæïíôáò, Ýœïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá:

Ðüñéóìá 5.1. ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G = K_n −H üðïõ |V (H)| = p, êáé Ýóôù M = B+nI_p −D Ýíáò p × p ðSSíáêáò, üðïõ ïé ðSSíáêåò B êáé D åSSíáé ïé ðSSíáêåò ãåéôíSSáóçò êáé âáèìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò H, áíôSSóôïéœá. Ôüôå, τ(G) = n^{n−p−2} · det(M).

Óå üëï ôï õðüëïéðï êåöÜëáéï, êåíÝò åããñáöÝò óå ðSSíáêåò áíôéðñïóùðåýïõí ìçäåíéêÝò ôéìÝò 0.

5.3 Ôï ÐëÞèïò ôùí Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí ôùí Áóôåñïåéäþí ÃñáöçìÜôùí

ÐñSSí áðïäåSSîïõìå ôïõò êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ãñáöçìÜôùí K_n − G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá áóôåñïåéäÞ ãñÜöçìá, áò õðïèÝóïõìå ôïõò j × j ðSSíáêåò M^K_j , M^P_j , M^C_j , êáé M^S_j , ðïõ áíôéóôïéœïýí óå ìéá êëSSêá K_j , óå Ýíá áóôÝñá S_j , óå Ýíá ìïíïðÜôé P_j , êáé óå Ýíáí êýêëï C_j ìå j êïñõöÝò, áíôSSóôïéœá. äçëáäÞ,

M^K_j = n − j 1 · · · 1 1

1 n − j · · · 1 1 . . . . .. . . . . . 1 1 · · · n − j 1 1 1 · · · 1 n − j

, M^S_j = n − 2 1 n − 2 1 . . . . . n − 2 1 1 1 · · · 1 1 n − j ,

M^P_j = n − 2 1

1 n − 3 1 .. . .. . .. . 1 n − 3 1 1 n − 2

, and M^C_j = n − 3 1 1 1 n − 3 1 .. . .. . .. . 1 n − 3 1 1 1 n − 3 .

Óçìåéþóôå üôé åî’ ïñéóìïý ôïõ óõìðëçñùìáôéêïý óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêá, ôï Üèñïéóìá ôùí óôïéœåSSùí óå êÜèå ãñáììÞ êáé óå êÜèå óôÞëç, óå êÜèå Ýíáí áðü ôïõò ôÝóóåñéò ðSSíáêåò, åSSíáé n − 1. ÅSSíáé åýêïëï íá åîÜãåé êáíåSSò Ýíá ôýðï ãéá ôéò ïñSSæïõóåò ôùí ðéíÜêùí M^K_j êáé M^S_j áöáéñþíôáò ôçí ðñþôç ãñáììÞ áðü üëåò ôéò õðüëïéðåò ãñáììÝò êáé ðñïóèÝôïíôáò üëåò ôéò óôÞëåò óôçí ðñþôç óôÞëç. ÿœïõìå:

λ(K_j ) ≡ det(M^K_j ) = (n − 1) · (n − j − 1)^{j−1}

and λ(S_j ) ≡ det(M^S_j ) = (n − 2)^{j−1} · (n − j − j − 1 n − 2 ).

Ãéá ôïõò ðSSíáêåò M^P_j êáé M^C_j , ïñSSæïõìå ìéá áíáäñïìéêÞ óœÝóç ðïõ åðéëýåôáé œñçóéìïðïéþíôáò êëáóéêÝò ôåœíéêÝò (ðáñüìïéá áðïôåëÝóìáôá ìðïñïýí íá âñåèïýí óôçí åñãáóSSá [41]) . ãéá n ≥ 5, Ýœïõìå:

λ(P_j ) ≡ det(M^P_j ) = n − 1 r · 2^j · ( (n − 3 + r)^j − (n − 3 − r)^j )

= n − 1 2^{j−1} · j−1∑ t=0 ( r^t · (n − 3)^{j−t−1} )

and λ(C_j ) ≡ det(M^C_j ) = 1 2^j · ( (n − 3 + r)^j + (n − 3 − r)^j + (−2)^{j+1} )

üðïõ r = √ (n − 1) · (n − 5).

Ç óõíèÞêç n ≥ 5 ìáò åðéâåâáéþíåé üôé ç ìåôáâëçôÞ r åSSíáé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò. äåí åSSíáé áðáñáSSôçôï, åöüóïí åÜí èÝëïõìå íá Ýœïõìå Ýíá ìïíïðÜôé Þ Ýíá êýêëï, êáèÝíá áðü áõôÜ ðñÝðåé íá Ýœåé ôïõëÜœéóôïí ôÝóóåñéò êïñõöÝò (èõìçèåSSôå ôçí óýìâáóÞ ìáò) êáé åöüóïí ôï ãñÜöçìá sunãñÜöçìá Ýœåé ôïõëÜœéóôïí ìéá êïñõöÞ. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, óçìåéþóôå üôé åÜí n = 5 ôüôå λ(P_j ) = λ(C_j ) = 0 åöüóïí (n − 3 + r)^j − (n − 3 − r)^j = 0 êáé (n − 3 + r)^j + (n − 3 − r)^j = 2^j + 2^j . Áõôü åSSíáé áíáìåíüìåíï êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò, åðåéäÞ ôï áóôåñïåéäÞ ãñÜöçìá A áðïôåëåSSôáé áðü ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ ãåéôïíéêÞ ìå üëåò ôéò êïñõöÝò ôùí ãñáöçìÜôùí P_j (= P_4) Þ C_j (= C_4) êáé åðïìÝíùò K_n − A = A åSSíáé ìç-óõíåêôéêü. ÅðéðëÝïí, äåí åSSíáé äýóêïëï íá äåé êáíåSSò:

ÐáñáôÞñçóç 5.1. Ïé ðïóüôçôåò λ(K_j ), λ(S_j ), λ(P_j ), êáé λ(C_j ) åSSíáé ìç-áñíçôéêÝò.

5.3.1 Complete-planet ÃñáöÞìáôá

ÿóôù K_n ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé G_c Ýíá complete-planet ãñÜöçìá ìå m sun-êïñõöÝò {v_1, v_2, . . . , v_m} êáé ℓ planet-êïñõöÝò ôÝôïéï þóôå V (G_c) ⊆ V (K_n). Èá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôï Ðüñéóìá 5.1 ìå óêïðü íá åîÜãïõìå Ýíáí êëåéóôü ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G = K_n − G_c.

Ãéá êÜèå ãñÜöçìá G_i + v_i, 1 ≤ i ≤ m, üðïõ ôï ãñÜöçìá G_i åSSíáé ôï i-óôï planet-õðïãñÜöçìá ôïõ G_c, êáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí ðSSíáêá U_i ðïõ Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

U_i =

M^K 1 M^S 1 M^P 1 M^C 1 1 1 1 1 n − d(v_i) ,

üðïõ ïé õðïðSSíáêåò M^K , M^S , M^P , êáé M^C áíôéóôïéœïýí óôéò êëSSêåò, áóôÝñéá, ìïíïðÜôéá, êáé êýêëïõò ôùí ãñáöçìÜôùí G_i áíôSSóôïéœá. Ï ðSSíáêáò M^K ðåñéÝœåé α_{i1} áíôSSãñáöá ôïõ ðSSíáêá M^K_1 , α_{i2} áíôSSãñáöá ôïõ ðSSíáêá M^K_2 , êáé ï.ê.å. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ï ðSSíáêáò M^K Ýœåé áêñéâþò

∑_{ℓi} j=1 jα_{ij} ãñáììÝò êáé óôÞëåò, ðïõ áíôéóôïéœïýí óå ìéá êïñõöÞ áðü ôéò α_{ij} êëSSêåò K_j , 1 ≤ j ≤ ℓ_i, ôïõ ãñáöÞìáôïò G_i. ÁõôÞ ç ðåñSSðôùóç åSSíáé ðáñüìïéá ãéá ôïõò ðSSíáêåò M^S , M^P , êáé M^C . Áðü ôçí ìïñöÞ ðïõ äåSSîáìå ðñïçãïõìÝíùò ôïõ ðSSíáêá êáé ôçò Åî. (5.1), óõìðåñÜíïõìå üôé ï ðSSíáêáò U_i Ýœåé ìÝãåèïò (ℓ_i + 1) × (ℓ_i + 1).

Ìå óêïðü íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá U_i, ðñïóèÝôïõìå ìéá åðéðëÝïí ãñáììÞ êáé ìéá åðéðëÝïí óôÞëç åðÜíù êáé áñéóôåñÜ ôïõ ðSSíáêá U_i . ï ôñïðïðïéçìÝíïò (ℓ_i + 2) × (ℓ_i + 2) ðSSíáêáò U^′_i Ýœåé ôçí (1, 1)-èÝóç êáé (1, ℓ_i + 2)-èÝóç SSóç ìå 1 åíþ üëåò ïé Üëëåò èÝóåéò ôçò ðñþôçò ãñáììÞò êáé óôÞëçò åSSíáé SSóåò ìå 0. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ï ðSSíáêáò U^′_i Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

U^′_i =

1 1

U_i =

1 1 M^K 1

M^S 1

M^P 1

M^C 1

1 1 1 1 n − d(v_i)

.

Áíáðôýóóïíôáò ùò ðñïò ôá óôïéœåSSá ôçò ðñþôçò óôÞëçò ôïõ ðSSíáêá U^′_i , Ýœïõìå üôé det(U^′_i ) = det(U_i). Áöáéñïýìå ôçí ðñþôç ãñáììÞ ôïõ ðSSíáêá U^′_i áðü üëåò ôéò ãñáììÝò ôïõ ðSSíáêá U^′_i , åêôüò áðü ôçí ôåëåõôáSSá. Óôç óõíÝœåéá, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôéò óôÞëåò ôïõ ðSSíáêá U^′_i , åêôüò áðü ôçí ôåëåõôáSSá óôÞëç, ìå 1/(n − 1) êáé ôéò ðñïóèÝôïõìå óôçí ðñþôç óôÞëç. Óçìåéþóôå üôé ôï Üèñïéóìá ôùí óôïéœåSSùí êÜèå óôÞëçò åêôüò áðü ôçí ôåëåõôáSSá åSSíáé SSóá ìå n − 1. Ôåëéêþò, áöáéñïýìå ôçí ðñþôç óôÞëç áðü ôçí ôåëåõôáSSá óôÞëç ôïõ ðSSíáêá U^′_i . ÿôóé, áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ôéìÞ d(v_i) = m + ℓ_i − 1 êáé åöüóïí det(U^′_i ) = det(U_i), èá Ýœïõìå:

det (U_i) =

| | | | | | | | |

M^K

M^S

M^P M^C 1 1 1 1 q_i

| | | | | | | | | = q_i ·

ℓ_i∏

j=1 ( λ(K_j )^{αij} · λ(S_j )^{βij} · λ(P_j )^{γij} · λ(C_j )^{δij} ) ,

üðïõ q_i = n − (m + ℓ_i − 1) − ℓ_i n − 1 . Ôþñá åSSìáóôå óå èÝóç íá õðïëïãSSóïõìå ôïí áñéèìü τ(G) ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G = K_n − G_c œñçóéìïðïéþíôáò ôï óõìðëçñùìáôéêü óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêá èåþñçìá êáé ôï Ðüñéóìá 5.1. ÿôóé êáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí (m + ℓ) × (m + ℓ) ðSSíáêá U(= M) ãéá Ýíá complete-planet ãñÜöçìá G_c, âáóéæüìåíïé óôïí ôñüðï ðïõ åðéãñÜöïõìå ôéò êïñõöÝò. Ôüôå èá Ýœïõìå:

τ(G) = n^{n−m−ℓ−2} · det (U) (5.2)

üðïõ U =

U_{1,1} 1

U_{2,2} 1 .. . .. . U_{m,m} 1 1 n − d(v_1) 1 · · · 1 1 1 n − d(v_2) · · · 1 .. . . . . . .. . . . 1 1 1 · · · n − d(v_m)

åSSíáé Ýíáò (m + ℓ) × (m + ℓ) ðSSíáêáò êáé ïé õðïðSSíáêåò U_{i,i}, 1 ≤ i ≤ m, áðïêôïýíôáé áðü ôïí ðSSíáêá U_i äéáãñÜöïíôáò ôçí ôåëåõôáSSá ãñáììÞ êáé ôçí ôåëåõôáSSá óôÞëç (ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí êïñõöÞ v_i). Ôþñá áðïìÝíåé íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá U. Áêïëïõèþíôáò ìéá äéáäéêáóSSá ðáñüìïéá ìå áõôÞ ðïõ åöáñìüóáìå óôïí ðSSíáêá U_i, èá Ýœïõìå:

det (U) = ℓ∏ j=1 ( λ(K_j )^{α(j)} · λ(S_j )^{β(j)} · λ(P_j )^{γ(j)} · λ(C_j )^{δ(j)} ) ·

| | | | | | | | | q_1 1 · · · 1 1 q_2 · · · 1 . . . . .. . . . 1 1 · · · q_m

| | | | | | | | |

= ℓ∏ j=1 ( λ(K_j )^{α(j)} · λ(S_j )^{β(j)} · λ(P_j )^{γ(j)} · λ(C_j )^{δ(j)} ) · det (D_c). (5.3)

Ãéá íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ôéìÞ det (D_c), ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ðñþôç ãñáììÞ ôïõ ðSSíáêá D_c ìå −1 êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôéò õðüëïéðåò m − 1 ãñáììÝò. Ôüôå, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç i ìå

q_1 −1 q_i −1 , 2 ≤ i ≤ m, êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí ðñþôç óôÞëç. Ï ðSSíáêáò Dc ìåôáôñÝðåôáé óå Üíù

ôñéãùíéêü ìå ôçí (1, 1)-èÝóç SSóç ìå q_1 +

∑_m i=2 q_1−1 q_i−1 êáé êÜèå (i, i)-èÝóç, 2 ≤ i ≤ m, éóïýôáé ìå

q_i − 1. ÿôóé,

det(D_c) = ( q_1 + m∑ i=2 q_1 − 1 q_i − 1 ) · m∏ i=2 (q_i − 1) = ( 1 + m∑ i=1 1 q_i − 1 ) · m∏ i=1 (q_i − 1).

Œñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìåôáâëçôÞ p_i ãéá íá äçëþíïõìå p_i = q_i − 1 êáé áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ôéìÞ ôçò ïñSSæïõóáò det (D_c) óôçí Åî. (5.3), èá Ýœïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 5.1. ÿóôù Ýíá complete-planet ãñÜöçìá G_c ìå m sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò. Ôüôå, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G = K_n − G_c, üðïõ n ≥ m + ℓ, åSSíáé SSóï ìå

τ(G) = n^{n−m−ℓ−2} · ℓ∏ j=1 ( λ(K_j )^{α(j)} · λ(S_j )^{β(j)} · λ(P_j )^{γ(j)} · λ(C_j )^{δ(j)} ) · ( 1 + m∑ i=1 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i

üðïõ

p_i = n − m − n n − 1

· ℓ_i

êáé α(j) (áíôSSóô. β(j), γ(j), δ(j)) åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí ìÝãéóôùí êëéêþí (áíôSSóô. áóôåñéþí, ìïíïðáôéþí, êýêëùí) ìå j êïñõöÝò óôá planet-ãñáöÞìáôá ôïõ ãñáöÞìáôïò G_c.

Ãéá ôéò ðïóüôçôåò p_i, ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå ôï áêüëïõèï.

ËÞììá 5.1. ÿóôù Ýíá complete-planet ãñÜöçìá G_c ìå m sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò. Ôüôå, ãéá ôéò ðïóüôçôåò p_i, i = 1, 2, . . . , m, Ýœïõìå:

1. åÜí m = 1, ôüôå p_1 ≥ −1 ìå ôçí éóüôçôá íá éóœýåé åÜí êáé ìüíï åÜí n = m + ℓ = ℓ + 1. 2. åÜí m ≥ 2 êáé ℓ = 0, ôüôå ãéá üëá ôá i = 1, 2, . . . , m, p_i = n − m ≥ 0, ìå ôçí éóüôçôá íá éóœýåé åÜí êáé ìüíï åÜí n = m + ℓ = m.

3. åÜí m ≥ 2, ℓ > 0, êáé ∃ℓ_j = ℓ, ôüôå p_j ≥ −^{n−m}_{n−1} > −1 êáé ãéá üëá ôá i ≠ j, p_i = n − m > 0 . 4. åÜí m ≥ 2, ℓ > 0, êáé ∀i = 1, 2, . . . , m, ℓ_i ≠ ℓ, ôüôå p_i > 0.

Áðüäåéîç: ÕðåíèõìSSæïõìå üôé n ≥ m + ℓ. Ãéá ôéò ôÝóóåñéò ðåñéðôþóåéò, èá Ýœïõìå:

1. ÅÜí m = 1 ôüôå n ≥ 1 + ℓ =⇒ −ℓ ≥ −(n − 1). ÿôóé,

p_1 = n − 1 − n n − 1

· ℓ ≥ n − 1 − n n − 1

· (n − 1) = −1.

ÅðïìÝíùò, p_1 = −1 i¸ n = 1 + ℓ. 2. Ðñïöáíþò éóœýåé.

3. Ãéá üëá ôá i ≠ j, p_i = n − m > 0 åöüóïí n ≥ m + ℓ > m. ÅðåéäÞ −ℓ ≥ −(n − m), ãéá p_j èá Ýœïõìå:

p_j = n − m − n n − 1

· ℓ ≥ n − m − n n − 1

· (n − m) = − n − m n − 1 ðïõ åSSíáé ìåãáëýôåñï áðü −1 åðåéäÞ n − 1 > n − m > 0.

4. Åöüóïí ℓ_i ≠ ℓ ãéá üëá ôá i = 1, 2, . . . , m, ôüôå ℓ_i ≤ ℓ − 1. ÿôóé,

p_i = n − m − n n − 1

· ℓ_i ≥ ℓ − n n − 1

· (ℓ − 1) = n − ℓ n − 1 > 0 áöïý éóœýåé n ≥ m + ℓ > ℓ ≥ 1.

ÅSSíáé óçìáíôéêü íá ôïíSSóïõìå üôé ðáñüëï ðïõ ìéá ðïóüôçôá p_i ìðïñåSS íá åSSíáé áñíçôéêÞ (äåSSôå Ðåñéðôþóåéò (1) êáé (3) áðü ôï ËÞììá 5.1), ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí äåí åSSíáé ðïôÝ áñíçôéêü. Óôçí ÐåñSSðôùóç (1), óçìåéþíïõìå üôé ( 1 + m∑ i=1 1/p_i ) · m∏ i=1 p_i = (1 + 1/p_1) · p_1 = p_1 + 1 ≥ 0,

ðïõ åðÜãåé üôé τ(K_n − G_c) ≥ 0 áöïý n, λ(K_j ), λ(S_j ), λ(P_j ), êáé λ(C_j ) åSSíáé üëá ìç-áñíçôéêÜ (äåSSôå ÐáñáôÞñçóç 5.1). τ(K_n − G_c) = 0 åÜí êáé ìüíï åÜí p_1 = −1 üðùò áíáìåíüôáí áöïý åÜí p_1 = −1, ðïõ éóœýåé åÜí êáé ìüíï åÜí n = 1 + ℓ, ôüôå ôï ãñÜöçìá K_n − G_c åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G_c óôï ïðïSSï ç (ìïíáäéêÞ) sun-êïñõöÞ v_1 ôïõ ãñáöÞìáôïò G_c åSSíáé áðïìïíùìÝíç.

Óôçí ÐåñSSðôùóç (3), Ýœïõìå üôé ( 1 + m∑ i=1 1/p_i ) · m∏ i=1 p_i = m∏ i=1 p_i + m∑ i=1 ∏ t≠i

p_t

≥ (n − m)^{m−1} · (− n − m n − 1

) + (n − m)^{m−1} + (m − 1) · (n − m)^{m−2} · (− n − m n − 1 ) = (n − m)^{m−1} · [ − n − m n − 1

+ 1 − m − 1 n − 1 ] = 0,

ðïõ óçìáSSíåé üôé τ(K_n − G_c) ≥ 0. îáíÜ, τ(K_n − G_c) = 0 åÜí êáé ìüíï åÜí n = m + ℓ, ðïõ åSSíáé áíáìåíüìåíï áöïý ôüôå ôï ãñÜöçìá K_n − G_c åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G_c, óôï ïðïSSï ç sun-êïñõöÞ v_j åSSíáé áðïìïíùìÝíç.

5.3.2 Star-planet ÃñáöÞìáôá

ÿóôù Ýíá star-planet ãñÜöçìá G_s ìå m + 1 sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò ôÝôïéï þóôå V (G_s) ⊆ V (K_n). Œñçóéìïðïéïýìå ôï óõìðëçñùìáôéêü óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêá èåþñçìá ìå óêïðü íá åîÜãïõìå Ýíáí êëåéóôü ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G = K_n − G_s.

Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá, ãéá ôï ãñÜöçìá G = K_n−G_c Ýœïõìå óœçìáôSSóåé ôïí (ℓ_i +1) × (ℓ_i+ 1) ðSSíáêá U_i, êáé Ýœïõìå õðïëïãSSóåé ôçí ïñSSæïõóÜ ôïõ. ÅSSíáé åýêïëï íá äåSS êáíåSSò üôé ï ðSSíáêáò U_i ôáéñéÜæåé ìå ôïí áíôSSóôïéœï ðSSíáêá ãéá ôï ãñÜöçìá K_n − G_s äåäïìÝíïõ üôé œñçóéìïðïéïýìå d(v_i) = ℓ_i + 1, 1 ≤ i ≤ m. ÕðïëïãSSæïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá U_i âáóéæüìåíïé óôçí SSäéá ôåœíéêÞ ìå áõôÞí ðïõ åöáñìüóáìå ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G_c, êáé èá Ýœïõìå:

det (U_i) = p_i ·

ℓ_i∏

j=1 ( λ(K_j )^{αij} · λ(S_j )^{βij} · λ(P_j )^{γij} · λ(C_j )^{δij} ) , üðïõ p_i = n − (ℓ_i + 1) − ℓ_i n − 1

= n − 1 − n n − 1

· ℓ_i.

ÿôóé, áðü ôï Ðüñéóìá 5.1 êáôáóêåõÜæïõìå ôïí (m+ℓ+1)×(m+ℓ+1) ðSSíáêá U(= M), óýìöùíá ìå ôïí ôñüðï åðéãñáöÞò ãéá Ýíá star-planet ãñÜöçìá G_s. Ãéá ôïí áñéèìü τ(G) ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G = K_n − G_s, Ýœïõìå ôïí áêüëïõèï ôýðï:

τ(G) = n^{n−m−ℓ−3} · det (U) (5.4)

üðïõ U =

U_{1,1} 1 U_{2,2} 1 .. . . . . U_{m,m} 1 1 n − d(v_1) 1 1 n − d(v_2) 1 .. . . . . . . 1 n − d(v_m) 1 1 1 · · · 1 n − d(c)

åSSíáé Ýíáò (m + ℓ + 1) × (m + ℓ + 1) ðSSíáêáò. ĳðùò êáé óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G_c, êÜèå õðïðSSíáêáò U_{i,i}, 1 ≤ i ≤ m, áðïêôÜôáé áðü ôïí ðSSíáêá U_i äéáãñÜöïíôáò ôçí ôåëåõôáSSá ãñáììÞ êáé ôçí ôåëåõôáSSá óôÞëç. Óçìåéþóôå üôé

det (U_{i,i}) =

ℓ_i∏

j=1 λ(K_j )^{αij} · λ(S_j )^{βij} · λ(P_j )^{γij} · λ(C_j )^{δij} .

ÿôóé, ãéá ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá U, Ýœïõìå üôé

det (U) = ℓ∏ j=1 ( λ(K_j )^{α(j)} · λ(S_j )^{β(j)} · λ(P_j )^{γ(j)} · λ(C_j )^{δ(j)} ) ·

| | | | | | | | | | p_1 1 p_2 1 . . . . . p_m 1 1 1 · · · 1 n − m

| | | | | | | | | |

= ℓ∏ j=1 ( λ(K_j )^{α(j)} · λ(S_j )^{β(j)} · λ(P_j )^{γ(j)} · λ(C_j )^{δ(j)} ) · det (D_s),

üðïõ D_s åSSíáé Ýíáò (m+1)×(m+1) ðSSíáêáò. Ìå óêïðü íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá D_s, äïõëåýïõìå üðùò êáé óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ complete-planet ãñáöÞìáôïò: ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ðñþôç ãñáììÞ ôïõ ðSSíáêá D_s ìå −1 êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôéò åðüìåíåò m − 1 ãñáììÝò. Ôüôå, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç i ìå^{p1}_{pi} , 2 ≤ i ≤ m, êáé ôç ðñïóèÝôïõìå óôçí ðñþôç óôÞëç. ÔåëéêÜ, Ýôóé þóôå íá êÜíïõìå ôïí ðSSíáêá D_s Üíù äéáãþíéï, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ðñþôç óôÞëç ìå^{−1}_{p1} êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå add it toóôçí óôÞëç m + 1. ÿôóé,

det (D_s) = ( n − m − 1 p_1 − m∑ i=2 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i = ( n − m − m∑ i=1 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i.

ÿœïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 5.2. ÿóôù Ýíá star-planet ãñÜöçìá G_s ìå m + 1 sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò. Ôüôå, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò G = K_n − G_s, üðïõ n ≥ m + ℓ + 1, åSSíáé SSóï ìå

τ(G) = n^{n−m−ℓ−3} · ℓ∏ j=1 ( λ(K_j )^{α(j)} · λ(S_j )^{δ(j)} · λ(P_j )^{β(j)} · λ(C_j )^{γ(j)} ) · ( n − m − m∑ i=1 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i

üðïõ

p_i = n − 1 − n n − 1

· ℓ_i

êáé α(j) (áíôSSóô. β(j), γ(j), δ(j)) åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí ìÝãéóôùí êëéêþí (áíôSSóô. áóôåñéþí, ìïíïðáôéþí, êýêëùí) ìå j êïñõöÝò óôï planet-graph ôïõ ãñáöÞìáôïò G_s.

Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç, ãéá ôéò ðïóüôçôåò p_i, i = 1, 2, . . . , m, Ýœïõìå üôé:

ËÞììá 5.2. ÿóôù Ýíá star-planet ãñÜöçìá G_s ìå m + 1 sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò. Ôüôå,

1. åÜí ℓ = 0, ôüôå ãéá üëá ôá i = 1, 2, . . . , m, p_i = n − 1 > 0.

2. åÜí ℓ > 0 êáé m = 1, ôüôå p_1 > 0.

3. åÜí ℓ > 0, m ≥ 2, êáé ∃ℓ_j = ℓ, ôüôå p_j > 0 êáé ãéá üëá i ≠ j, p_i = n − 1 > 0.

4. åÜí ℓ > 0, m ≥ 2, êáé ∀i = 1, 2, . . . , m, ℓ_i < ℓ, ôüôå p_i > m ≥ 2.

Áðüäåéîç: ÕðåíèõìSSæïõìå üôé n ≥ m + 1 + ℓ ðïõ åêöñÜæåé üôé −ℓ ≥ m + 1 − n. ÅðïìÝíùò,

1. Ðñïöáíþò éóœýåé.

2. Åöüóïí m = 1 ðáSSñíïõìå üôé −ℓ ≥ 2 − n êáé Ýôóé

p_1 = n − 1 − n n − 1

· ℓ ≥ n − 1 + n n − 1

· (2 − n) = 1 n − 1 > 0 åðåéäÞ n > 1.

3. Áðü ôïí ïñéóìü ôùí p_i, éóœýåé p_i = n − 1 > 0 ãéá üëá ôá i ≠ j. Ãéá ôçí ðïóüôçôá p_j , Ýœïõìå

p_j = n − 1 − n n − 1

· ℓ ≥ n − 1 + n n − 1

· (m + 1 − n) = nm n − 1

− 1 > 0

åöüóïí m ≥ 2 êáé n > 3, êáé Ýôóé nm ≥ 2n > n − 1.

4. Åöüóïí ãéá üëá ôá i = 1, 2, . . . , m éóœýåé üôé ℓ_i ≠ ℓ, ôüôå ℓ_i ≤ ℓ−1. ÅðéðëÝïí, n−1 ≥ m+ℓ.

ÿôóé,

p_i ≥ m + ℓ − n n − 1

· (ℓ − 1) = m + nℓ − ℓ − nℓ + n n − 1

= m + n − ℓ n − 1 > m áöïý n ≥ m + 1 + ℓ > ℓ ≥ 1.

Ôï ËÞììá 5.2 åêöñÜæåé üôé ïé ðïóüôçôåò p_i åSSíáé óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò èåôéêÝò. ÅðéðëÝïí, ìðïñïýìå íá ðéóôïðïéÞóïõìå üôé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí äåí åSSíáé ðïôÝ áñíçôéêü. ÅðåéäÞ ôá n, λ(K_j ), λ(S_j ), λ(P_j ), êáé λ(C_j ) åSSíáé üëá ìç-áñíçôéêÜ (ÐáñáôÞñçóç 5.1), áðïìÝíåé íá äåSSîïõìå üôé (n − m −

∑_m

i=1 1/p_i) ·

∏_m

i=1 p_i ≥ 0. Óôçí ðåñSSðôùóç (1), óçìåéþíïõìå üôé ( n − m − m∑ i=1 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i = ( n − m − m n − 1 ) · (n − 1)^m = ( n · n − m − 1 n − 1 ) · (n − 1)^m ≥ 0 åðåéäÞ n ≥ m + 1 > 1. ÿôóé, ï áñéèìüò τ(K_n − G_s) ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí äåí åSSíáé ìéêñüôåñï áðü 0 . åÜí n = m + 1 ôüôå τ(K_n − G_s) = 0, üðùò áíáìåíüôáí, åöüóïí ãéá n = m + 1, ôï ãñÜöçìá K_n − G_s åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G_s óôï ïðïSSï ç êåíôñéêÞ êïñõöÞ ôïõ sun-ãñáöÞìáôïò ôïõ G_s åSSíáé áðïìïíùìÝíç. Óôçí ðåñSSðôùóç (2), m = 1 êáé ( n − m − m∑ i=1 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i = ( n − 1 − 1 p_1 ) ·p_1 = (n−1)·p_1−1 = (n−1)^2−nℓ−1 = n(n−2−ℓ) ≥ 0

áöïý n ≥ m + 1 + ℓ = 2 + ℓ. ÅðSSóçò, åÜí n = ℓ + 2 ôüôå τ(K_n − G_s) = 0, üðùò áíáìåíüôáí áöïý ãéá n = ℓ + 2, ôï ãñÜöçìá K_n − G_s åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá åíüò ãñáöÞìáôïò G_s óôï ïðïSSï ç sun-êïñõöÞ v_1 ôïõ ãñáöÞìáôïò G_s åSSíáé áðïìïíùìÝíç. Óôçí ðåñSSðôùóç (3) Ýœïõìå, ( n − m − m∑ i=1 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i = ( n − m − ( m − 1 n − 1 + 1 p_j )) · (n − 1)^{m−1} · p_j

= (n − 1)^{m−1} · (( n − m − m − 1 n − 1 ) · p_j + 1 ) > 0 åðåéäÞ p_j > 0 êáé n > m =⇒ −^{m−1}_{n−1} > −1 =⇒ n − m −^{m−1}_{n−1} > n − m − 1 ≥ ℓ > 0. Ôåëéêþò, óôçí ðåñSSðôùóç (4), åöüóïí p_i > m, ( n − m − m∑ i=1 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i > ( n − m − m m ) · m^m = (n − m − 1) · m^m > 0.

5.4 ÁðïôåëÝóìáôá ÌåãéóôïðïSSçóçò

ĳðùò ðñïáíáöÝñèçêå óôçí åéóáãùãÞ, ôï ðéï ïìïéüìïñöï áîéüðéóôï äSSêôõï ([25, 84]) ïñSSæåôáé ãéá íá ìåãéóôïðïéåSS ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí. ÿôóé, åSSíáé åíäéáöÝñïí íá êáèïñSSóïõìå ôïõò ôýðïõò ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ Ýœïõí ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá ðñïêáèïñéóìÝíåò ôéìÝò ôùí êïñõöþí êáé áêìþí. Ãéá íá êñáôÞóïõìå ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí êáé áêìþí óôáèåñü, èåùñïýìå üôé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n êáé ôïõ sun-ãñáöÞìáôïò êáé ôùí äéáíõóìÜôùí êëSSêáò, áóôåñéïý, ìïíïðáôéïý, êáé êýêëïõ åSSíáé óôáèåñÜ. Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá, ðáñÝœïõìå áðïôåëÝóìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n −G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá complete-planet Þ Ýíá star-planet ãñÜöçìá.

5.4.1 Complete-planet ÃñáöÞìáôá

ÿóôù Ýíá complete-planet ãñÜöçìá G_c ìå m sun-êïñõöÝò êáé ℓ planet-êïñõöÝò, üðïõ ℓ = ℓ_1 + ℓ_2 + · · · + ℓ_m êáé ℓ_i, 1 ≤ i ≤ m, åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôùí planet-õðïãñáöçìÜôùí G_1, G_2, . . . , G_m. Ãéá åõêïëSSá óõìâïëéóìïý, ãñÜöïõìå ôïí áñéèìü τ(K_n − G_c) ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G_c ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.1 ùò åîÞò:

τ(K_n − G_c) = X(G_c) · Y (G_c),

üðïõ

X(G_c) = n^{n−m−ℓ−2} · ℓ∏ j=1 ( λ(K_j )^{α(j)} · λ(P_j )^{β(j)} · λ(C_j )^{γ(j)} · λ(S_j )^{δ(j)} ) ,

Y (G_c) = ( 1 + m∑ i=1 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i, êáé p_i = n − m − n n − 1

· ℓ_i. (5.5)

Åöüóïí ìáò åíäéáöÝñåé íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí üôáí ïé ðáñÜìåôñïé n êáé m, üðùò åðSSóçò êáé ôï äéÜíõóìá êëSSêáò α, ôï äéÜíõóìá áóôåñéïý β, ôï äéÜíõóìá ìïíïðáôéþí γ, êáé ôï äéÜíõóìá êýêëïõ δ åSSíáé óôáèåñÜ, åðáñêåSS íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôïí ðáñÜãïíôá Y (G_c).

Èá óõãêåíôñùèïýìå óôç ðåñSSðôùóç åêåSSíç ðïõ m ≥ 2 êáé ℓ > 0. åÜí m = 1 Þ ℓ = 0, äåí Ýœïõìå êáìSSá éêáíüôçôá íá áëëÜîïõìå ôçí äïìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G_c. Åöüóïí m∑ i=1 p_i = m∑ i=1 (n − m − n n − 1 ℓ_i) = (n − m) m − n n − 1 m∑ i=1 ℓ_i = (n − m) m − n n − 1 ℓ, ôï ïðïSSï Ýœåé óôáèåñÞ ôéìÞ åöüóïí ôá n, m, ℓ åSSíáé ðñïêáèïñéóìÝíá, áíôéêáèéóôïýìå ôçí ôéìÞ p_m ìå S −

∑_{m−1} i=1 p_i óôïí ðáñÜãïíôá Y (G_c), üðïõ S =

∑_m i=1 p_i = (n − m) m −^n_{n−1} ℓ. Ôüôå,

Y (G_c) = ( 1 + m∑ i=1 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i = m∏ i=1 p_i + m∑ i=1 m∏ j=1 j≠i

p_j

= p_m m−1∏ i=1 p_i + p_m m−1∑ i=1 m−1∏ j=1 j≠i

p_j + m−1∏ i=1 p_i

= ( S − m−1∑ i=1 p_i ) · m−1∏ i=1 p_i + ( S − m−1∑ i=1 p_i ) · m−1∑ i=1 m−1∏ j=1 j≠i

p_j + m−1∏ i=1 p_i

= ( 1 + S − m−1∑ i=1 p_i ) · m−1∏ i=1 p_i + ( S − m−1∑ i=1 p_i ) · m−1∑ i=1 m−1∏ j=1 j≠i

p_j .

ÕðïëïãSSæïõìå ôï ìÝãéóôï âñSSóêïíôáò ôçí ìåñéêÞ ðáñÜãùãï ôïõ ðáñÜãùíôá Y (G_c) ùò ðñïò ïðïéïäÞðïôå p_t, 1 ≤ t ≤ m − 1, êáé èÝôïíôÜò ôï SSóï ìå ôï 0.

∂Y (G_c)

∂p_t = − m−1∏ i=1 p_i + ( 1 + S − m−1∑ i=1 p_i ) · m−1∏ i=1 i≠t

p_i − m−1∑ i=1 m−1∏ j=1 j≠i

p_j + ( S − m−1∑ i=1 p_i ) · m−1∑ i=1 i≠t

m−1∏ j=1 j≠i,t

p_j

= − m−1∏ i=1 p_i + ( 1 + S − m−1∑ i=1 p_i ) · 1 p_t m−1∏ i=1 p_i − m−1∑ i=1 ( 1 p_i m−1∏ j=1 p_j ) + ( S − m−1∑ i=1 p_i ) · m−1∑ i=1 i≠t

( 1 p_ip_t m−1∏ j=1 p_j )

= m−1∏ i=1 p_i

−1 + 1 p_t ( 1 + S − m−1∑ i=1 p_i ) − m−1∑ i=1 1 p_i + ( S − m−1∑ i=1 p_i ) · 1 p_t m−1∑ i=1 i≠t 1 p_i

= m−1∏ i=1 p_i

−1 + 1 p_t − m−1∑ i=1 1 p_i + 1 p_t ( S − m−1∑ i=1 p_i ) + 1 p_t ( S − m−1∑ i=1 p_i ) · m−1∑ i=1 i≠t 1 p_i

= m−1∏ i=1 p_i

−1 − m−1∑ i=1 i≠t 1 p_i + 1 p_t ( S − m−1∑ i=1 p_i ) · ( 1 + m−1∑ i=1 i≠t 1 p_i )

= m−1∏ i=1 p_i · ( 1 + m−1∑ i=1 i≠t 1 p_i ) · ( 1 p_t ( S − m−1∑ i=1 p_i ) − 1 )

= m−1∏ i=1 i≠t

p_i · ( 1 + m−1∑ i=1 i≠t 1 p_i ) · ( S − m−1∑ i=1 p_i − p_t ) .

Ôüôå, ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá:

ËÞììá 5.3. ÅÜí m ≥ 2 êáé ℓ > 0, ôüôå ãéá êÜèå t ∈ {1, 2, . . . , m}

m−1∏ i=1 i≠t

p_i · ( 1 + m−1∑ i=1 i≠t 1 p_i ) > 0.

Áðüäåéîç: ÅÜí ãéá üëá ôá i = 1, 2, . . . , m, éóœýåé üôé ℓ_i < ℓ then p_i > 0 (ðåñSSðôùóç (4) ôïõ ËÞììáôïò 5.1) êáé ôï ëÞììá ðñïöáíþò Ýðåôáé. ÿóôù ôþñá üôé ℓ_j = ℓ ãéá êÜðïéá j áðü ôï óýíïëï {1, 2, . . . , m}. ÅÜí t = j, ôüôå ôï ëÞììá îáíÜ Ýðåôáé åöüóïí p_i > 0 ãéá üëá ôá i ≠ j (ðåñSSðôùóç (3) ôïõ ËÞììáôïò 5.1). Ôþñá, åÜí t ≠ j, ôüôå

m−1∏ i=1 i≠t

p_i · ( 1 + m−1∑ i=1 i≠t 1 p_i ) = ( (n − m)^{m−2} · p_j ) · ( 1 + m − 2 n − m + 1 p_j )

= (n − m)^{m−2} · ( p_j · (1 + m − 2 n − m

) + 1 )

≥ (n − m)^{m−2} · [ − n − 2 n − 1 + 1 ] > 0 åöüóïí p_j ≥ −^{n−m}_{n−1} (äåSSôå ðåñSSðôùóç (3) ôïõ ËÞììáôïò 5.1), 1 −^{n−2}_{n−1} =^1_{n−1} , and n ≥ m + ℓ > m ≥ 2.

Ìå âÜóç ôï ËÞììá 5.3, ç ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ∂Y (G_c)/∂p_t åSSíáé SSóç ìå 0 åÜí êáé ìüíï åÜí

p_t = S − m−1∑ i=1 p_i = p_m.

Åöüóïí ç ðáñáðÜíù éóüôçôá éóœýåé ãéá êÜèå t = 1, 2, . . . , m − 1, óõìðåñáSSíïõìå üôé ç ðïóüôçôá Y (G_c) öôÜíåé óå Ýíá üñéï åÜí êáé ìüíï åÜí p_1 = p_2 = . . . = p_m Þ éóïäýíáìá üôáí ℓ_1 = ℓ_2 = . . . = ℓ_m. ÅðéðëÝïí, åëÝãœïíôáò ôï ðñüóçìï ôçò ôéìÞò ôùí ∂^2Y (G_c)/∂^2p_t üôáí p_t = S −

∑_{m−1} i=1 p_i, ðéóôïðïéïýìå üôé ôï Üíù üñéï ôïõ ðáñÜãïíôá Y (G_c) åSSíáé Ýíá ìÝãéóôï. óçìåéþóôå üôé

∂^2Y (G_c) ∂^2p_t = m−1∏ i=1 i≠t

p_i · ( 1 + m−1∑ i=1 i≠t 1 p_i ) · ( −1 − 1 ) < 0.

Ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò óõãêåíôñþíïíôáé óôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 5.3. ÿóôù Ýíá complete-planet ãñÜöçìá G_c ìå ðñïêáèïñéóìÝíá äéáíýóìáôá êëéêþí, áóôåñéþí, ìïíïðáôéþí, êáé êýêëùí, êáé m + ℓ êïñõöÝò, üðïõ ℓ =

∑_m i=1 ℓ_i, êáé ℓ_i åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôùí i-óôþí planet-õðïãñáöçìÜôùí G_i. Ôüôå, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G_c ìåãéóôïðïéåSSôáé üôáí ïé ôéìÝò ôùí ℓ_i åSSíáé üëåò SSóåò.

Óôçí åñãáóSSá [24], Ýíá èåþñçìá ìåãéóôïðïSSçóçò ðáñÝœåôáé ãéá ôï ãñÜöçìá K_n − G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá multi-star ãñÜöçìá, ðïõ Ýðåôáé ùò óõíÝðåéá ôïõ ÈåùñÞìáôïò 5.3. åöüóïí ïé óõããñáöåSSò ôïõ [24] èåþñçóáí üôé ïé planet-óõíéóôþóåò ìðïñïýí ìüíï íá åSSíáé ìïíáäéêÝò êïñõöÝò, ôüôå åÜí äåí åSSíáé äõíáôü íá éóœýåé ℓ_1 = ℓ_2 = · · · = ℓ_m, åSSíáé óSSãïõñï åöéêôü íá åîáóöáëéóôåSS üôé ïðïéïäÞðïôå áðü ôá ℓ_i äéáöÝñïõí ôï ðïëý êáôÜ 1. Åöüóïí ãéá ôá äïèÝíôá äéáíýóìáôá êëéêþí, áóôåñéþí, ìïíïðáôéþí, êáé êýêëùí, êáôáöåñèåSS íá éóœýåé ℓ_1 = ℓ_2 = · · · = ℓ_m, åÜí åSSíáé åöéêôü, ìáò áðáéôåSS íá êÜíïõìå Ýíá ìåãÜëï áñéèìü óõíäõáóìþí ãåíéêÜ. ÐáñáêÜôù äSSíïõìå Ýíá åðéðëÝïí áðïôÝëåóìá ôï ïðïSSï üôáí åöáñìüæåôáé åðáíáëçðôéêÜ ìáò âïçèÜåé íá ðåôýœïõìå Ýíá ìÝãéóôï óå áõôü ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí, ðáñüëï ðïõ áõôü äåí åSSíáé áðáñáSSôçôï ïëéêü ìÝãéóôï.

ÿóôù äýï ôõœáSSåò êïñõöÝò v_i êáé v_j ôïõ sun-ãñáöÞìáôïò G_c[A] êáé Ýóôù G_i êáé G_j ôá áíôSSóôïéœá planet-õðïãñáöÞìáôá. ĳðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, ôá ãñáöÞìáôá G_i êáé G_j Ýœïõí ℓ_i êáé ℓ_j êïñõöÝò, áíôSSóôïéœá. Áðü ôï ãñÜöçìá G_c, êáôáóêåõÜæïõìå ôï complete-planet ãñÜöçìá G^′_c ìåôáêéíþíôáò ôéò planet-óõíéóôþóåò ìåôáîý ôùí planet-õðïãñáöçìÜôùí G_i êáé G_j Ýôóé þóôå íá áðïêôÞóïõìå ôá planet-õðïãñáöÞìáôá G^′_i êáé G^′_j ìå ℓ^′_i êáé ℓ^′_j êïñõöÝò, áíôSSóôïéœá. ôüôå, ℓ^′_i + ℓ^′_j = ℓ_i + ℓ_j .

ÂñSSóêïõìå ôþñá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ãñáöçìÜôùí G^′_c êáé G_c. Ðñþôá, ç ðïóüôçôá Y (G_c), óå óœÝóç ìå ôá p_i êáé p_j , ìðïñåSS íá ãñáöôåSS ùò

Y (G_c) = p_ip_j m∏ k=1 k≠i,j

p_k + p_ip_j m∑ r=1 r≠i,j m∏ k=1 k≠r,i,j

p_k + (p_i + p_j ) m∏ k=1 k≠i,j

p_k

= p_ip_j m∏ k=1 k≠i,j

p_k · 1 + m∑ r=1 r≠i,j 1 p_r

+ (pi + pj ) m∏ k=1 k≠i,j

p_k

= p_ip_j · Φ_1 + (p_i + p_j ) · Φ_2.

Ðáñüìïéá, ãéá ôï ãñÜöçìá G^′_c èá Ýœïõìå

Y (G^′_c) = p^′_ip^′_j · Φ_1 + (p^′_i + p^′_j ) · Φ_2.

Åðéðñüóèåôá, ôá ãñáöÞìáôá G_c êáé G^′_c Ýœïõí ôá SSäéá äéáíýóìáôá êëéêþí, áóôåñéþí, ìïíïðáôéþí, êáé êýêëùí, êáé Ýôóé X(G^′_c) = X(G_c). Ìå óêïðü íá óõãêñSSíïõìå ôá ðëÞèç ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ãñáöçìÜôùí K_n − G^′_c êáé K_n − G_c, åîåôÜæïõìå ôçí äéáöïñÜ ôïõò:

τ(K_n − G^′_c) − τ(K_n − G_c) = (Y (G^′_c) − Y (G_c)) · X(G_c) = ( (p^′_ip^′_j − p_ip_j ) · Φ_1 + (p^′_i + p^′_j − p_i − p_j ) · Φ_2 ) · X(G_c). (5.6)

Áðü ôçí Åî. (5.5), ðåôõœáSSíïõìå:

p^′_i + p^′_j = 2(n − m) − n n − 1

· (ℓ^′_i + ℓ^′_j ) and

p_i + p_j = 2(n − m) − n n − 1

· (ℓ_i + ℓ_j ).

Åöüóïí ℓ^′_i + ℓ^′_j = ℓ_i + ℓ_j , åSSíáé åýêïëï íá äåSS êáíåSSò üôé p^′_i + p^′_j = p_i + p_j . ÿôóé, ç Åî. (5.6) ìåôñÝðåôáé τ(K_n − G^′_c) − τ(K_n − G_c) = (p^′_ip^′_j − p_ip_j ) · Φ_1 · X(G_c). (5.7)

Ãéá ôá ãéíüìåíá p^′_ip^′_j êáé p_ip_j , Ýœïõìå üôé

p^′_ip^′_j = (n − m)^2 − (n − m) n n − 1

(ℓ^′_i + ℓ^′_j ) + ( n n − 1

)_2

ℓ^′_iℓ^′_j and

p_ip_j = (n − m)^2 − (n − m) n n − 1

(ℓ_i + ℓ_j ) + ( n n − 1

)_2

ℓ_iℓ_j .

ÿôóé, åöüóïí ℓ^′_i + ℓ^′_j = ℓ_i + ℓ_j , ç Åî. (5.7) ìåôáôñÝðåôáé óå

τ(K_n − G^′_c) − τ(K_n − G_c) = ( n n − 1

)_2 ( ℓ^′_iℓ^′_j − ℓ_iℓ_j ) · Φ_1 · X(G_c). (5.8)

Ìå Ýíáí ðáñüìïéï ôñüðï ìå áõôüí ðïõ äåSSîáìå óôçí áðüäåéîç ôïõ ËÞììáôïò 5.3, ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå üôé Φ_1 > 0. Åðéðñüóèåôá, X(G_c) ≥ 0. ÿôóé, óôçí Åî. (5.8) Ýœïõìå íá èåùñÞóïõìå ôçí ôéìÞ ℓ^′_iℓ^′_j − ℓ_iℓ_j . Áðïäåéêíýïõìå ôï áêüëïõèï ëÞììá.

ËÞììá 5.4. If |ℓ^′_i − ℓ^′_j | < |ℓ_i − ℓ_j | then ℓ^′_iℓ^′_j − ℓ_iℓ_j > 0.

Áðüäåéîç. ŒùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, Ýóôù ℓ_i ≥ ℓ_j êáé ℓ^′_i ≥ ℓ^′_j . Åöüóïí ℓ^′_i − ℓ^′_j < ℓ_i − ℓ_j êáé ℓ^′_i + ℓ^′_j = ℓ_i + ℓ_j , õðÜñœåé Ýíáò áêÝñáéïò r ≥ 1 ôÝôïéïò þóôå,

ℓ^′_i = ℓ_i − r and ℓ^′_j = ℓ_j + r.

Åöüóïí ℓ^′_i ≥ ℓ^′_j , èá ðñÝðåé íá éóœýåé üôé ℓ_i − r ≥ ℓ_j + r =⇒ 2r ≤ ℓ_i − ℓ_j . ÅðéðëÝïí, ℓ^′_iℓ^′_j = ℓ_iℓ_j + r(ℓ_i − ℓ_j ) − r^2, êáé, ãé’ áõôü, ℓ^′_iℓ^′_j − ℓ_iℓ_j = r(ℓ_i − ℓ_j ) − r^2 ðïõ åSSíáé ìåãáëýôåñï áðü 0 åöüóïí 1 ≤ r ≤ (ℓ_i − ℓ_j )/2.

ÅðïìÝíùò, Ýœïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 5.4. ÿóôù Ýíá complete-planet ãñÜöçìá G_c, Ýóôù äýï êïñõöÝò v_i, v_j ôïõ sun-ãñáöÞìáôïò êáé ℓ_i, ℓ_j ôá ðëÞèç ôùí êïñõöþí ôùí planet-õðïãñáöçìÜôùí G_i êáé G_j ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôéò êïñõöÝò v_i êáé v_j , áíôSSóôïéœá. ÅÜí ôéò êëSSêåò, ôá áóôÝñéá, ôá ìïíïðÜôéá êáé ôïõò êýêëïõò ôùí ãñáöçìÜôùí G_i êáé G_j ôá áíáêáôáôÜóóïõìå Ýôóé þóôå óôï ôñïðïðïéçìÝíï ãñÜöçìá G^′_c ôá ðëÞèç ôùí êïñõöþí ôùí planet-ãñáöçìÜôùí ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôéò êïñõöÝò v_i êáé v_j åSSíáé ℓ^′_i êáé ℓ^′_j ìå |ℓ^′_i − ℓ^′_j | < |ℓ_i − ℓ_j |, ôüôå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G^′_c åSSíáé ìåãáëýôåñï áðü áõôü ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G_c.

Ôï Èåþñçìá 5.4 åðÜãåé üôé ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå Ýíá æåõãÜñé êïñõöþí áðü ôï sun-ãñÜöçìá åíüò complete-planet ãñáöÞìáôïò G_c êáé áíáêáôáôÜóóïõìå ôéò planet-óõíéóôþóåò ôùí planetõðïãñáöçìÜôùí Ýôóé þóôå íá åëáœéóôïðïéÞóïõìå ôçí áðüëõôç ôéìÞ ôçò äéáöïñÜò ôùí áñéèìþí êïñõöþí ôïõò. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôçí äéáäéêáóSSá ãéá Ýíá áêüìá ôÝôïéï æåõãÜñé êïñõöþí êáé óõíåœSSóïõìå Ýùò üôïõ êáíÝíá æåõãÜñé ôùí êïñõöþí åðéöÝñåé ìåãáëýôåñï óå ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí.

5.4.2 Star-planet ÃñáöÞìáôá

Áðïäåéêíýïõìå ðáñüìïéá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôï ðëÞèïò τ(K_n − G_s) ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G_s, üðïõ G_s åSSíáé Ýíá star-planet ãñÜöçìá ìå m + 1 sun-êïñõöÝò êáé ℓ planetêïñõöÝò. ÕðïèÝôïõìå üôé ℓ = ℓ_1 + ℓ_2 + · · · + ℓ_m êáé ℓ_i, åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ planetõðïãñáöÞìáôïò G_i, 1 ≤ i ≤ m. Ôüôå, áðü ôï Èåþñçìá 5.2 Ýœïõìå üôé

τ(K_n − G_s) = X(G_s) · Y (G_s),

üðïõ

X(G_s) = n^{n−m−ℓ−3} · ℓ∏ j=1 ( λ(K_j )^{α(j)} · λ(S_j )^{β(j)} · λ(P_j )^{γ(j)} · λ(C_j )^{δ(j)} ) ,

Y (G_s) = ( n − m − m∑ i=1 1 p_i ) · m∏ i=1 p_i, êáé p_i = n − 1 − n n − 1

· ℓ_i. (5.9)

Ìå óêïðü íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôï ðëÞèïò τ(K_n − G_s) ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí õðü ôçí õðüèåóç üôé ïé ðáñÜìåôñïé n êáé m, êáé ôá äéáíýóìáôá ôçò êëSSêáò, áóôåñéïý, ìïíïðáôéïý, êáé êýêëïõ åSSíáé êáèïñéóìÝíá, åðáñêåSS íá ìåãéóôïðïéÞóïõìå ôïí ðáñÜãïíôá Y (G_s).

ÅSSíáé ãíùóôü üôé ôï ãéíüìåíï k èåôéêþí áñéèìþí a_1, a_2, . . . , a_k ðïõ ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò A åSSíáé óôáèåñü, åSSíáé ìÝãéóôï üôáí üëïé ïé áñéèìïSS åSSíáé SSóïé. áõôü öáSSíåôáé áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ìåôáâëçôÞ a_k ìå A −

∑_{k−1} i=1 a_i óôï ãéíüìåíï ôùí a_i êáé äïõëåýïíôáò ìå ôéò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ôçò ôåëéêÞò Ýêöñáóçò ùò ðñïò ïðïéïäÞðïôå áðü ôá a_i. Ìå ôïí SSäéï ôñüðï, ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå üôé ôï Üèñïéóìá

∑_k i=1 1 a_i ôùí k èåôéêþí áñéèìþí a1, a2, . . . , ak ðïõ ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò åSSíáé óôáèåñü,

åëáœéóôïðïéÞôáé üôáí üëïé ïé áñéèìïSS åSSíáé SSóïé. ÿôóé, åöüóïí ôï Üèñïéóìá ôùí ìåôáâëçôþí p_i åSSíáé (n − m)m −^{nℓ}_{n−1} ðïõ åSSíáé óôáèåñü üðùò õðïèÝóáìå äéüôé ôá n, m, ℓ åSSíáé óôáèåñÜ, êáé ïé äýï ðáñÜãïíôåò ôïõ Y (G_s) åSSíáé ìÝãéóôá üôáí üëá ôá p_i åSSíáé SSóá. ÿôóé, åÜí ëÜâïõìå õð’ üøéí üôé ïðïéïäÞðïôå äýï p_i, p_j åSSíáé SSóá åÜí êáé ìüíï åÜí ℓ_i = ℓ_j (äåSSôå Åî. (5.9)) Ýœïõìå Ýíá ðáñüìïé áðïôÝëåóìá ìå ôï Èåþñçìá 5.3.

Èåþñçìá 5.5. ÿóôù Ýíá star-planet ãñÜöçìá G_s ìå óôáèåñÜ äéáíýóìáôá êëSSêáò, áóôåñéïý, ìïíïðáôéïý, êáé êýêëïõ, êáé m + ℓ + 1 êïñõöÝò, üðïõ ℓ =

∑_m

i=1 ℓ_i êáé ℓ_i åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôùí i planet-õðïãñáöçìÜôùí G_i. Ôüôå, ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G_s ìåãéóôïðïéåSSôáé üôáí üëá ôá ℓ_i åSSíáé SSóá.

Óôç óõíÝœåéá, èåùñïýìå Ýíá star-planet ãñÜöçìá G_s êáé äýï ôõœáSSåò êïñõöÝò v_i êáé v_j ôïõ sunãñáöÞìáôïò G_s[A] ðïõ áíôéóôïéœïýí óôá planet-ãñáöÞìáôá ðïõ ðåñéÝœïõí ℓ_i êáé ℓ_j êïñõöÝò, áíôSSœôïéœá. ÊáôáóêåõÜæïõìå áðü ôï ãñÜöçìá G_s ôá star-planet ãñáöÞìáôá G^′_s ìåôáêéíþíôáò ôéò óõíéóôþóåò ìåôáîý ôùí planet-õðïãñáöçìÜôùí ôùí êïñõöþí v_i êáé v_j Ýôóé þóôå ôá ôåëéêÜ planetãñáöÞìáôá Ýœïõí ℓ^′_i êáé ℓ^′_j êïñõöÝò, áíôSSóôïéœá. Ôüôå, ℓ^′_i + ℓ^′_j = ℓ_i + ℓ_j êáé X(G_s) = X(G^′_s). Ç ðïóüôçôá Y (G_s), ùò ðñïò ôá p_i êáé p_j , ìðïñåSS íá ãñáöôåSS ùò

Y (G_s) = (n − m) p_ip_j m∏ k=1 k≠i,j

p_k − p_ip_j m∑ r=1 r≠i,j m∏ k=1 k≠r,i,j

p_k − (p_i + p_j ) m∏ k=1 k≠i,j

p_k

= p_ip_j

n − m − m∑ r=1 r≠i,j 1 p_r · m∏ k=1 k≠i,j

p_k

− (pi + pj ) m∏ k=1 k≠i,j

p_k

= p_ip_j · Ψ_1 − (p_i + p_j ) · Ψ_2.

Ìéá ðáñüìïéá Ýêöñáóç éóœýåé ãéá ôçí ðïóüôçôá Y (G^′_s) ùò ðñïò ôá p^′_i êáé p^′_j . Áðü ôçí Åî. (5.9), Ýœïõìå:

p_i + p_j = 2(n − 1) − n n − 1

· (ℓ_i + ℓ_j ),

p^′_j + p^′_j = 2(n − 1) − n n − 1

· (ℓ^′_i + ℓ^′_j ) êáé p_ip_j = (n − 1)^2 − n(ℓ_i + ℓ_j ) + ( n n − 1

)_2 ℓ_iℓ_j ,

p^′_ip^′_j = (n − 1)^2 − n(ℓ^′_i + ℓ^′_j ) + ( n n − 1

)_2 ℓ^′_iℓ^′_j .

Åöüóïí ℓ^′_i + ℓ^′_j = ℓ_i + ℓ_j , åSSíáé åýêïëï íá äïýìå üôé p^′_i + p^′_j = p_i + p_j . ÅðïìÝíùò,

τ(K_n − G^′_s) − τ(K_n − G_s) = ( (p^′_ip^′_j − p_ip_j ) · Ψ_1 − (p^′_i + p^′_j − p_i − p_j ) · Ψ_2 ) · X(G_s) = (p^′_ip^′_j − p_ip_j ) · Ψ_1 · X(G_s) = ( n n − 1

)_2 ( ℓ^′_iℓ^′_j − ℓ_iℓ_j ) · Ψ_1 · X(G_s).

Ôï ËÞììá 5.5 áðïäåéêíýåé üôé ãéá ïðïéáäÞðïôå i, j, éóœýåé Ψ_1 > 0.

ËÞììá 5.5. ÅÜí m ≥ 2 êáé ℓ > 0, ôüôå Ψ_1 > 0.

Áðüäåéîç: ÅÜí ãéá üëá ôá i = 1, 2, . . . , m, ℓ_i ≠ ℓ ôüôå p_i > m (äåSSôå ðåñSSðôùóç (4) óôï ËÞììá 5.2), êáé Ýôóé

Ψ_1 = n − m − m∑ r=1 r≠i,j 1 p_r · m∏ k=1 k≠i,j

p_k > ( n − m − m − 2 m ) · m^{m−2}

> (n − m − 1) · m^{m−2} > 0

áöïý n ≥ m + 1 + ℓ > m + 1. ÿóôù ôþñá üôé õðÜñœåé Ýíáò äåSSêôçò t ôÝôïéïò þóôå ℓ_t = ℓ. Ôüôå, p_t > 0 êáé p_i = n − 1 ãéá i ≠ j (ðåñSSðôùóç (3) óôï ËÞììá 5.2). ÅÜí ôï t åSSíáé åSSôå i, åSSôå j ôüôå

Ψ_1 =

n − m − m∑ r=1 r≠i,j 1 p_r · m∏ k=1 k≠i,j

p_k > ( n − m − m − 2 n − 1 ) · (n − 1)^{m−2}

> (n − m − 1) · (n − 1)^{m−2} > 0

áöïý m − 2 < n − 1. ÅÜí ôï t äéáöÝñåé êáé áðü ôá äýï i, j ôüôå

Ψ_1 = n − m − m∑ r=1 r≠i,j 1 p_r · m∏ k=1 k≠i,j

p_k = ( n − m − ( m − 3 n − 1 + 1 p_t )) · (n − 1)^{m−3} · p_j

= (n − 1)^{m−3} · (( n − m − m − 3 n − 1 ) · p_j + 1 ) > 0 åðåéäÞ p_j > 0 êáé n > m =⇒ −^{m−3}_{n−1} > −1 =⇒ n − m −^{m−3}_{n−1} > n − m − 1 ≥ ℓ > 0.

Åðéðñüóèåôá, ç ðïóüôçôá X(G_s) ≥ 0. ÿôóé, áðü ôá ËÞììáôá 5.4 êáé 5.5, Ýœïõìå üôé:

Èåþñçìá 5.6. ÿóôù Ýíá star-planet ãñÜöçìá G_s, v_i, v_j äýï êïñõöÝò ôïõ sun-ãñáöÞìáôïò êáé ℓ_i, ℓ_j ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôùí planet-õðïãñáöçìÜôùí G_i êáé G_j , ðïõ óõóœåôSSæïíôáé ìå ôé êïñõöÝò v_i êáé v_j , áíôSSóôïéœá. ÅÜí ïé êëSSêåò, ôá áóôÝñéá, ôá ìïíïðÜôéá, êáé ïé êýêëïé ôùí õðïãñáöçìÜôùí G_i êáé G_j áíáêáôáôåèïýí Ýôóé þóôå óôï ôåëéêü ãñÜöçìá G^′_s ôá ðëÞèç ôùí êïñõöþí ôùí planet-ãñáöçìÜôùí ðïõ óõóœåôSSæïíôáé ìå ôéò êïñõöÝò v_i êáé v_j åSSíáé ℓ^′_i êáé ℓ^′_j ìå |ℓ^′_i − ℓ^′_j | < |ℓ_i − ℓ_j |, ôüôå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G^′_s åSSíáé ìåãáëýôåñï áðü áõôü ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G_s.

Ìå âÜóç ôï Èåþñçìá 5.6, Ýíá ôïðéêü åëÜœéóôï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ìðïñåSS íá áðïêôçèåSS üðùò óôçí ðåñSSðôùóç ôùí complete-planet ãñáöçìÜôùí.

5.5 ÓõìðåñÜóìáôá

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï, ïñSSóáìå äýï êëÜóåéò ôùí áóôåñïåéäÞ ãñáöçìÜôùí, ðïõ ïíïìÜæïíôáé completeplanet êáé star-planet ãñáöÞìáôá, êáé áðïäåSSîáìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôá ãñáöÞìáôá ôçò ìïñöÞò K_n − G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá complete-planet Þ Ýíá star-planet ãñÜöçìá. Ãéá ôïí óêïðü áõôü, œñçóéìïðïéÞóáìå ôï óõìðëçñùìáôéêþí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêá èåþñçìá üðùò åðSSóçò êáé êëáóéêÝò ôåœíéêÝò áðü ôçí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé ôçí èåùñSSá ðéíÜêùí.

ÐáñÜìåôñïé m, ℓ, α, β, γ, δ Complete-planet ãñÜöçìá G_c ÁíáöïñÜ m = k + 1, ℓ = 0 Þ m = 1, α(k) = 1, α(i) = 0 ∀ i ≠ k, β = γ = δ = 0

K_{k+1} [9, 94]

m = 1, β(k) = 1, β(i) = 0 ∀ i ≠ k, α = γ = δ = 0 K_2 + kK_1 [9] m = 1, γ(k) = 1, γ(i) = 0 ∀ i ≠ k, α = β = δ = 0 K_1 + P_k (gem, ãéá k = 4) [9] m = 1, δ(k) = 1, δ(i) = 0 ∀ i ≠ k, α = β = γ = 0 ôñïœüò (wheel) ãñÜöçìá W_{k+1} [9] m ≥ 1, α(1) ≠ 0, α(i) = 0 ∀ i ≠ 1, β = γ = δ = 0 multi-star ãñÜöçìá [93, 107] m ≥ 1, êáôÜëëçëï α ≠ 0, β = γ = δ = 0 multi-complete/star ãñÜöçìá [24]

ÐSSíáêáò 5.1: ÕðïêëÜóåéò ôùí complete-planet ãñáöçìÜôùí.

ÐáñÜìåôñïé m, ℓ, α, β, γ, δ Star-planet ãñÜöçìá G_s ÁíáöïñÜ m ≥ 1, ℓ = 0 S_{1,m} [9, 94] m ≥ 1, α(1) ≠ 0, α(i) = 0 ∀ i ≠ 1, β = γ = δ = 0 äÝíôñá ìå äéÜìåôñï d ≤ 4 [91]

ÐSSíáêáò 5.2: ÕðïêëÜóåéò ôùí star-planet ãñáöçìÜôùí.

Ç åîáãùãÞ êëåéóôþí ôýðùí ãéá äéáöïñåôéêïýò ôýðïõò ãñáöçìÜôùí ìðïñåSS íá áðïäåéœôåSS œñÞóéìç óôçí áíáãíþñéóç åêåSSíùí ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ðåñéÝœïõí ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí. ÔÝôïéïõ åSSäïõò ìåëÝôç Ýœåé ðñáêôéêÝò óõíÝðåéåò ðïõ óõíäÝïíôáé ìå ôçí áîéïðéóôSSá äéêôýùí (äåSSôå ãéá ðáñÜäåéãìá [84, 75, 99]). Óå áõôü ôï êåöÜëáéï, ðåôýœáìå åðSSóçò, êáé áðïôåëÝóìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò ãéá ôçí êëÜóç ôùí áóôåñïåéäÞ ãñáöçìÜôùí: áíáäåSSîáìå ôá complete-planet êáé star-planet ãñáöÞìáôá ðïõ åðéäÝœïíôáé ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí. ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò ãåíéêåýïõí êáé åðåêôåSSíïõí ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò ãéá ôçí êëÜóç ôùí multi-star êáé ôùí multi-complete/star ãñáöçìÜôùí [24].

ÓœÞìá 5.2: ÏñéóìÝíá áóôåñïåéäÞ ãñáöÞìáôá.

Ï õðïëïãéóìüò ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ óõìðëçñùìáôéêïý óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðéíÜêùí öáSSíåôáé üôé åSSíáé ìéá åíäéáöÝñïõóá êáôåýèõíóç ãéá ôïí êáèïñéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá ôéò ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K_n − G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G êáôÝœåé ìéá Ýìöõôç óõììåôñSSá. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ðïëëÜ áðü ôá ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá [9] ðïõ ðñïÝêõøáí áðü åðéœåéñÞìáôá óõíäõáóôéêÞò, ìðïñïýí åýêïëá íá áðïäåéœôïýí œñçóéìïðïéþíôáò ðáñüìïéåò ôåœíéêÝò ìå áõôÝò ðïõ œñçóéìïðïéÞèçêáí óå áõôü ôï êåöÜëáéï. ÅðéðëÝïí, Üëëá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí óôá [24, 93, 94, 107] Ýðïíôáé þò óõíÝðåéåò ôùí èåùñçìÜ ôùí ìáò ðïõ áðïäåSSîáìå óå áõôü ôï êåöÜëáéï. Ðéï åéäéêÜ, ðïëëÜ ãñáöÞìáôá ìðïñïýí íá åîáœèïýí ùò óõãêåêñéìÝíåò ðåñéðôþóåéò ôùí áóôåñïåéäÞ ãñáöçìÜôùí, ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôï sun-ãñÜöçìá êáé ôéò ôéìÝò ôùí äéáíõóìÜôùí êëSSêáò, áóôåñéïý, ìïíïðáôéïý, êáé êýêëïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, äïèÝíôïò åíüò complete-planet ãñáöÞìáôïò ìå ãñÜöçìá K_m êáé äéáíýóìáôá α, β, γ, δ, êáé èÝôïíôáò m = 1, γ(5) = 1, γ(j) = 0 ãéá üëá ôá j ≠ 5, êáé α = β = δ = 0, ðáSSñíïõìå ôï ãñÜöçìá K_1 + P_5, êáé üôáí èÝôïõìå m = 1, δ(k) = 1, δ(j) = 0 ãéá üëá ôá j ≠ k, êáé α = β = γ = 0, ðáSSñíïõìå ôï ãñÜöçìá ôñüœï (wheel graph) W_{k+1} (äåSSôå ÓœÞìá 5.2). ÿíáò êáôÜëïãïò ôÝôïéùí áðïôåëåóìÜôùí ðáñïõóéÜæåôáé óôïõò ÐSSíáêåò 5.1 êáé 5.2.

ÊåöÜëáéï 6

ÐëÞèïò Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí óå ÊáôçãïñSSåò ÃñáöçìÜôùí ôçò ÌïñöÞò Kmn ± G

6.1 ÅéóáãùãÞ

6.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS

6.3 Ôá K^m_n ± G ÃñáöÞìáôá

6.4 Ôá K^{(m)}_n ± G ÃñáöÞìáôá

6.5 ÊëÜóåéò ÃñáöçìÜôùí

6.6 ÓõìðåñÜóìáôá

6.1 ÅéóáãùãÞ

ÿíá óêåëåôéêü äÝíôñï (spanning tree) åíüò óõíåêôéêïý ìç-êáôåõèõíüìåíïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé Ýíá (n − 1)-áêìþí óõíåêôéêü õðïãñÜöçìÜ ôïõ. Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò (äéêôýïõ) G, êáëåSSôáé åðSSóçò ðïëõðëïêüôçôá (complexity) ôïõ ãñáöÞìáôïò G [10], åSSíáé Ýíá óçìáíôéêü, åõñÝùò ãíùóôü, ðñüâëçìá óôçí èåùñSSá ãñáöçìÜôùí êáé åìöáíSSæåôáé óå Ýíá ðëÞèïò åöáñìïãþí. Ïé ðéï áîéïóçìåSSùôåò ðåñéïœÝò åöáñìïãþí åSSíáé ç áîéïðéóôSSá äéêôýùí [84, 99], ï õðïëïãéóìüò ôçò óõíïëéêÞò áíôSSóôáóçò ìåôáîý ìéáò áêìÞò óå Ýíá çëåêôñéêü äSSêôõï (electrical network) [13], áðáñSSèìçóç óõãêåêñéìÝíùí œçìéêþí óôïéœåSSùí [20], êáé áðáñSSèìçóç ôùí Eulerian êýêëùí (circuits) óå Ýíá ãñÜöçìá [47].

ÅðïìÝíùò, ôüóï ãéá èåùñçôéêïýò üóï êáé ãéá ðñáêôéêïýò óêïðïýò, åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí åîáãùãÞ ìáèçìáôéêþí ôýðùí ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G, üðùò åðSSóçò êáé ãéá ôï K_n-óõìðëÞñùìá (K_n-complement) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. åÜí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ ðëÞñåò ãñáöÞìáôïò K_n, ôüôå ôï K_n-óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå K_n − G, ïñSSæåôáé ùò ôï ãñÜöçìá ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôï ãñÜöçìá K_n äéáãñÜöïíôáò ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G (óçìåéþóôå üôé, åÜí ôï ãñÜöçìá G Ýœåé n êïñõöÝò, ôüôå ôï ãñÜöçìá K_n − G óõìðSSðôåé ìå ôï ãñÜöçìá G, äçë. ôï óõìðëÞñùìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G). ÐïëëÝò ðåñéðôþóåéò Ýœïõí ìåëåôçèåSS ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÿœåé ìåëåôçèåSS üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá (labelled molecular graph) [20], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (complete multipartite graph) [107], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá êõêëéêü ãñÜöçìá (circulant graph) [42, 109], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíáò êõâéêüò êáé ôåôñáäéêüò êýêëïò (cubic-quadruple cycle graph) [108], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá threshold ãñÜöçìá [46], üôáí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá quasi-threshold ãñÜöçìá [91] êáé Üëëåò ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò (äåSSôå ôï âéâëSSï ôïõ Berge [9] ãéá ìéá Ýêèåóç ôùí âáóéêþí áðïôåëåóìÜôùí . äåSSôå åðSSóçò [24, 67, 93, 91, 94, 100, 106, 107]).

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï, åðåêôåSSíïõìå ôçí ðñïçãïýìåíç Ýííïéá êáé ëáìâÜíïõìå õð’ üøéí ãñáöÞìáôá ðïõ åðÜãïíôáé áðü ôï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá (complete multigraph) K^m_n äéáãñÜöïíôáò ðïëëáðëÝò áêìÝò . óõìâïëSSæïõìå ìå K^m_n ôï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé áêñéâþò m áêìÝò íá åíþíïõí êÜèå æåýãïò ôùí êïñõöþí. Âáóéæüìåíïé óôéò éäéüôçôåò ôïõ Kirchho¸ ðSSíáêá, ðïõ åðéôñÝðåé ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá Ýíá ïðïéïäÞðïôå ãñÜöçìá, åîÜãïõìå Ýíáí ôýðï ùò ìéá óõíÜñôçóç ìéáò ïñSSæïõóáò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n − G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ K^m_n , êáé, åðïìÝíùò, åSSíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé, åÜí m = 1 ôüôå ôï ãñÜöçìá K^m_n − G óõìðSSðôåé ìå ôï ãñÜöçìá K_n − G.

ÅðSSóçò èåùñïýìå ãñáöÞìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n ðñïóèÝôïíôáò ðïëëáðëÝò áêìÝò óå áõôü. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, èåùñïýìå ðïëõãñáöÞìáôá ôçò ìïñöÞò K^m_n + G ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n ðñïóèÝôïíôáò Ýíá óýíïëï áêìþí (ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n ) ðïõ åðÜãïõí ôï ãñÜöçìá G. Êáé óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, âáóéæüìåíïé óôéò éäéüôçôåò ôïõ Kirchho¸ ðSSíáêá, åîÜãïõìå Ýíáí ôýðï ùò ìéá óõíÜñôçóç ìéáò ïñSSæïõóáò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n + G. ĳóï ãíùñSSæïõìå ìÝœñéò óôéãìÞò, äåí õðÜñœïõí ðïëëÜ ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïí áñéèìü τ(K^m_n + G). Ï Bedrosian óôçí åñãáóSSá [8] èåþñçóå ôïí áñéèìü τ(K_n + G) ãéá êÜðïéïõò áðëïýò óœçìáôéóìïýò ôïõ ãñáöÞìáôïò G, äçëáäÞ, üôáí ôï ãñÜöçìá G óœçìáôSSæåé Ýíáí êýêëï, Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá, Þ üôáí ôï óýíïëï êïñõöþí ôïõ åSSíáé áñêåôÜ ìéêñü. Ðéï ðñüóöáôá, ïé Golin et al. [42] áðÝäåéîáí Ýíáí êëåéóôü ôýðï ãéá ôïí áñéèìü τ(K_n + G) œñçóéìïðïéþíôáò Chebyshev ðïëõþíõìá, ðïõ åéóÞœèçóáí [12], ãéá ôçí ðåñSSðôùóç üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá êõêëéêü (circulant) ãñÜöçìá.

ÓõìâïëSSæïõìå ìå K^m_n ±G ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n +G êáé K^m_n −G, êáé åîÜãïõìå Ýíáí ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò τ(K^m_n ±G). Åðéðñüóèåôá, âáóéæüìåíïé óå áõôÜ ôá áðïôåëÝóìáôá, ãåíéêåýïõìå ôïõò ôýðïõò ìáò êáé åðåêôåSSíïõìå ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ãñáöçìÜôùí K^m_n ± G óôçí ðéï ãåíéêÞ ïéêïãÝíåéá ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^{(m)}_n ± G, üðïõ K^{(m)}_n åSSíáé ôï ðëÞñç õðïãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ôïõëÜœéóôïí m ≥ 1 áêìÝò íá åíþíïõí êÜèå æåýãïò êïñõöþí.

Âáóéæüìåíïé óôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò {äçëáäÞ, ôïõò ôýðïõò ùò ðñïò ôçí óõíÜñôçóç ìéáò ïñSSæïõóáò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôçò ïéêïãÝíåéáò ôùí ãñáöçìÜôùí τ(K^m_n ± G), êáé œñçóéìïðïéþíôáò êëáóéêÝò áëãåâñéêÝò ôåœíéêÝò, ãåíéêåýïõìå ãíùóôïýò êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí áðëþí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K_n − G. ÓõãêåêñéìÝíá, áðïäåéêíýïõìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(K^m_n ± G), óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé (i) Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá (complete multipartite graph), êáé (ii) Ýíá multi-star ãñÜöçìá.

ÁîSSæåé íá óçìåéþóïõìå üôé ïé ðñïôåéíüìåíïé ôýðïé åêöñÜæïõí ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(K^m_n ± G) ùò ìéá óõíÜñôçóç ìéáò ïñSSæïõóáò åíüò ðSSíáêá ðïõ ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS åýêïëá áðü ôçí óœÝóç ãåéôíSSáóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò ãåíéêåýïõí ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá êáé åðåêôåSSíïõí ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ±G ðïõ åðéäÝœïíôáé ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí.

Ôï êåöÜëáéï åSSíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Óôçí äåýôåñç åíüôçôá åäñáéþíïõìå ôçí óçìåéïãñáöSSá êáé ôçí ïñïëïãSSá ìáò, êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá. Óôçí ôñSSôç åíüôçôá ðáñïõóéÜæïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ Ýœïõìå ãéá ôá ãñáöÞìáôá K^m_n ± G, åíþ óôçí ôÝôáñôç åíüôçôá ðáñïõóéÜæïõìå ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò ãéá ôá ãñáöÞìáôá K^{(m)}_n ± G. Óôçí ðÝìðôç åíüôçôá åöáñìüæïõìå ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò Ýôóé þóôå íá áðïêôÞóïõìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôá ãñáöÞìáôá K^m_n ± G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá êáé Ýíá multi-star ãñÜöçìá, áíôSSóôïéœá. ÔÝëïò, óôçí Ýêôç åíüôçôá óõíïøSSæïõìå ôï êåöÜëáéï êáé ðáñáèÝôïõìå ðéèáíÝò åðåêôÜóåéò.

6.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS

Èåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êáôåõèõíüìåíá áðëÜ ãñáöÞìáôá êáé ðïëõãñáöÞìáôá œùñSSò âñüœïõò (áíáêýêëùóç). ç óçìåéïëïãSSá ðïëõãñÜöçìá (multigraph) œñçóéìïðïéåSSôáé üôáí ðïëëáðëÝò áêìÝò åðéôñÝðïíôáé óå Ýíá ãñÜöçìá. Ãéá Ýíá ãñÜöçìá G, óõìâïëSSæïõìå ìå V (G) êáé E(G) ôï óýíïëï êïñõöþí êáé óýíïëï áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G, áíôSSóôïéœá.

Ç ðïëëáðëüôçôá (multiplicity) åíüò æåýãïò êïñõöþí (v, u) åíüò ãñáöÞìáôïò G, äçëþíåôáé ìå ℓ_G(vu), êáé åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ åíþíïõí ôéò êïñõöÝò v êáé u óôï ãñÜöçìá G. Ç åëÜœéóôç ðïëëáðëüôçôá ìåôáîý üëùí ôùí æåýãùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G óõìâïëSSæåôáé ìå λ(G) åíþ ï óõìâïëéóìüò Λ(G) åSSíáé ï ìÝãéóôïò ôÝôïéïò áñéèìüò. ÿôóé, åÜí λ(G) > 0, ôüôå êÜèå æåýãïò êïñõöþí óôï ãñÜöçìá G åSSíáé óõíäåäåìÝíï ìå ôïõëÜœéóôïí λ(G) áêìÝò. åÜí Λ(G) = 1, ôüôå ôï ãñÜöçìá G äåí ðåñéÝœåé ðïëëáðëÝò áêìÝò, äçëáäÞ, ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá áðëü (simple) ãñÜöçìá (óçìåéþóôå üôé Ýíá áðëü ãñÜöçìá Þ Ýíá ðïëõãñÜöçìá äåí ðåñéÝœåé áíáêõêëþóåéò). Ï âáèìüò ìéáò êïñõöÞò v åíüò ãñáöÞìáôïò G, óõìâïëSSæåôáé ìå d_G(v), êáé åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ ðñüóêåéíôáé óôçí êïñõöÞ v óôï ãñÜöçìá G. Ï åëÜœéóôïò âáèìüò ìåôáîý üëùí ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G óõìâïëSSæåôáé ìå δ(G) åíþ ìå Δ(G) óõìâïëSSæïõìå ôï ìÝãéóôï ôÝôïéï áñéèìü.

ÓõìâïëSSæïõìå ìå K^{(m)}_n ôï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ìå λ(K^{(m)}_n ) = m, üðïõ m ≥ 1. äçëáäÞ, ôï ãñÜöçìá K^{(m)}n Ýœåé ôïõëÜœéóôïí m ≥ 1 áêìÝò ðïõ åíþíïõí êÜèå æåýãïò ôùí êïñõöþí ôïõ. ÿíá ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá (complete multigraph) ìå n êïñõöÝò êáé áêñéâþò m áêìÝò íá åíþíïõí êÜèå æåýãïò ôùí êïñõöþí ôïõ ïíïìÜæåôáé m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá (m-complete multigraph) êáé óõìâïëSSæåôáé ìå K^m_n . ÿôóé, ãéá ôï m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n Ýœïõìå üôé λ(K^m_n ) = Λ(K^m_n ) = m êáé δ(K^m_n ) = Δ(K^m_n ) = (n − 1)m. Óçìåéþóôå üôé, ôï 1-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá åSSíáé ôï ãñÜöçìá K_n. Åî’ ïñéóìïý, êÜèå ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^{(m)}n ðåñéÝœåé Ýíá õðïãñÜöçìá éóüìïñöï ìå Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n .

ÿóôù Ýíá ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^{(m)}n êáé Ýóôù C íá åSSíáé Ýíá óýíïëï ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò K^{(m)}_n ôÝôïéï þóôå ôï ãñÜöçìá ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôï ãñÜöçìá K^{(m)}_n äéáãñÜöïíôáò ôéò áêìÝò ôïõ óõíüëïõ C åSSíáé Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n . ôï ãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé áðü ôéò áêìÝò ôïõ óõíüëïõ C ïíïìÜæåôáé Ýíá œáñáêôçñéóôéêü (characteristic) ãñÜöçìá ôïõ K^{(m)}_n êáé óõìâïëSSæåôáé ìå H(K^{(m)}_n ). Åî’ ïñéóìïý, Ýíá œáñáêôçñéóôéêü ãñÜöçìá H(K^{(m)}_n ) äåí ðåñéÝœåé êáìSSá áðïìïíùìÝíç êïñõöÞ.

ÿóôù äýï ðïëõãñáöÞìáôá G êáé H. Ôï ãñÜöçìá G + H åSSíáé ïñéóìÝíï ùò åîÞò:

V (G + H) = V (G) ∪ V (H) êáé vu ∈ E(G + H) ⇐⇒ vu ∈ E(G) Þ vu ∈ E(H).

Áðü ôïí ïñéóìü, êáé ôá äýï ãñáöÞìáôá G êáé H åSSíáé õðïãñáöÞìáôá ôïõ G + H. ÅðéðëÝïí, åÜí v, u ∈ V (G) ∩ V (H), ôüôå ℓ_{G+H} (vu) = ℓ_G(vu) + ℓ_H (vu).

ÿóôù äýï ðïëõãñáöÞìáôá G êáé H ôÝôïéá þóôå E(H) ⊆ E(G). Ôï ãñÜöçìá G − H ïñSSæåôáé ùò ôï ãñÜöçìá ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôï ãñÜöçìá G äéáãñÜöïíôáò ôéò áêìÝò ôïõ H.

ÿœïíôáò ïñSSóåé ôá ãñáöÞìáôá G + H êáé G − H, åSSíáé åýêïëï íá äåSSîåé êáíåSSò üôé K^{(m)}_n = K^m_n + H(K^{(m)}_n ) êáé K^m_n = K^{(m)}_n − H(K^{(m)}_n ). Ðéï ãåíéêÜ, H(K^{(m)}_n ) ≠ K^{(m)}_n − K^m_n . ç éóüôçôá éóœýåé üôáí ôï ãñÜöçìá H(K^{(m)}_n ) Ýœåé n êïñõöÝò.

Ï ðSSíáêáò ãåéôíSSáóçò (adjacency matrix) åíüò ðïëõãñáöÞìáôïò G ìå n êïñõöÝò, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå A(G), åSSíáé Ýíáò n × n ðSSíáêáò ìå äéáãþíéá óôïéœåSSá A(G)[i, i] = 0 êáé ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá A(G)[i, j] = ℓ_G(v_iv_j ). Ï ðSSíáêáò âáèìþí (degree matrix) ôïõ ðïëõãñáöÞìáôïò G, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå D(G), åSSíáé Ýíáò n × n ðSSíáêáò ìå äéáãþíéá óôïéœåSSá D(G)[i, i] = d_G(v_i) êáé ìç-äéáãþíéá óôïéœåSSá D(G)[i, j] = 0. ÌÝóá óå üëï ôï êåöÜëáéï êåíÜ óôïéœåSSá óôïõò ðSSíáêåò áíáðáñéóôïýí ìçäåíéêÝò ôéìÝò.

Ãéá Ýíáí n×n ðSSíáêá M, ï ij-åëÜóóùí (minor) μ^i_j åSSíáé ç ïñSSæïõóá ôïõ (n−1)×(n−1) ðSSíáêá ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôïí ðSSíáêá M äéáãñÜöïíôáò ôçí ãñáììÞ i êáé ôçí óôÞëç j. Ï i-óõíôåëåóôÞò (cofactor) éóïýôáé ìå μ^i. Ï Kirchho¸ ðSSíáêáò (Kirchho¸ matrix) L(G) (åðSSóçò ãíùóôüò ùò ï Laplacian ðSSíáêáò (Laplacian matrix)) ãéá Ýíá ðïëõãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò åSSíáé Ýíáò n × n ðSSíáêáò ìå óôïéœåSSá

L(G)[i, j] = { d_G(v_i) åÜí i = j, −ℓ_G(v_iv_j ) áëëéþò üðïõ d_G(v_i) åSSíáé ï âáèìüò ôçò êïñõöÞò v_i óôï ãñÜöçìá G êáé ℓ_G(v_iv_j ) åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ åíþíïõí ôéò êïñõöÝò v_i êáé v_j óôï ãñÜöçìá G. Ï ðSSíáêáò L(G) åSSíáé Ýíáò èåôéêÜ-ïñéóìÝíïò ðSSíáêáò, áöïý åSSíáé Ýíáò óõììåôñéêüò ðSSíáêáò êáé Ýœåé ìç-áñíçôéêÝò ðñáãìáôéêÝò éäéïôéìÝò. Óçìåéþóôå üôé, L(G) = D(G) − A(G).

Ôï Èåþñçìá ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸ (Kirchho¸ matrix tree theorem)[10] åSSíáé Ýíá áðü ôá ðéï ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá óôçí èåùñSSá ãñáöçìÜôùí. ÐáñÝœåé Ýíáí ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G, óå óœÝóç ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò (cofactors) ôïõ Kirchho¸ ÐSSíáêá. åSSíáé ïñéóìÝíïò ùò åîÞò:

Èåþñçìá 6.1 (Èåþñçìá ôïõ ÐSSíáêá-ÄÝíôñïõ, Kirchho¸ [10, 47]). Ãéá Ýíá ïðïéïäÞðïôå ðïëõãñÜöçìá G ìå ôïí ðSSíáêá L(G) ïñéóìÝíï üðùò ðñïçãïõìÝíùò, ïé óõíôåëåóôÝò ôïõ ðSSíáêá L(G) Ýœïõí ôçí SSäéá ôéìÞ, êáé áõôÞ ç ôéìÞ åSSíáé SSóç ìå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(G) ôïõ ðïëõãñáöÞìáôïò G.

Ôï Èåþñçìá ôïõ ÐSSíáêá-ÄÝíôñïõ ðáñÝœåé Ýíá äõíáôü åñãáëåSSï ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò τ(G) ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G. Ãéá áõôüí ôïí õðïëïãéóìü, ðñþôá óœçìáôSSæïõìå ôïí Kirchho¸ ðSSíáêá L(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G êáé áðïêôÜìå ôïí (n − 1) × (n − 1) ðSSíáêá L_i(G) áðü ôïí L(G) äéáãñÜöïíôáò ôçí i-óôÞ ãñáììÞ êáé óôÞëç (ôõœáSSá), êáé ôüôå õðïëïãSSæïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá L_i(G). Ç ðñÜîç ôçò äéáãñáöÞò ìéáò ãñáììÞò êáé ìéáò óôÞëçò áðü ôïí ðSSíáêá L(G) ìðïñåSS íá öáSSíåôáé êáôÜ êÜðïéï ôñüðï áõèáSSñåôç. ÐáñáðÝìðïõìå ôïí áíáãíþóôç óôï âéâëSSï [10] ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò.

Ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò G ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS áð’ åõèåSSáò (œùñSSò ôçí äéáãñáöÞ ïðïéáäÞðïôå ãñáììÞò Þ óôÞëçò) ùò ðñïò Ýíáí ðSSíáêá L^′(G) ðáñüìïéï ìå ôïí Kirchho¸ ðSSíáêá L(G), ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôï ãñÜöçìá G [103], Þ, åíáëëáêôéêÜ, ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS ïñSSæïíôáò Ýíá œáñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï det (L(G) − xI) ðÜíù óôïí ðSSíáêá L(G). ç ôåëåõôáSSá ðåñSSðôùóç ëáìâÜíåé õð’ üøéí ôïí õðïëïãéóìü ôùí éäéïôéìþí ôïõ ðSSíáêá L(G) (äåSSôå [12, 20, 42, 99, 109]).

Óôç äéêÞ ìáò ìåëÝôç, åêöñÜæïõìå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ K^m_n ìå p êïñõöÝò, óå óœÝóç ìå Ýíáí p × p ðSSíáêá B(G) ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôï ãñÜöçìá G, êáé üœé óå óœÝóç ìå Ýíáí n × n ðSSíáêá L(K^m_n ± G) ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ïëüêëçñï ôï ãñÜöçìá K^m_n ± G.

6.3 Ôá K^m_n ± G ÃñáöÞìáôá

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá, èåùñïýìå ãñáöÞìáôá ðïõ áðïêôïýíôáé áðü ôï m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n äéáãñÜöïíôáò Þ/êáé ðñïóèÝôïíôáò ðïëëáðëÝò áêìÝò. Åíäéáöåñüìáóôå óôçí åîáãùãÞ ôýðùí ðïõ âáóSSæïíôáé óôçí ïñSSæïõóá ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n − G êáé K^m_n + G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíá óýíïëï áêìþí S ⊆ E(K^m_n ).

6.3.1 Ç ÐåñSSðôùóç K^m_n − G

ÿóôù Ýíá ðïëõãñÜöçìá G ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíá óýíïëï áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n . Áðïäåéêíýïõìå ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n − G. ôï ãñÜöçìá G Ýœåé p ≤ n êïñõöÝò êáé Λ(G) ≤ m.

Ìå óêïðü íá õðïëïãSSóïõìå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(K^m_n − G) êÜíïõìå œñÞóç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 6.1. ÅðïìÝíùò, èåùñïýìå ôïí n × n Kirchho¸ ðSSíáêá L = L(K^m_n − G), ðïõ Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

L = m(n − 1) −m · · · −m −m −m · · · −m −m m(n − 1) · · · −m −m −m · · · −m . . . . .. . . . . . . . . . . . −m −m · · · m(n − 1) −m −m · · · −m −m −m · · · −m m(n − 1) − d_G(v_1) −m + ℓ_G(v_j v_i) −m −m · · · −m m(n − 1) − d_G(v_2) . . . . · · · . . .. . −m −m · · · −m −m + ℓ_G(v_iv_j ) m(n − 1) − d_G(v_p)

,

üðïõ d_G(v_i) åSSíáé ï âáèìüò ôçò êïñõöÞò v_i ∈ G êáé ℓ_G(v_iv_j ) åSSíáé ç ðïëëáðëüôçôá ôùí êïñõöþí v_i êáé v_j óôï ãñÜöçìá G. Ïé ðïóüôçôåò ôùí ìç-äéáãùíSSùí èÝóåùí (n − p + i, n − p + j) ôïõ ðSSíáêá L åSSíáé SSóá ìå −m + ℓ_G(v_iv_j ), 1 ≤ i, j ≤ p. Óçìåéþóôå üôé, ïé ðñþôåò n − p ãñáììÝò êáé óôÞëåò ôïõ ðSSíáêá L áíôéóôïéœïýí óôéò n − p êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ V (K^m_n ) − V (G) êáé, Ýôóé, Ýœïõí âáèìü m(n − 1) óôï ãñÜöçìá K^m_n − G. Åöüóïí p ≤ n êáé Λ(G) ≤ m, ï ðSSíáêáò L åSSíáé Ýíáò èåôéêÜ-ïñéóìÝíïò ðSSíáêáò.

ÿóôù ï (n − 1) × (n − 1) ðSSíáêáò L_1 ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôïí ðSSíáêá L äéáãñÜöïíôáò ôçí ðñþôç ãñáììÞ êáé óôÞëç. Ôüôå, áðü ôï Èåþñçìá 6.1 Ýœïõìå üôé

τ(K^m_n − G) = det (L_1).

Ãéá íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá L_1, ðñïóèÝôïõìå ìéá ãñáììÞ êáé ìéá óôÞëç óôïí ðSSíáêá L_1 . ï n × n ðSSíáêáò ðïõ ðñïêýðôåé L^′_1, Ýœåé 1 óôçí èÝóç (1, 1), −m óôéò èÝóåéò (1, j), 2 ≤ j ≤ n, êáé 0 óôéò èÝóåéò (i, 1), 2 ≤ i ≤ n. ÅSSíáé åýêïëï íá ðéóôïðïéÞóåé êáíåSSò, üôé det(L^′_1) = det(L_1). ÿôóé, ï n × n ðSSíáêáò L^′_1 Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

L^′_1 =

1 −m · · · −m −m −m · · · −m

0 m(n − 1) · · · −m −m −m · · · −m . . . . .. . . . . . . . . . . . 0 −m · · · m(n − 1) −m −m · · · −m

0 −m · · · −m m(n − 1) − d_G(v_1) −m + ℓ_G(v_j v_i)

0 −m · · · −m m(n − 1) − d_G(v_2) . . . . · · · . . .. . 0 −m · · · −m −m + ℓ_G(v_iv_j ) m(n − 1) − d_G(v_p)

.

ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ðñþôç ãñáììÞ ôïõ ôåëéêïý ðSSíáêá L^′_1 ìå −1 êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôéò

õðüëïéðåò n − 1 ãñáììÝò. ÅðïìÝíùò, ç ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá L^′_1 ìåôáôñÝðåôáé ùò åîÞò:

det (L^′_1) =

| | | | | | | | | | | | | | | | | |

1 −m · · · −m −m −m · · · −m

−1 mn . . .. . −1 mn

−1 mn − d_G(v_1) ℓ_G(v_j v_i)

−1 mn − d_G(v_2) . . .. . −1 ℓ_G(v_iv_j ) mn − d_G(v_p)

| | | | | | | | | | | | | | | | | |

,

üðïõ ïé ðïóüôçôåò ôùí ìç-äéáãùíSSùí èÝóåùí (n − p + i, n − p + j) ôïõ ðSSíáêá L^′_1 åSSíáé SSóåò

ìå ℓ_G(v_iv_j ), 1 ≤ i, j ≤ p. Óçìåéþóôå üôé, ïé ðñþôåò n − p ãñáììÝò ôïõ ðSSíáêá L^′_1 Ýœïõí ìç-

ìçäåíéêÜ óôïéœåSSá óôéò èÝóåéò (1, i) êáé (i, i), 2 ≤ i ≤ n − p. Ðáñáôçñïýìå üôé ôï Üèñïéóìá

üëùí ôùí óôïéœåSSùí óå êÜèå ãñáììÞ ôïõ ðSSíáêá L^′_1, åêôüò áðü ôçí ðñþôç ãñáììÞ, åSSíáé SSóï ìå

mn − 1 . ÕðåíèõìSSæïõìå üôé, d_G(v_i) = ∑ 1≤j≤p ℓG(vivj ), ãéá êÜèå êïñõöÞ vi ∈ V (G). ÿôóé,

ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáèå óôÞëç ôïõ ðSSíáêá L^′_1 ìå^1_{mn} êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí ðñþôç óôÞëç, êáé

Ýœïõìå:

det (L^′_1) =

| | | | | | | | | | | | | | | | | |

1 n −m · · · −m −m −m · · · −m

0 mn . . .. . 0 mn

0 mn − d_G(v_1) ℓ_G(v_j v_i)

0 mn − d_G(v_2) . . .. . 0 ℓ_G(v_iv_j ) mn − d_G(v_p)

| | | | | | | | | | | | | | | | | |

(6.1)

= m · (mn)^{n−p−2} · det (B),

üðïõ B = mnI_p − L(G) åSSíáé Ýíáò p × p ðSSíáêáò . åðéóçìÜíïõìå üôé, L(G) åSSíáé ï Kirchho¸

ðSSíáêáò ôïõ ðïëõãñáöÞìáôïò G êáé ãé’ áõôü, L(G) = D(G) − A(G), üðïõ D(G) êáé A(G) åSSíáé ï

ðSSíáêáò âáèìþí êáé ï ðSSíáêáò ãåéôíSSáóçò ôïõ ãñáöÞìáôïò G, áíôSSóôïéœá. ÓõíïøSSæïíôáò, Ýœïõìå

ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

ËÞììá 6.1. ÿóôù K^m_n ôï m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò, êáé Ýóôù G Ýíá ðïëõãñÜöçìá

ìå p êïñõöÝò ôÝôïéï þóôå E(G) ⊆ E(K^m_n ). Ôüôå,

τ(K^m_n − G) = m · (mn)^{n−p−2} · det(B),

üðïõ B = mnI_p − L(G) åSSíáé Ýíáò p × p ðSSíáêáò, êáé L(G) åSSíáé ï Kirchho¸ ðSSíáêáò ôïõ ãñáöÞ-

ìáôïò G.

ÁîSSæåé íá óçìåéþóïõìå üôé, ãéá áðëÜ ãñáöÞìáôá K_n êáé G, ôï ËÞììá 6.1 åSSœå äéáôõðùèåSS ðñþôá áðü

ôïí Moon óôï âéâëSSï [82] êáé äéÜöïñïé óõããñáöåSSò ìå ðïéêSSëåò äéáöïñïðïéÞóåéò ôï œñçóéìïðïSSçóáí

ùò Ýíá êáôáóêåõáóôéêü åñãáëåSSï ãéá íá áðïêôÞóïõí ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí

ôùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K_n − G.

6.3.2 Ç ÐåñSSðôùóç K^m_n + G

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá, åîÜãïõìå Ýíáí ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò

K^m_n + G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ K^m_n . Âáóéæüìåíïé óôï Èåþñçìá 6.1,

êáôáóêåõÜæïõìå ôïí n × n Kirchho¸ ðSSíáêá L = L(K^m_n + G) ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôï ãñÜöçìá

K^m_n + G. ìðïñåSS íá Ýœåé ðáñüìïéá ìïñöÞ üðùò óôçí ðñïçãïýìåíç ðåñSSðôùóç K^m_n − G. Ç äéáöïñÜ

âñSSóêåôáé óôïí p × p õðïðSSíáêá ðïõ óœçìáôSSæåôáé áðü ôéò ôåëåõôáSSåò p ãñáììÝò êáé óôÞëåò ôïõ

ðSSíáêá L. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ï ðSSíáêáò L Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

L = m(n − 1) −m · · · −m −m −m · · · −m

−m m(n − 1)· · · −m −m −m · · · −m . . . . .. . . . . . . . . . . . −m −m · · ·m(n − 1) −m −m · · · −m

−m −m · · · −m m(n − 1) + d_G(v_1) −m − ℓ_G(v_j v_i)

−m −m · · · −m m(n − 1) + d_G(v_2) . . . . · · · . . .. . −m −m · · · −m −m − ℓ_G(v_iv_j ) m(n − 1) + d_G(v_p)

,

(6.2)

üðïõ ôá óôïéœåSSá óôéò ìç-äéáãþíéåò èÝóåéò (n − p + i, n − p + j) ôïõ ðSSíáêá L åSSíáé SSóá ìå

−m − ℓ_G(v_iv_j ), 1 ≤ i, j ≤ p.

ÅSSíáé åðüìåíï ôþñá, íá åöáñìüóïõìå ìéá ðáñüìïéá ôåœíéêÞ ìå áõôÞ ðïõ åöáñìüóáìå ãéá ôïí

õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ ðSSíáêá L^′_1 óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n − G. ÿôóé, ãéá

ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n + G, ç ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá L^′_1 ôçò Åî. (6.1) ìåôáôñÝðåôáé

det (L^′_1) =

| | | | | | | | | | | | | | | | | |

1 n −m · · · −m −m −m · · · −m

0 mn . . .. . 0 mn

0 mn + d_G(v_1) −ℓ_G(v_j v_i)

0 mn + d_G(v_2) . . .. . 0 −ℓ_G(v_iv_j ) mn + d_G(v_p)

| | | | | | | | | | | | | | | | | |

= m · (mn)^{n−p−2} · det (B),

üðïõ ôá óôïéœåSSá óôéò ìç-äéáãþíéåò èÝóåéò (n − p + i, n − p + j) ôïõ ðSSíáêá L^′_1, åSSíáé SSóá ìå −ℓ_G(v_iv_j ), 1 ≤ i, j ≤ p. ÿôóé, êáôáëÞãïõìå óôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

ËÞììá 6.2. ÿóôù Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n ìå n êïñõöÝò, êáé Ýóôù ôï ãñÜöçìá G íá åSSíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ìå p êïñõöÝò ôÝôïéï þóôå E(G) ⊆ E(K^m_n ). Ôüôå,

τ(K^m_n + G) = m · (mn)^{n−p−2} · det(B),

üðïõ B = mnI_p + L(G) åSSíáé Ýíáò p × p ðSSíáêáò, êáé L(G) åSSíáé ï Kirchho¸ ðSSíáêáò ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

6.3.3 Ç ÃåíéêÞ ÐåñSSðôùóç K^m_n ± G

Óôç óõíÝœåéá åîÜãïõìå Ýíáí ãåíéêü ôýðï êáé ãéá ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò ôùí ãñáöçìÜôùí K^m_n + G êáé K^m_n − G. Ãéá ôïí óêïðü áõôü, ïñSSæïõìå ìéá ðáñÜìåôñï α ùò åîÞò: (i) α = 1, ãéá ôçí ðåñSSðôùóç K^m_n + G, êáé (ii) α = −1, ãéá ôçí ðåñSSðôùóç K^m_n − G. Ìå Üëëá ëüãéá, α = ±1, óýìöùíá ìå ôï ãñÜöçìá K^m_n ± G. Âáóéæüìåíïé óôçí ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ α óõìðåñáSSíïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 6.2. ÿóôù Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n ìå n êïñõöÝò, êáé Ýóôù Ýíá ðïëõãñÜöçìá G ìå p êïñõöÝò ôÝôïéï þóôå V (G) ⊆ V (K^m_n ) êáé E(G) ⊆ E(K^m_n ). Ôüôå,

τ(K^m_n ± G) = m · (mn)^{n−p−2} det(B),

üðïõ B = mnI_p + α · L(G) åSSíáé Ýíáò p × p ðSSíáêáò, α = ±1 óýìöùíá ìå ôï ãñÜöçìá K^m_n ± G, êáé L(G) åSSíáé ï Kirchho¸ ðSSíáêáò ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

Óôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ K^m_n , êáé, ãé’ áõôü, Ýœåé ðïëëáðëüôçôá Λ(G) ≤ m. ÿðåôáé üôé ôï ãñÜöçìá K^m_n + G Ýœåé ðïëëáðëüôçôá Λ(K^m_n + G) ≤ 2m. Ðáñ’ üëá áõôÜ, ìðïñïýìå íá áðïöýãïõìå ôïí ðñïçãïýìåíï ðåñéïñéóìü ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n + G. Äåí åSSíáé äýóêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ï ðSSíáêáò L ôçò ÅîSSóùóçò (6.2) ðáñáìÝíåé èåôéêÜ-ïñéóìÝíïò åöüóïí éóœýåé λ(G) ≥ 0. ÿôóé, ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôï ãñÜöçìá G íá åSSíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ìå p êïñõöÝò ôÝôïéï þóôå V (G) ⊆ V (K^m_n ). Ôï áêüëïõèï èåþñçìá éóœýåé.

Èåþñçìá 6.3. ÿóôù Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n ìå n êïñõöÝò, êáé Ýóôù ôï ãñÜöçìá G íá åSSíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ìå p êïñõöÝò ôÝôïéï þóôå V (G) ⊆ V (K^m_n ). Ôüôå,

τ(K^m_n + G) = m · (mn)^{n−p−2} · det(B),

üðïõ B = mnI_p + L(G) åSSíáé Ýíáò p × p ðSSíáêáò, êáé L(G) åSSíáé ï Kirchho¸ ðSSíáêáò ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

6.4 Ôá K^{(m)}n ± G ÃñáöÞìáôá

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá áðïäåéêíýïõìå ôýðïõò âáóéóìÝíïõò óôçí ïñSSæïõóá ãéá ôï ðëÞèïò τ(K^{(m)}_n ± G), üðïõ K^{(m)}n åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá êáé G åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ K^{(m)}n . Ðñþôá ëáìâÜíïõìå õð’ üøéí ôï ãñÜöçìá K^m_n + G_1 − G_2 êáé ðáSSñíïõìå Ýíáí ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò τ(K^m_n + G_1 −G_2), êáé óôç óõíÝœåéá, áðïäåéêíýïõìå Ýíáí ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò τ(K^{(m)}n ±G) œñçóéìïðïéþíôáò ôï ãñÜöçìá K^m_n + G_1 − G_2 êáé Ýíá œáñáêôçñéóôéêü ãñÜöçìá H(K^{(m)}_n ).

6.4.1 Ç ÐåñSSðôùóç K^m_n + G_1 − G_2

Åäþ, èåùñïýìå ãñáöÞìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôï m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n ðñïóèÝôïíôáò ðïëëáðëÝò áêìÝò åíüò ãñáöÞìáôïò G_1 êáé áöáéñþíôáò ðïëëáðëÝò áêìÝò áðü Ýíá ãñÜöçìá G_2. ÿóôù Ýíá ðïëõãñÜöçìá G_1 ìå p_1 êïñõöÝò, ôÝôïéï þóôå V (G_1) ⊆ V (K^m_n ), êáé Ýóôù G_2 Ýíá ðïëõãñÜöçìá ìå p_2 êïñõöÝò, ôÝôïéï þóôå V (G_2) ⊆ V (K^m_n ) êáé E(G_2) ⊆ E(K^m_n + G_1). Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, åðéêåíôñþíïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò óôï ãñÜöçìá K^m_n + G_1 − G_2, ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôï m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n ðñïóèÝôïíôáò ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G_1, êáé óôç óõíÝœåéá, áöáéñþíôáò áðü ôï ðñïêýðôùí ãñÜöçìá K^m_n + G_1 ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G_2 . äçëáäÞ, K^m_n + G_1 − G_2 = (K^m_n + G_1) − G_2.

ÅSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé, (K^m_n +G_1)−G_2 ≠ K^m_n +(G_1−G_2) åöüóïí, óôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç, ôï ãñÜöçìá G_2 äåí åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G_1. ÅðéðëÝïí, V (G_1) ≠ V (G_2).

Ãéá ôï æåõãÜñé ôùí ðïëõãñáöçìÜôùí (G_1, G_2) ïñSSæïõìå ôá union-stable ãñáöÞìáôá G^∗_1 êáé G^∗_2 ôïõ æåýãïõò (G_1, G_2) ùò åîÞò: G^∗_1 åSSíáé ôï ðïëõãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï ãñÜöçìá G_1 ðñïóèÝôïíôáò óôï óýíïëï êïñõöþí V (G_1) ôéò êïñõöÝò áðü ôï óýíïëï V (G_2)−V (G_1) êáé G^∗_2 åSSíáé ôï ðïëõãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï ãñÜöçìá G_2 ðñïóèÝôïíôáò óô óýíïëï êïñõöþí V (G_2) ôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ V (G_1) − V (G_2). ÿôóé, åî’ ïñéóìïý V (G^∗_1) = V (G^∗_2).

Áðü ôïí ïñéóìü ëïéðüí, êáé ôá äýï ãñáöÞìáôá G^∗_1 êáé G^∗_2 åSSíáé ðïëõãñáöÞìáôá ìå p = |V (G_1)∪ V (G_2)| êïñõöÝò, ìå ôïõëÜœóôïí p − p_1 êáé p − p_2 áðïìïíùìÝíåò êïñõöÝò, áíôSSóôïéœá. Åöüóïí K^m_n + G^∗_1 − G^∗_2 = K^m_n + G_1 − G_2, åðéêåíôñþíïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò óôï ãñÜöçìá K^m_n + G^∗_1 − G^∗_2.

Âáóéæüìåíïé óôï Èåþñçìá 6.1, êáôáóêåõÜæïõìå ôïí n × n Kirchho¸ ðSSíáêá L = L(K^m_n + G^∗_1 − G^∗_2) ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôï ãñÜöçìá K^m_n + G^∗_1 − G^∗_2 . åSSíáé ðáñüìïéïò ìå ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n ±G. Ç äéáöïñÜ Ýãêåéôáé óôïí p×p õðïðSSíáêá ðïõ óœçìáôSSæåôáé áðü ôéò ôåëåõôáSSåò p ãñáììÝò êáé óôÞëåò ôïõ ðSSíáêá L, üðïõ p = |V (G_1) ∪ V (G_2)|. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ï ðSSíáêáò L Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

L = m(n − 1) −m · · · −m −m −m · · · −m −m m(n − 1) · · · −m −m −m · · · −m . . . . .. . . . . . . . . . . . −m −m · · · m(n − 1) −m −m · · · −m −m −m · · · −m B^′(G^∗_1, G^∗_2)[1, 1] B^′(G^∗_1, G^∗_2)[j, i] −m −m · · · −m B^′(G^∗_1, G^∗_2)[2, 2] . . . . · · · . . .. . −m −m · · · −m B^′(G^∗_1, G^∗_2)[i, j] B^′(G^∗_1, G^∗_2)[p, p]

,

üðïõ ï p × p õðïðSSíáêáò B^′(G^∗_1, G^∗_2) Ýœåé óôïéœåSSá

B^′(G^∗_1, G^∗_2)[i, j] = { m(n − 1) + d_G∗_1 (v_i) − d_G∗_2 (v_i) åÜí i = j, −m − ℓ_G∗_1 (v_iv_j ) + ℓ_G∗_2 (v_iv_j ) áëëéþò.

Óçìåéþíïõìå üôé ôá ℓ_G∗_1 (v_iv_j ) êáé ℓ_G∗_2 (v_iv_j ) åSSíáé ôá ðëÞèç ôùí áêìþí ìåôáîý ôùí êïñõöþí v_i êáé v_j óôï ãñÜöçìá G^∗_1 êáé óôï ãñÜöçìá G^∗_2, áíôSSóôïéœá. Ïé ðïóüôçôåò d_G∗_1 (v_i) êáé d_G∗_2 (v_i), 1 ≤ i ≤ p, åêöñÜæïõí ôïí âáèìü ôçò êïñõöÞò v_i óôï ãñÜöçìá G^∗_1 êáé óôï ãñÜöçìá G^∗_2, áíôSSóôïéœá. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé, V (G^∗_1) = V (G^∗_2).

ÅSSíáé åðüìåíï ôþñá íá åöáñìüóïõìå ìéá ðáñüìïéá ôåœíéêÞ ìå áõôÞ ðïõ åöáñìüóáìå ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ ðSSíáêá L^′_1 óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ åSSœáìå ôï ãñÜöçìá K^m_n − G. ÿôóé, ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n + G^∗_1 − G^∗_2, ç ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá L^′_1 ôçò Åî. (6.1) ìåôáôñÝðåôáé det (L^′_1) =

| | | | | | | | | | | | | | | | | | |

1 n −m · · · −m −m −m · · · −m

0 mn . . .. . 0 mn

0 B(G^∗_1, G^∗_2)[1, 1] B(G^∗_1, G^∗_2)[j, i]

0 B(G^∗_1, G^∗_2)[2, 2] . . .. . 0 B(G^∗_1, G^∗_2)[i, j] B(G^∗_1, G^∗_2)[p, p]

| | | | | | | | | | | | | | | | | | | = m · (mn)^{n−p−2} · det (B(G^∗_1, G^∗_2)),

üðïõ ï p × p õðïðSSíáêáò B(G^∗_1, G^∗_2) Ýœåé óôïéœåSSá

B(G^∗_1, G^∗_2)[i, j] = { mn + d_G∗_1 (v_i) − d_G∗_2 (v_i) åÜí i = j,

−ℓ_G∗_1 (v_iv_j ) + ℓ_G∗_2 (v_iv_j ) áëëéþò.

Åöüóïí B(G^∗_1, G^∗_2) = mnI_p + L(G^∗_1) − L(G^∗_2), èÝôïõìå ìå B = B(G^∗_1, G^∗_2) êáé áðïêôïýìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 6.4. ÿóôù Ýíá m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^m_n ìå n êïñõöÝò, êáé Ýóôù G_1, G_2 äýï ðïëõãñáöÞìáôá ôÝôïéá þóôå V (G_1) ⊆ V (K^m_n ) êáé E(G_2) ⊆ E(K^m_n + G_1). Ôüôå,

τ(K^m_n + G_1 − G_2) = m · (mn)^{n−p−2} det(B),

üðïõ p = |V (G_1) ∪ V (G_2)|, B = mnI_p + L(G^∗_1) − L(G^∗_2) åSSíáé Ýíáò p × p ðSSíáêáò, L(G^∗_1) êáé L(G^∗_2) åSSíáé ïé Kirchho¸ ðSSíáêåò ôùí union-stable ãñáöçìÜôùí G^∗_1 êáé G^∗_2 ôïõ æåýãïõò (G_1, G_2), áíôSSóôïéœá.

6.4.2 Ç ÃåíéêÞ ÐåñSSðôùóç K^{(m)}n ± G

ÿóôù K^{(m)}n Ýíá ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé Ýóôù G Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò K^{(m)}_n . Èá äåSSîïõìå üôé ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ðáñÝœåé ôçí âáóéêÞ éäÝá êáé áðïôåëåSS ôï êëåéäSS ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò τ(K^{(m)}_n ±G), üðïõ K^{(m)}_n ±G åSSíáé ôï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôï ãñÜöçìá K^{(m)}_n ðñïóèÝôïíôáò Þ áöáéñþíôáò ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Åöüóïí λ(K^{(m)}_n ) > 0, Ýœïõìå üôé K^{(m)}_n = K^m_n + H(K^{(m)}_n ), üðïõ H(K^{(m)}_n ) åSSíáé Ýíá œáñáêôçñéóôéêü ãñÜöçìá ôïõ K^{(m)}_n . Ôüôå, Ýœïõìå üôé K^{(m)}_n ± G = K^m_n + H(K^{(m)}_n ) ± G.

Ç ðñüóèåóç ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G óôï ãñÜöçìá K^{(m)}_n , åðÜãåé üôé K^{(m)}_n + G = K^m_n + G^′, üðïõ ôï ãñÜöçìá G^′ = H(K^{(m)}n ) + G. ÿôóé, ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò τ(K^{(m)}n + G) ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôï Èåþñçìá 6.3. Áðü ôçí Üëëç, ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôçò áöáSSñåóçò ôùí áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G áðü ôï ãñÜöçìá K^{(m)}_n , ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò τ(K^{(m)}_n − G) ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôï Èåþñçìá 6.4, áöïý K^{(m)}_n − G = K^m_n + H(K^{(m)}_n ) − G. ÓõíïøSSæïíôáò Ýœïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

ËÞììá 6.3. ÿóôù Ýíá ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá K^{(m)}_n ìå n êïñõöÝò êáé H(K^{(m)}_n ) Ýíá œáñáêôçñéóôéêü ãñÜöçìá ôïõ K^{(m)}_n , êáé Ýóôù G Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ K^{(m)}_n . Ôüôå,

τ(K^{(m)}_n ± G) = m · (mn)^{n−p−2} det(B),

üðïõ p = |V (H(K^{(m)}_n )) ∪ V (G)|, B = mnI_p + L(H(K^{(m)}_n )^∗) ± L(G^∗) åSSíáé Ýíáò p × p ðSSíáêáò êáé L(H(K^{(m)}n )^∗) êáé L(G^∗) åSSíáé ïé Kirchho¸ ðSSíáêåò ôùí union-stable ãñáöçìÜôùí H(K^{(m)}n )^∗ êáé G^∗ ôïõ æåýãïõò (H(K^{(m)}_n ), G), áíôSSóôïéœá.

Óçìåéþóôå üôé èåùñïýìå ôá ãñáöÞìáôá K^{(m)}_n ± G êáé ãé’ áõôü ôïí ëüãï ôï ãñÜöçìá G ðñÝðåé íá åSSíáé Ýíá õðïãñÜöçìá ôïõ K^{(m)}_n . Ðáñ’ üëá áõôÜ üìùò óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå ôï ãñÜöçìá K^{(m)}n + G graph, ðáñüìïéá ìå ôï Èåþñçìá 6.3, åSSíáé ðñïöáíÞò üôé ôï ãñÜöçìá G ìðïñåSS íá åSSíáé Ýíá ãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé áðü ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ôùí áêìþí ðïõ åíþíïõí ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò K^{(m)}n .

6.5 ÊëÜóåéò ÃñáöçìÜôùí

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá, ãåíéêåýïõìå ãíùóôïýò êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K_n − G. ĳðùò áíáöÝñèçêå óôçí åéóáãùãÞ ôïõ êåöáëáSSïõ õðÜñœïõí ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ãéá ôï ðëÞèïò τ(K_n − G), ðïõ åîåñôÜôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ï óêïðüò áõôÞò ôçò åíüôçôáò åSSíáé íá áðïäåSSîåé êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò τ(K^m_n ± G), åöáñìüæïíôáò ðáñüìïéåò ôåœíéêÝò ìå áõôÝò ãé ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G. ÿôóé åîÜãïõìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(K^m_n ± G), ãéá ôéò ðåñéðôþóåéò üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé (i) Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá, êáé (ii) Ýíá multi-star ãñÜöçìá.

6.5.1 ÐëÞñåò ÐïëõìåñÞ ÃñáöÞìáôá

ÿíá ãñÜöçìá ëÝãåôáé üôé åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ (complete multipartite) (Þ ðëÞñç k-ìåñÝò) åÜí õðÜñœåé ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí ôïõ Ýôóé þóôå íá ìçí õðÜñœïõí ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò ôïõ SSäéïõ óõíüëïõ êáé êÜèå æåýãïò êïñõöþí áðü äéáöïñåôéêÜ óýíïëá íá åSSíáé ãåéôïíéêÜ. ÓõìâïëSSæïõìå Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá ìå p êïñõöÝò ùò K_{m1,m2,...,mk} , üðïõ p = m_1 + m_2 + · · · + m_k.

ÿóôù Ýíá ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá G = K_{m1,m2,...,mk} ìå p êïñõöÝò. Óôçí åñãáóSSá [95] Ýœåé áðïäåéœôåSS üôé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G äSSíåôáé áðü ôïí áêüëïõèï ôýðï:

τ(K_n − G) = n^{n−p−1}(n − p)^{k−1} k∏ i=1 (n − (p − m_i))^{mi −1},

üðïõ p åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá, åðåêôåSSíïõìå ôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá äåSSœíïíôáò Ýíáí êëåéóôü ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÝò ãñÜöçìá ìå p ≤ n êïñõöÝò. Áðü ôï Èåþñçìá 6.2, êáôáóêåõÜæïõìå ôïí p × p ðSSíáêá B(G) êáé ðñïóèÝôïõìå ìéá ãñáììÞ êáé ìéá óôÞëç óôïí ðSSíáêá B(G). ï ôåëéêüò (p + 1) × (p + 1) ðSSíáêáò B^′(G) Ýœåé 1 óôçí èÝóç (1, 1), α óôéò èÝóåéò (1, j), 2 ≤ j ≤ p + 1, êáé 0 óôéò èÝóåéò (i, 1), 2 ≤ i ≤ p + 1. èõìSSæïõìå üôé, α = ±1. ÿôóé, ï ôåëéêüò ðSSíáêáò B^′(G) Ýœåé ôç áêüëïõèç ìïñöÞ:

B^′(G) =

1 α α · · · α M_1 −α · · · −α −α M_2 · · · −α . . . . .. . . . −α −α · · · M_k

,

üðïõ ïé äéáãþíéïé m_i × m_i õðïðSSíáêåò M_i Ýœïõí äéáãþíéá óôïéœåSSá mn + α · (p − m_i), 1 ≤ i ≤ k. Óçìåéþóôå üôé, det (B(G)) = det (B^′(G)).

Ìå óêïðü íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá B^′(G) ðñïóèÝôïõìå ôçí ðñþôç ãñáììÞ óôéò åðüìåíåò p ãñáììÝò. ÐïëëáðëáóéÜæïõìå ôéò 2, 3, . . . , p + 1 óôÞëåò ôïõ ðSSíáêá B^′(G) ìå −1/(mn+α·p) êáé ôéò ðñïóèÝôïõìå óôçí ðñþôç óôÞëç. ÁîSSæåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé, ôï Üèñïéóìá óå êÜèå ãñáììÞ ôïõ ðSSíáêá B^′(G) åSSíáé SSóï ìå mn+α·p. ÅðïìÝíùò, ç ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá B^′(G) ìåôáôñÝðåôáé:

det (B^′(G)) =

| | | | | | | | | | |

1 −^{α·p}_{mn+α·p} α α · · · α

M^′_1

M^′_2 .. . M^′_k

| | | | | | | | | | | =^{mn}

mn+α·p · det (M ′ 1) · det (M^′_2) · · · · · det (M^′_k), (6.3)

üðïõ ïé m_i × m_i õðïðSSíáêåò M^′_i , 1 ≤ i ≤ k, Ýœïõí ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

M^′_i =

| | | | | | | | mn + α · (p − m_i) + α α · · · α

α mn + α · (p − m_i) + α · · · α . . . . .. . . . α α · · · mn + α · (p − m_i) + α

| | | | | | | | .

Ãéá ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá M^′_i ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ðñþôç ãñáììÞ ìå −1 êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôéò åðüìåíåò m_i − 1 ãñáììÝò. Óôçí óõíÝœåéá, ðñïóèÝôïõìå ôéò óôÞëåò ôïõ ðSSíáêá M^′_i óôçí ðñþôç óôÞëç. Ðáñáôçñþíôáò üôé mn + α · (p − m_i) + α · m_i = mn + α · p, Ýœïõìå

det (M^′_i ) = (mn + α · p) · (mn + α · (p − m_i))^{mi −1}.

ÅðïìÝíùò, áðü ôçí ÅîSSóùóç (6.3) Ýœïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 6.5. ÿóôù Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñÜöçìá G = K_{m1,m2,...,mk} ìå p = m_1 +m_2 +· · ·+m_k êïñõöÝò. Ôüôå,

τ(K^m_n ± G) = m · (mn)^{n−p−1}(mn + α · p)^{k−1} k∏ i=1 (mn + α · (p − m_i))^{mi −1},

üðïõ p ≤ n êáé α = ±1 óýìöùíá ìå K^m_n ± G.

ÓçìåSSùóç 6.1. Ç êëÜóç ôùí ðëÞñåò ðïëõìåñÞ ãñáöçìÜôùí ðåñéÝœåé ôçí êëÜóç ôùí c-split ãñáöçìÜôùí (ðëÞñç äéœïôïìSSóéìá ãñáöÞìáôá{complete split graphs). Ýíá ãñÜöçìá ïñSSæåôáé ùò c-split ãñÜöçìá åÜí õðÜñœåé ìéá äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí óå Ýíá åõóôáèÝò óýíïëï (áíåîÜñôçôï) S êáé óå Ýíá ðëÞñç óýíïëï K êáé êÜèå êïñõöÞ óôï óýíïëï S åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ K [43].

ÿôóé, Ýíá c-split ãñÜöçìá G ìå p êïñõöÝò êáé V (G) = K + S åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÝò ãñÜöçìá K_{m1,m2,...,mk} ìå m_1 = |S|, m_2 = m_3 = · · · = m_k = 1 êáé k = |K| + 1. ÿíáò êëåéóôüò ôýðïò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G åSSœå ðñïôáèåSS óôçí åñãáóSSá [91], üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá c-split ãñÜöçìá.

ÿóôù Ýíá c-split ãñÜöçìá G ìå p êïñõöÝò êáé Ýóôù V (G) = K + S íá åSSíáé ç äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí ôïõ. Ôüôå, áðü ôï Èåþñçìá 6.5 ðáSSñíïõìå üôé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G äSSíåôáé áðü ôïí áêüëïõèï êëåéóôü ôýðï:

τ(K^m_n ± G) = m · (mn)^{n−p−1}(mn + α · |K|)^{|S|−1}(mn + α · p)^{|K|},

üðïõ p = |K| + |S| êáé p ≤ n. �

6.5.2 Multi-star ÃñáöÞìáôá

ÿíá multi-star ãñÜöçìá, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ùò K_r(b_1, b_2, . . . , b_r), áðïôåëåSSôáé áðü Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá K_r ìå êïñõöÝò ìå åðéãñáöÝò v_1, v_2, . . . , v_r, êáé b_i êïñõöÝò âáèìïý Ýíá, ðïõ ç êÜèå ìéá åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí êïñõöÞ v_i, 1 ≤ i ≤ r [24, 93, 107].

ÿóôù Ýíá multi-star ãñÜöçìá G = K_r(b_1, b_2, . . . , b_r) ìå p = r + b_1 + b_2 + · · · + b_r êïñõöÝò. Óôéò åñãáóSSåò [24, 93, 107], åSSœå áðïäåéœôåSS üôé ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôïõ ãñáöÞìáôïò K_n − G äSSíåôáé áðü ôïí áêüëïõèï êëåéóôü ôýðï:

τ(K_n − G) = n^{n−p−2}(n − 1)^{p−r} ( 1 + r∑ i=1 1 q_i − 1 ) · r∏ i=1 (q_i − 1) ,

üðïõ q_i = n − (r − 1 + b_i) −^{bi}_{n−1} .

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá, âáóéæüìåíïé óôï Èåþñçìá 6.2, ãåíéêåýïõìå ôï ðñïçãïýìåíï áðïôÝëåóìá ðáñÜãïíôáò Ýíáí êëåéóôü ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá multi-star ãñÜöçìá ìå p ≤ n êïñõöÝò. ÿóôù ôï K_r íá åSSíáé ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá ôïõ multi-star ãñáöÞìáôïò G êáé Ýóôù v_1, v_2, . . . , v_r íá åSSíáé ïé êïñõöÝò ôïõ. Ôï óýíïëï êïñõöþí ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü ôçí êïñõöÞ v_i êáé ôéò b_i êïñõöÝò âáèìïý Ýíá ðïõ åSSíáé üëåò ãåéôïíéêÝò ìå ôçí êïñõöÞ v_i åðÜãåé Ýíá ãñÜöçìá áóôÝñá ìå b_i + 1 êïñõöÝò, 1 ≤ i ≤ r. ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí (b_i + 1) × (b_i + 1) ðSSíáêá M_i ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï ãñÜöçìá áóôÝñá ìå êåíôñéêÞ êïñõöÞ ôçí v_i . Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

M_i = mn + α −α mn + α −α . . −α −α · · · mn + α · (r − 1 + b_i) ,

üðïõ α = ±1.

Ãéá íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá M_i ðñþôá ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ðñþôç ãñáììÞ ìå −1 êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôéò åðüìåíåò b_i − 1 ãñáììÝò. Ôüôå, ðñïóèÝôïõìå ôéò b_i óôÞëåò óôçí ðñþôç óôÞëç. ÔåëéêÜ, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ðñþôç óôÞëç ìå^α_{mn+α} êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí ôåëåõôáSSá óôÞëç. ÿôóé, ðáñáôçñþíôáò üôé α^2 = 1, Ýœïõìå:

det (M_i) = (mn + α)^{bi} · ( mn + α · (r − 1 + b_i) −^{α2 bi}_{mn+α} )

= (mn + α)^{bi} · ( mn + α · (r − 1 + b_i) −^{bi}_{mn+α} )

= (mn + α)^{bi} · q_i,

üðïõ q_i = mn + α · (r − 1 + b_i) −^{bi}_{mn+α} , 1 ≤ i ≤ r. (6.4)

Ôþñá åSSìáóôå óå èÝóç íá õðïëïãSSóïõìå ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(K^m_n ± G) œñçóéìïðïéþíôáò ôï Èåþñçìá 6.2. ÿôóé, Ýœïõìå

τ(K^m_n ± G) = m · (mn)^{n−p−2} · det (B(G)) (6.5)

üðïõ ï ðSSíáêáò

B(G) =

M_{1,1} −α M_{2,2} −α . . . .. . M_{r,r} −α −α mn + α · d_G(v_1) −α · · · −α −α −α mn + α · d_G(v_2) · · · −α . . . . . . . .. . . . −α −α −α · · · mn + α · d_G(v_r )

åSSíáé Ýíáò p × p ðSSíáêáò êáé ï M_{i,i} åSSíáé Ýíáò õðïðSSíáêáò ðïõ áðïêôÜôáé áðü ôïí ðSSíáêá M_i äéáãñÜöïíôáò ôçí ôåëåõôáSSá ãñáììÞ êáé ôçí ôåëåõôáSSá óôÞëç ôïõ, 1 ≤ i ≤ r. Ï âáèìüò ôçò êïñõöÞò v_i ôïõ ãñáöÞìáôïò K_r åSSíáé SSóïò ìå d_G(v_i) = r − 1 + b_i, 1 ≤ i ≤ r. ÅðïìÝíùò, ôþñá åðáñêåSS íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ ðSSíáêá B(G). Áêïëïõèþíôáò ìéá äéáäéêáóSSá ðáñüìïéá ìå áõôÞ ðïõ åöáñìüóáìå óôïí ðSSíáêá M_i, èá Ýœïõìå:

det (B(G)) = (mn + α)^{p−r} ·

| | | | | | | | | q_1 −α · · · −α −α q_2 · · · −α . . . . .. . . . −α −α · · · q_r

| | | | | | | | | = (mn + α)^{p−r} · det (D).

ÖÝñíïõìå óôçí ìíÞìç ìáò üôé, q_i = mn + α · (r − 1 + b_i) −^{bi}_{mn+α} . äåSSôå ôçí ÅîSSóùóç (6.4). Ãéá íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ïñSSæïõóá ôïõ r × r ðSSíáêá D ðñþôá ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí ðñþôç ãñáììÞ ôïõ ðSSíáêá D ìå −1 êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôéò r − 1 õðüëïéðåò ãñáììÝò. Ôüôå, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ôçí óôÞëç i ìå^{q1 +α}_{qi +α} , 2 ≤ i ≤ r, êáé ôçí ðñïóèÝôïõìå óôçí ðñþôç óôÞëç. Áíáðôýóóïíôáò ùò ðñïò ôéò ãñáììÝò ôïõ ðSSíáêá D, Ýœïõìå üôé

det (D) = ( 1 − α r∑ i=1 1 q_i + α ) · r∏ i=1 (q_i + α).

ÅðïìÝíùò, áíôéêáèéóôþíôáò ôçí ôéìÞ ôçò det (D) óôç ÅîSSóùóç (6.5), Ýœïõìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 6.6. ÿóôù Ýíá multi-star ãñÜöçìá G = K_r(b_1, b_2, . . . , b_r) ìå p = r + b_1 + b_2 + · · · + b_r êïñõöÝò. Ôüôå,

τ(K^m_n ± G) = m · (mn)^{n−p−2}(mn + α)^{p−r} ( 1 − α · r∑ i=1 1 q_i + α ) · r∏ i=1 (q_i + α) ,

üðïõ p ≤ n, q_i = mn + α · (r − 1 + b_i) −^{bi}_{mn+α} êáé α = ±1 óýìöùíá ìå K^m_n ± G.

6.6 ÓõìðåñÜóìáôá

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï áðïäåSSîáìå ôýðïõò ðïõ âáóSSæïíôáé óôïí õðïëïãéóìü ïñSSæïõóáò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G, êáé åðSSóçò ãéá ôçí ðéï ãåíéêÞ ïéêïãÝíåéá ãñáöçìÜôùí K^{(m)}_n ± G, üðïõ ôï ãñÜöçìá K^m_n (áíôSSóô. K^{(m)}_n ) åSSíáé ôï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé áêñéâþò (áíôSSóô. ôïõëÜœéóôïí) m áêìÝò íá åíþíïõí êÜèå æåýãïò êïõöþí êáé ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíá óýíïëï áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n (áíôSSóô. K^{(m)}_n ). Âáóéæüìåíïé óå áõôïýò ôïõò ôýðïõò, áðïäåSSîáìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(K^m_n ± G), ãéá ôçí ðåñSSðôùóçó ðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé (i) Ýíá ðëÞñåò ðïëõìåñÝò ãñÜöçìá, êáé (ii) Ýíá multi-star ãñÜöçìá.

Ìå âÜóç ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò, èá Þôáí åíäéáöÝñïí íá èåùñÞóåé êáíåSSò ôï ðñüâëçìá ôçò áðüäåéîçò ôýðùí ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(K^m_n ± G) óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ôï ãñÜöçìá G áíÞêåé óå Üëëåò êëÜóåéò áðëþí ãñáöçìÜôùí Þ ðïëõãñáöçìÜôùí. Ôï ðáñáèÝôïõìå ùò Ýíá áíïéœôü ðñüâëçìá.

Ôï ðñüâëçìá ôçò ìåãéóôïðïSSçóçò ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí Ýœåé åðéëõèåSS ãéá áñêåôÝò ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K_n − G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá multi-star ãñÜöçìá, ç Ýíùóç ìïíïðáôéþí êáé êýêëùí, êôë. (äåSSôå [24, 41, 93, 99]). ÿôóé, Ýíá åíäéáöÝñïí áíïéœôü ðñüâëçìá åSSíáé ôçò ìåãéóôïðïSSçóçò ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G.

ÊåöÜëáéï 7

ÐëÞñùò Äõíáìéêüò Áëãüñéèìïò Áíáãíþñéóçò ôùí P4-sparse ÃñáöçìÜôùí

7.1 ÅéóáãùãÞ

7.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS

7.3 ÐëÞñçò-Äõíáìéêüò Áëãüñéèìïò

7.4 ÓõìðåñÜóìáôá

7.1 Introduction

Óå Ýíá äõíáìéêÜ ìåôáâáëëüìåíï ãñÜöçìá ðñÝðåé êáíåSSò íá äéáôçñÞóåé ìéá áíáðáñÜóôáóç ôïõ ãñáöÞìáôïò ìÝóá áðü ìéá áêïëïõèSSá Üìåóùí ìåôáâïëþí (on-line modi˛cations), äçëáäÞ åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò êïñõöþí Þ áêìþí. Ç áíáðáñÜóôáóç ðñÝðåé íá åðéôñÝðåé íá áðáíôçèïýí åñùôÞóåéò ðïõ áðáóœïëïýí óõãêåêñéìÝíåò éäéüôçôåò ôïõ äõíáìéêïý ãñáöÞìáôïò, ãéá ðáñÜäåéãìá, ‘åSSíáé óõíåêôéêü ôï ãñÜöçìá . ’. ÔÝôïéïõ åSSäïõò áëãüñéèìïé ðïõ áóœïëïýíôáé ìå áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá ïíïìÜæïíôáé äõíáìéêïSS áëãüñéèìïé (dynamic algorithms) êáé êáôçãïñéïðïéïýíôáé áíÜëïãá ìå ôçí äéáäéêáóSSá ìåôáâïëþí ðïõ õðïóôçñSSæïõí. ÿíáò áõîçôéêüò (áíôSSóô. ìåéùôéêüò) (incremental êáé áíôSSóô. decremental) ) áëãüñéèìïò õðïóôçñSSæåé ìüíï ðñïóèÞêç (áíôSSóô. áöáSSñåóç) êïñõöþí. ÿíáò ìïíï-ðñïóèÞêçò (áíôSSóô. ìüíï-áöáSSñåóçò) áëãüñéèìïò õðïóôçñSSæåé ìüíï ðñïóèÞêç (áíôSSóô. áöáSSñåóç) áêìþí. ÿíáò ìüíï-áêìÝò ðëÞñùò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò (edges-only fully dynamic algorithm) õðïóôçñSSæåé ðñïóèÞêåò êáé äéáãñáöÝò áêìþí. ÿíáò ðëÞñùò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò (fully dynamic algorithm) õðïóôçñSSæåé ôñïðïðïéÞóåéò áêìþí üðùò åðSSóçò êáé ôñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí.

ÁñêåôïSS åñåõíçôÝò ìåëÝôçóáí ôï ðñüâëçìá ôçò äõíáìéêÞò áíáãíþñéóçò ãéá ãñáöÞìáôá óõãêåêñéìÝíùí ïéêïãåíåéþí. ÁõîçôéêïSS áëãüñéèìïé áíáãíþñéóçò Ýœïõí ðñïôáèåSS áðü ôïí Hsu [54] ãéá interval ãñáöÞìáôá êáé áðü ôïõò Deng et al. [34] ãéá óõíåêôéêÜ êáôÜëëçëá interval ãñáöÞìáôá. Ï Ibarra [56] Ýäùóå Ýíáí ìüíï-áêìÝò ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ãéá chordal ãñáöÞìáôá ðïõ õðïóôçñSSæåé êÜèå ðñÜîç áêìÞò óå O(n) œñüíï êáé Ýíáí ìüíï-áêìÝò ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ãéá äéœïôïìSSóéìá (split) ãñáöÞìáôá ðïõ õðïóôçñSSæåé êÜèå ðñÜîç áêìÞò

ÓœÞìá 7.1: Ôá åðôÜ áðáãïñåõìÝíá õðïãñáöÞìáôá ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí.

óå O(1) œñüíï. Ðéï ðñüóöáôá, ïé Hell et al. [50] Ýäùóáí Ýíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï ãéá ôçí áíáãíþñéóç êáôÜëëçëùí interval ãñáöçìÜôùí ðïõ äïõëåýåé óå O(d + log n) œñüíï ãéá êÜèå ôñïðïðïSSçóç ôïõ ãñáöÞìáôïò, üðïõ d åSSíáé ï âáèìüò ìéáò êïñõöÞò óôçí ðåñSSðôùóç ôñïðïðïSSçóçò êïñõöÞò. Ïé Shamir êáé Sharan [101] óœåäSSáóáí Ýíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï ãéá ôçí áíáãíþñéóç ôùí cographs, threshold ãñáöçìÜôùí êáé trivially perfect ãñáöçìÜôùí ðïõ õðïóôçñSSæåé êÜèå ôñïðïðïSSçóç áêìÞò óå O(1) œñüíï êáé êÜèå ôñïðïðïSSçóç êïñõöÞò óå O(d) œñüíï. Ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí, Ýíáò áõîçôéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôçí áíáãíþñéóç åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò Ýœåé ðñïôáèåSS áðü ôïõò Jamison êáé Olariu [61] ðïõ õðïóôçñSSæåé ôçí åéóáãùãÞ ìéáò êïñõöÞò âáèìïý d óå O(d) œñüíï. Óå Ýíá äéáöïñåôéêü ðñüâëçìá, ïé Henzinger êáé Fredman [51] áðÝäåéîáí êÜôù üñéá ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò äéáôÞñçóçò ôçò ðëÞñçò äõíáìéêÞò k-áêìþí Þ k-êïñõöþí óõíåêôéêüôçôáò óå åðSSðåäá ãñáöÞìáôá.

ÐïëëïSS åñåõíçôÝò åðSSóçò èåþñçóáí ôï ðñüâëçìá ôçò äõíáìéêÞò äéáôÞñçóçò ôïõ md-äÝíôñïõ åíüò äõíáìéêÜ ìåôáâáëëüìåíïõ ãñáöÞìáôïò (ôï md-äÝíôñï åíüò ãñáöÞìáôïò G åSSíáé ìïíáäéêü (ùò ðñïò ôïí éóïìïñöéóìü) åðéãñáöüìåíï äÝíôñï ðïõ áðïèçêåýåé üëåò ôéò äéáìåñSSóåéò ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí åíüò ãñáöÞìáôïò G óå áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò êáé ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS óå œñüíï ãñáììéêü ùò ðñïò ôï ìÝãåèïò ôïõ ãñáöÞìáôïò [30, 33, 80]). Ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü, ìüíï äýï ìåñéêÜ áðïôåëÝóìáôá åSSíáé ãíùóôÜ: ïé Muller êáé Spinrad [83] Ýäùóáí Ýíáí áõîçôéêü áëãüñéèìï ãéá ôçí m-áðïóýíèåóç, ðïõ õðïóôçñSSæåé êÜèå åéóáãùãÞ êïñõöÞò óå O(n) œñüíï. ïé Corneil et al. [29] Ýäùóáí Ýíáí âÝëôéóôï áõîçôéêü áëãüñéèìï ãéá ôçí áíáãíþñéóç êáé ôçí m-áðïóýíèåóç ôùí cographs, ðïõ õðïóôçñSSæåé ôçí åéóáãùãÞ ìéáò êïñõöÞò âáèìïý d óå O(d) œñüíï.

Ç åñãáóSSá ìáò óå áõôü ôï êåöÜëáéï åðéêåíôñþíåôáé óôá P_4-sparse ãñáöÞìáôá . ôá P_4-sparse ãñáöÞìáôá ïñSSæïíôáé ùò ôá ãñáöÞìáôá åêåSSíá ãéá ôá ïðïSSá êÜèå óýíïëï ðÝíôå êïñõöþí åðÜãåé ôï ðïëý Ýíá Üœïñäï ìïíïðÜôé ôåóóÜñùí êïñõöþí [52] (óôï ÓœÞìá 7.1 ðáñïõóéÜæïõìå ôá åðôÜ áðáãïñåõìÝíá õðïãñáöÞìáôá ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí). Ôá ãñáöÞìáôá áõôÜ åSSíáé ôÝëåéá êáé åðSSóçò ôÝëåéá äéáôÜîéìá (perfectly orderable) perfectly orderable [52], êáé ðåñéÝœïõí ðïëëÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí, üðùò åSSíáé, ôá cographs, ôá P_4-reducible ãñáöëçìáôá, êôë. (äåSSôå [18, 61, 62]). Ôá P_4-sparse ãñáöÞìáôá Ýœïõí ìåëåôçèåSS åêôåôáìÝíá ôá ðåñáóìÝíá œñüíéá êáé âñSSóêïõí Ýíá ðëÞèïò åöáñìïãþí óôá åöáñìïóìÝíá ìáèçìáôéêÜ êáé óôç åðéóôÞìç ôçò ðëçñïöïñéêÞò (ð.œ., åðéêïéíùíSSåò, ìåôáöïñéêÜ ìÝóá, œñïíïäñïìïëüãçóç, èåùñSSá õðïëïãéóìïý) óå ðñïâëÞìáôá ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ãñáöÞìáôá ðïõ ôá œáñáêôçñSSæåé ìéá \ôïðéêÞ ðõêíüôçôá" éäéüôçôá. ÐñÜãìáôé, ç äïìÞ ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí åíóùìáôþíåé ìéá ôÝôïéá ôïðéêÞ ðõêíüôçôá áöïý åSSíáé åêåSSíá ôá ãñáöÞìáôá óôá ïðïSSá åSSíáé óœåôéêÜ áðSSèáíï íá âñåèïýí ðåñéóóüôåñá áðü ëSSãá P_4. óçìåéþíïõìå üôé ðïëëïSS åñåõíçôÝò ôåSSíïõí íá åîéóþóïõí ôçí Ýííïéá ôçò ôïðéêÞò ðõêíüôçôáò ìå ôçí áðïõóSSá ôùí P_4 áðü Ýíá ãñÜöçìá.

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï, ðåñéãñÜöïõìå Ýíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí óôïí ïðïSSï ïé åéóáãùãÝò áêìþí/êïñõöþí êáé ïé äéáãñáöÝò ôïõò åêôåëïýíôáé ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ôï ôñïðïðïéçìÝíï ãñÜöçìá åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá. Ï áëãüñéèìüò ìáò äéáôçñåSS ôï md-äÝíôñï ôïõ ãñáöÞìáôïò. åëÝãœåé ðüôå ç áSSôçóç ôçò áêìÞò/êïñõöÞò ìåôáâïëÞò åðéöÝñåé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá, êáé óå ðåñSSðôùóç èåôéêÞò áðÜíôçóçò, åíçìåñþíåé êáôÜëëçëá ôï md-äÝíôñï.

ÊÜèå ðñÜîç áêìÞò õðïóôçñSSæåôáé óå O(1) œñüíï, åíþ êÜèå ðñÜîç êïñõöÞò õðïóôçñSSæåôáé óå O(d) œñüíï ãéá êÜèå d-âáèìïý êïñõöÞò.

7.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS

ÁõôÞ ç åñãáóSSá áóœïëåSSôáé êáé äéåñåõíÜ äõíáìéêÜ ðñïâëÞìáôá áíáãíþñéóçò óôá ïðïSSá ïé åñùôÞóåéò åSSíáé ôçò ìïñöÞò: ‘ôï ãñÜöçìá áíÞêåé óå ìéá óõãêåêñéìÝíç êëÜóç Π. ’, üðïõ Π åSSíáé ìéá êëÜóç ãñáöçìÜôùí. ÿíáò áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá åSSíáé áíáãêáóìÝíïò íá äéáôçñåSS ìéá áíáðáñÜóôáóç ôïõ äõíáìéêïý ãñáöÞìáôïò åíüóù ôï ãñÜöçìá áíÞêåé óôçí êëÜóç Π, êáé íá åíôïðSSæåé ðüôå ôï ãñÜöçìá ðáýåé íá áíÞêåé óôçí êëÜóç Π.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, Ýíáò ðëÞñùò äõíáìéêüò ãéá ìéá Π-áíáãíþñéóç äéáôçñåSS ìéá äïìÞ äåäïìÝíùí ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ãñÜöçìá G ∈ Π êáé õðïóôçñSSæåé ôéò áêüëïõèåò ëåéôïõñãSSåò.

• ðñïóèÞêç-áêìÞò(edge-insertion): äïèÝíôïò äýï êïñõöþí u, v ∈ V (G) ðïõ äåí åSSíáé ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G, åíçìÝñùóå ôçí êáôÜëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí ôï ãñÜöçìá G∪{uv} ∈ Π, åéäÜëëùò åêôýðùóå false .

• äéáãñáöÞ-áêìÞò(edge-deletion): äïèÝíôïò ìéáò áêìÞò uv ∈ E(G), åíçìÝñùóå ôçí êáôÜëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí ôï ãñÜöçìá G − {uv} ∈ Π, åéäÜëëùò åêôýðùóå false .

• ðñïóèÞêç-êïñõöÞò(vertex-insertion): äïèÝíôïò ìéáò íÝáò êïñõöÞò v /∈ V (G) ðïõ ãåéôíéÜæåé ìå 0, ìåñéêÝò, Þ üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G, åíçìÝñùóå ôçí êáôÜëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí ôï ãñÜöçìá G ∪ v ∈ Π, åéäÜëëùò åêôýðùóå false .

• äéáãñáöÞ-êïñõöÞò(vertex-deletion): äïèÝíôïò ìéáò êïñõöÞò v ∈ V (G), åíçìÝñùóå ôçí êáôÜëëçëç äïìÞ äåäïìÝíùí åÜí ôï ãñÜöçìá G − v ∈ Π, åéäÜëëùò åêôýðùóå false.

ÌåôÜ ôçí åêôÝëåóç áðü ïðïéáäÞðïôå ôÝôïéá ëåéôïõñãSSá, ï áëãüñéèìïò åSSíáé Ýôïéìïò íá åêôåëÝóåé ôçí åðüìåíç ëåéôïõñãSSá. Ðñïöáíþò (äåSSôå åðSSóçò [101]), ç ðñïóèÞêç (äéáãñáöÞ) ìéáò êïñõöÞò äåí áíÜãåôáé óôï ðñüâëçìá ôçò ðñïóèÞêçò (äéáãñáöÞò) ôùí ðñïóêåSSìåíùí, óå áõôÞò, áêìþí. ÿôóé, ïé ôñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí ðñÝðåé íá œåéñSSæïíôáé îåœùñéóôÜ áðü ôéò ôñïðïðïéÞóåéò áêìþí áðü ôïí äõíáìéêü áëãüñéèìï.

Ìéá êëÜóç ãñáöçìÜôùí Π êáëåSSôáé áõôïóõìðëçñùìáôéêÞ (complement-invariant) åÜí ôï G ∈ Π åðéöÝñåé G ∈ Π. Óçìåéþíïõìå üôé ãéá ôá P_4-sparse ãñáöÞìáôá ôá áêüëïõèá éóœýïõí:

ËÞììá 7.1. ÿóôù Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá G. Ôüôå (i) ôï ãñÜöçìá G åSSíáé áõôïóõìðëçñùìáôéêü (complement-invariant property), êáé (ii) ãéá êÜèå v ∈ G, G^′ = G − v åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá.

7.2.1 m-Áðïóýíèåóç êáé P_4-sparse ÃñáöÞìáôá

ÿíá õðïóýíïëï M ôùí êïñõöþí åíüò ãñáöÞìáôïò G áíáöÝñåôáé ùò áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (module) ôïõ ãñáöÞìáôïò G, åÜí êÜèå êïñõöÞ åêôüò ôïõ óõíüëïõ M åSSíáé, åSSôå ãåéôïíéêÞ óå üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ M, åSSôå óå êáìSSá áðü áõôÝò. Ôï êåíü óýíïëï, ôá ìïíïóýíïëá êáé ôï óýíïëï êïñõöþí V ëÝãïíôáé ôåôñéììÝíåò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò êáé üôáí ôï ãñÜöçìá G Ýœåé ìüíï ôåôñéììÝíåò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò ôüôå áíáöÝñåôáé ùò ðñþôï ãñÜöçìá (prime graph Þ indecomposable). Ìéá ìç-ôåôñéììÝíç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá ïíïìÜæåôáé åðSSóçò êáé ïìïãåíÝò óýíïëï (homogeneous set). ÅðéðëÝïí, ìéá áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M ôïõ ãñáöÞìáôïò G ïíïìÜæåôáé éóœõñÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (strong module) åÜí ãéá êÜèå ìSSá áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M^′ ≠ M ôïõ ãñáöÞìáôïò G, åSSôå éóœýåé M^′ ∩ M = ∅ åSSôå éóœýåé M^′ ⊂ M.

ÓœÞìá 7.2: ÿíá ìç-óõíåêôéêü P_4-sparse ãñÜöçìá ìå 13 êïñõöÝò êáé ôï md-äÝíôñï ôïõ.

Ç m-áðïóýíèåóç (modular decomposition) åíüò ãñáöÞìáôïò G áíáðáñSSóôáôáé áðü Ýíá äÝíôñï T (G) ôï ïðïSSï ïíïìÜæïõìå md-äÝíäñï ôïõ ãñáöÞìáôïò G (modular decomposition tree). ôá öýëëá ôïõ äÝíôñïõ T (G) åSSíáé ïé êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G åíþ êÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò t áíôéóôïéœåSS óå ìéá éóœõñÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá ðïõ óõìâïëSSæåôáé M(t) êáé åðÜãåôáé áðü ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí/öýëëùí ôïõ õðïäÝíôñïõ ìå ñSSæá ôïí t. ÿôóé ôï äÝíôñï T (G) áíáðáñéóôÜ üëá ôéò éóœõñÝò áõôïôåëåSSò-ìïíÜäåò ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ÊÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò åðéãñÜöåôáé ìå P ãéá ðáñÜëëçëç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (parallel module), Þ ìå S ãéá óåéñéáêÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (series module), Þ ìå N ãéá ãåéôïíéêÞ áõôïôåëÞ-ìïíÜäá (neighborhood module). H áõôïôåëÞ-ìïíÜäá ðïõ áíôéóôïéœåSS óå Ýíáí P-êüìâï åðÜãåé Ýíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G, áõôÞ ôïõ S-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé Ýíá ìç-óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá êáé áõôÞ ôïõ N-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé åðSSóçò Ýíá óõíäåäåìÝíï õðïãñÜöçìá. Ôï ÓœÞìá 7.2 äåSSœíåé Ýíá ãñÜöçìá êáé ôï md-äÝíôñï ôïõ.

ÿóôù t Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò ôïõ md-äÝíôñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò t Ýœåé ðáéäéÜ t_1, t_2, . . . , t_p, ôüôå ïñSSæïõìå ôï áíôéðñïóùðåõôéêü ãñÜöçìá G(t) (representative graph) ùò áêïëïýèùò:

∘ V (G(t)) = {t_1, t_2, . . . , t_p}, and

∘ E(G(t)) = {t_it_j | v_iv_j ∈ E(G), v_i ∈ M(t_i) êáé v_j ∈ M(t_j )}.

Óçìåéþíïõìå üôé åî’ ïñéóìïý ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò, åÜí ìéá êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_i) åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ìéá Üëëç êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_j ) ôüôå êÜèå êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_i) åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå êÜèå êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_j ). ÿôóé, ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé éóüìïñöï ìå ôï ãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíá õðïóýíïëï ôçò áõôïôåëÞòìïíÜäáò M(t) óõññéêíþíïíôáò óå ìéá êïñõöÞ êÜèå ìÝãéóôç áõôïôåëÞ-õðïìïíÜäá ôçò M(t) óôï äÝíôñï T (G). Ãéá ôïõò P-, S-, êáé N-êüìâïõò, ôï áêüëïõèï ëÞììá éóœýåé (äåSSôå åðSSóçò [18, 40]):

ËÞììá 7.2. ÿóôù G Ýíá ãñÜöçìá, T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ, êáé t Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò ôïõ T (G). Ôüôå,

(M.i) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá œùñSSò-áêìÝò ãñÜöçìá åÜí t åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò,

(M.ii) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá åÜí t åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò, êáé

(M.iii) ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá ðñþôï ãñÜöçìá åÜí t åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí, ïé Giakoumakis êáé Vanherpe [40] Ýäåéîáí üôé:

ËÞììá 7.3. ÿóôù G Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýóôù T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ. Ôï ãñÜöçìá G åSSíáé P_4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå Í-êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T (G), ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R) êáé êáìSSá êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ S ∪ K äåí åSSíáé åóùôåñéêüò êüìâïò óôï äÝíôñï T (G).

7.3 ÐëÞñçò-Äõíáìéêüò Áëãüñéèìïò

ĳðùò áíáöÝñèçêå, ï áëãüñéèìüò ìáò äéáôçñåSS ôï md-äÝíôñï T (G) ôïõ P_4-sparse ãñáöÞìáôïò. Ìå óêïðü ôçí äéåõêüëõíóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, áðïèçêåýïõìå óå êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ T (G) åðéðñüóèåôåò ðëçñïöïñSSåò óôáèåñïý ìåãÝèïõò ãéá êÜèå êüìâï. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, êÜèå êüìâïò áðïèçêåýåé ôïí ôýðï ôïõ (P, S, Þ N), ôï ðëÞèïò ôùí ðáéäéþí ôïõ, Ýíáí äåSSêôç ãéá êáèÝíá áðü ôá ðáéäéÜ ôïõ, êáé âïçèçôéêÜ ðåäSSá counter êáé mark áñœéêïðïéçìÝíá óôï 0. Åðéðñüóèåôá, êÜèå N-êüìâïò áðïèçêåýåé ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ áíôéóôïéœåSS óå Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá åÜí åSSíáé áñáéü Þ ðõêíü. ôï áíåîÜñôçôï óýíïëï S êáé ç êëSSêá K ôïõ áñáœíïåéäÝò ãñáöÞìáôïò áðïèçêåýïíôáé óå æåõãÜñéá ðïõ áíôéóôïéœïýí (ìÝóá áðü ôçí óõíÜñôçóç f) ïé êïñõöÝò, åíþ õðÜñœåé Ýíáò îåœùñéóôüò äåSSêôçò óôï óýíïëï R ðïõ åSSíáé null åÜí R = ∅ (äåí õðÜñœåé ëüãïò íá áðïèçêåõôåSS ôï ìÝãåèïò |S| = |K| áöïý åSSíáé SSóï ìå ⌊c/2⌋, üðïõ c åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí ðáéäéþí åíüò N-êüìâïõ).

7.3.1 Ðñüóèåóç ìéáò ÁêìÞò

ÿóôù ç áêìÞ uv ðïõ èá ðñïóôåèåSS êáé Ýóôù ôï ôñïðïðïéçìÝíï ãñÜöçìá G^′ = G ∪ {uv}. Ãéá ôéò äýï êïñõöÝò u, v ∈ G óõìâïëSSæïõìå ìå t_{uv} ôïí åëÜœéóôï êïéíü ðñïêÜôïœï ôùí êïñõöþí u êáé v óôï äÝíôñï T (G). Åöüóïí ïé êïñõöÝò u, v åSSíáé ìç-ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G, ï êüìâïò t_{uv} åSSíáé åSSôå Ýíáò P-êüìâïò åSSôå Ýíáò N-êüìâïò. ÿóôù ôá ðáéäéÜ t_u êáé t_v ôïõ êüìâïõ t_{uv} ôÝôïéá þóôå ôá óýíïëá M(t_u) êáé M(t_v) ðåñéÝœïõí ôéò êïñõöÝò u êáé v áíôSSóôïéœá. Óçìåéþóôå üôé, åÜí |M(t_u)| = 1 (áíôSSóô. |M(t_v )| = 1 ) ôüôå t_u = u (áíôSSóô. t_v = v). ŒùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, èåùñïýìå üôé |M(t_u)| ≤ |M(t_v )|. ÄéáêñSSíïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò üðïõ |M(t)u)| ≥ 2, |M(t_u)| = 1 êáé t_{uv} åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò, êáé |M(t_u)| = 1 êáé t_{uv} åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò, êáé áðïäåéêíýïõìå ôá áêüëïõèá ëÞììáôá.

ËÞììá 7.4. ÿóôù |M(t_u)| ≥ 2. Ôüôå ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíï åÜí ï êüìâïò t_{uv} åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò êáé |M(t_u)| = |M(t_v )| = 2.

Áðüäåéîç. ÅSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ï êüìâïò t_{uv} åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò. åÜí ï êüìâïò t_{uv} Þôáí Ýíáò N-êüìâïò ôüôå |M(t_u)| = 1, åöüóïí ôï ðïëý Ýíá ðáéäSS ôïõ êüìâïõ t_{uv} åSSíáé Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò (üœé öýëëï) óôï äÝíôñï T (G) (äåSSôå ÓœÞìá 7.2). Ôüôå Ýðåôáé üôé ôá õðïãñáöÞìáôá G[M(t_u)] êáé G[M(t_v )] åSSíáé êáé ôá äýï óõíåêôéêÜ.

ÓœÞìá 7.3: ÅéêïíïãñÜöçóç ôçò ðåñSSðôùóçò ôïõ ËÞììáôïò 7.4 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò óôï md-äÝíôñï.

ÓœÞìá 7.4: ÅéêïíïãñÜöçóç ôçò ðåñSSðôùóçò (ii) ôïõ ËÞììáôïò 7.5 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò óôï md-äÝíôñï.

(=⇒) ÿóôù üôé ôïõëÜœéóôïí Ýíá áðü ôá óýíïëá M(t_u), M(T_v) Ýœåé 3 óôïéœåSSá. œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, Ýóôù |M(t_v)| ≥ 3. Ç óõíåêôéêüôçôá ôùí ãñáöçìÜôùí G[M(t_u)], G[M(t_v)] åðÜãåé üôé õðÜñœïõí êïñõöÝò u^′ ∈ M(t_u) êáé v^′ ∈ M(t_v) ôÝôïéåò þóôå uu^′, vv^′ ∈ E(G). Ôüôå, ðñïóèÝôïíôáò ôçí áêìÞ uv óôï ãñÜöçìá G, ôï ôåëéêü ãñÜöçìá G^′ ðåñéÝœåé ôï P_4 u^′uvv^′. Åöüóïí ôï ãñÜöçìá G[M(t_v )] åSSíáé óõíåêôéêü êáé |M(t_v)| ≥ 3, õðÜñœåé ìéá êïñõöÞ x óôï M(t_v) ôÝôïéá þóôå ç x âëÝðåé ôïõëÜœéóôïí ìéá áðü ôéò êïñõöÝò v, v^′. ÁëëÜ ôüôå, ïé ðÝíôå êïñõöÝò u^′, u, v, v^′, x åðÜãïõí óôï ãñÜöçìá G^′ Ýíá áðü ôá áêüëïõèá ãñáöÞìáôá: P_5, F_1, êáé F_2 . åðïìÝíùò, ôï ãñÜöçìá G^′ äåí åSSíáé P_4-sparse.

(⇐=) ÿóôù ôþñá üôé ôï ãñÜöçìá G^′ äåí åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá. Ôüôå, õðÜñœïõí ðÝíôå êïñõöÝò óôï ãñÜöçìá G^′ ðïõ åðÜãïõí äýï P_4. Åöüóïí ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá êáé ï êüìâïò t_{uv} åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò, ïé ðÝíôå êïñõöÝò áíÞêïõí óôï M(t_u) ∪ M(t_v). ÁëëÜ ôüôå, åSSôå |M(t_u)| ≥ 3, åSSôå |M(t_v )| ≥ 3.

ËÞììá 7.5. ÿóôù ï êüìâïò t_{uv} íá åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò êáé Ýóôù |M(t_u)| = 1. Ôüôå, ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíï åÜí ìéá áðü ôéò áêüëïõèåò (áìïéâáSSá áðïêëåéüìåíåò) ðåñéðôþóåéò éóœýåé:

(i) ç êïñõöÞ v âëÝðåé üëåò ôéò êïñõöÝò áðü ôï óýíïëï M(t_v).

(ii) ç êïñõöÞ v œÜíåé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ y ∈ M(t_v ) ôÝôïéá þóôå ç êïñõöÞ y âëÝðåé ìüíï ôçí êïñõöÞ x ∈ M(t_v ), êáé ìüíï ç êïñõöÞ x âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï M(t_v).

(iii) ç êïñõöÞ v œÜíåé ℓ > 1 êïñõöÝò áðü ôï óýíïëï M(t_v) Ýôóé þóôå ôï ãñÜöçìá G(t_v ) íá åSSíáé Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá (S, K, R) ìå |S| = |K| = ℓ, R = {r} êáé ç êïñõöÞ v áíÞêåé óôï óýíïëï M(r) êáé âëÝðåé üëåò ôéò êïñõöÝò áðü ôï óýíïëï M(r).

ÓœÞìá 7.5: ÅéêïíïãñÜöçóç ôçò ðåñSSðôùóçò (iii) ôïõ ËÞììáôïò 7.5 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò óôï md-äÝíôñï.

Áðüäåéîç. Ç áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò âáóSSæåôáé óôá áêüëïõèá ãåãïíüôá.

Ãåãïíüò 7.1. ÿóôù ï êüìâïò t_{uv} Ýíáò P-êüìâïò, |M(t_u)| = 1, êáé Ýóôù ôï ìïíïðÜôé áðü ôçí êïñõöÞ t_v óôçí êïñõöÞ p(v) íá ìçí ðåñéÝœåé êáíÝíáí N-êüìâï óôï äÝíôñï T (G). ÅÜí äåí õðÜñœåé êáìSSá êïñõöÞ x ∈ M(t_v ) Ýôóé þóôå ç êïñõöÞ x íá âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï M(t_v) ôüôå ôï ãñÜöçìá G^′ äåí åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá.

Áðüäåéîç. Åöüóïí ï êüìâïò t_{uv} åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò, ôï ãñÜöçìá G[M(t_v )] åSSíáé óõíåêôéêü. ÅðéðëÝïí, åöüóïí äåí õðÜñœåé êáíÝíáò N-êüìâïò óôï ìïíïðÜôé áðü ôïí êüìâï t_v óôïí êüìâï p(v) óôï äÝíôñï T (G), ç êïñõöÞ v äåí óõììåôÝœåé óå êáíÝíá P_4 óôï ãñÜöçìá G[M(t_v )]. ÅÜí äåí õðÜñœåé êïñõöÞ x ∈ M(t_v) ôÝôïéá þóôå ç êïñõöÞ x íá âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï M(t_v) ôüôå èá äåSSîïõìå üôé åSSôå ç êïñõöÞ v óõììåôÝœåé óå Ýíá C_4 Þ ç êïñõöÞ v âëÝðåé áêñéâþò äýï êïñõöÝò åíüò K_3 óôï ãñÜöçìá G[M(t_v)].

ÿóôù, ãéá áíôSSöáóç, üôé äåí éóœýåé áõôÞ ç ðåñSSðôùóç. Ôüôå, åöüóïí ç êïñõöÞ v äåí óõììåôÝœåé óå êáíÝíá P_4 óôï ãñÜöçìá G[M(t_v )], ôï óýíïëï êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(t_v )] åSSíáé äéáìåñSSóéìï óå ôñSSá óýíïëá A, B, êáé C, üðïõ A = {v}, ôï óýíïëï B ðåñéÝœåé ôïõò ãåSSôïíåò ôçò êïñõöÞò v, êáé ôï óýíïëï êïñõöþí C ðåñéÝœåé ìéá êïñõöÞ, Ýóôù, y, ðïõ œÜíåé ôçí êïñõöÞ v. ÿóôù ìéá êïñõöÞ x ðïõ âñSSóêåôáé óôï óýíïëï B Ýôóé þóôå ç êïñõöÞ y âëÝðåé ôçí x. Ôüôå, ç êïñõöÞ y œÜíåé êÜèå Üëëç êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï B . ãéáôSS åéäÜëëùò, ôï ãñÜöçìá G^′ èá ðåñéåSSœå åSSôå Ýíá F_1, åSSôå Ýíá F_2 ùò Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá. Åöüóïí ç êïñõöÞ v äåí óõììåôÝœåé óå êáíÝíá P_4, ç êïñõöÞ x âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ B. ÁëëÜ ôüôå, ç x œÜíåé ìéá êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï C, Ýóôù, y^′. Ç êïñõöÞ y^′ œÜíåé ôçí y . åéäÜëëùò, ç êïñõöÞ v èá Þôáí Ýíá Üêñï ôïõ P_4 vxyy^′. ÿôóé, ç êïñõöÞ y^′ âëÝðåé ìéá êïñõöÞ x^′ áðü ôï óýíïëï B. ÁëëÜ ôüôå, ç v âëÝðåé ôéò ìÝóåò-êïñõöÝò êáé œÜíåé ôá Üêñá ôïõ P_4 yxx^′y^′ (óçìåéþóôå üôé ç êïñõöÞ v åSSôå âëÝðåé Þ œÜíåé Ýíá P_4 óôï ãñÜöçìá G[M(t_v)], áöïý ôï ìïíïðÜôé áðü ôïí êüìâï t_v óôïí êüìâï p(v) äåí ðåñéÝœåé êáíÝíá N-êüìâï óôï äÝíôñï T (G)).

ÐñïóèÝôïíôáò ôçí áêìÞ uv óôï ãñÜöçìá G, ôá åðáãþìåíá õðïãñáöÞìáôá F_1 Þ F_2 åìöáíSSæïíôáé óôï ãñÜöçìá G^′, êáé, ãé’ áõôü, ôï ãñÜöçìá G^′ äåí åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá. �

Ãåãïíüò 7.2. ÿóôù ï êüìâïò t_{uv} íá åSSíáé Ýíáò P-node, Ýóôù |M(t_u)| = 1, êáé Ýóôù ôï ìïíïðÜôé áðü ôïí êüìâï t_v óôïí êüìâï p(v) íá ìçí ðåñéÝœåé êáíÝíá N-êüìâï óôï äÝíôñï T (G). ÅÜí ç êïñõöÞ v œÜíåé ìéá êïñõöÞ y áðü ôï óýíïëï M(t_v) ôüôå ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíï åÜí õðÜñœåé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ x ∈ M(t_v) ôÝôïéá þóôå ç x íá âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï M(t_v) êáé ç êïñõöÞ y íá âëÝðåé ìüíï ôçí êïñõöÞ x áðü ôï óýíïëï M(t_v).

Áðüäåéîç. (=⇒) ÿóôù üôé õðÜñœåé ìéá áêüìá êïñõöÞ x^′ ≠ x ∈ M(t_v) Ýôóé þóôå ç x^′ íá âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ M(t_v). Ôüôå, ïé ðÝíôå êïñõöÝò u, v, x, y, êáé y^′ åðÜãïõí óôï ãñÜöçìá G^′ åSSôå ôï ãñÜöçìá F_1 åSSôå ôï ãñÜöçìá F_2. ÿóôù ôþñá üôé õðÜñœåé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ x ∈ M(t_v ) Ýôóé þóôå ç x íá âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ M(t_v), äçëáäÞ, ç y íá âëÝðåé ôçí êïñõöÞ x, êáé Ýóôù ç êïñõöÞ y íá âëÝðåé ìéá åðéðëÝïí êïñõöÞ, Ýóôù, z, áðü ôï óýíïëï M(t_v). Ôüôå, ïé ðÝíôå êïñõöÝò u, v, x, y, êáé z åðÜãïõí óôï ãñÜöçìá G^′ Ýíá áðü ôá áêüëïõèá ãñáöÞìáôá: P_5, F_2, F_1, êáé F_2.

(⇐=) ÿóôù ôþñá üôé ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá. Ç êïñõöÞ v œÜíåé ìéá êïñõöÞ y áðü ôï óýíïëï M(t_v). ÿóôù üôé ç êïñõöÞ v œÜíåé åðéðëÝïí ìéá êïñõöÞ y^′ áðü ôï óýíïëï M(t_v ). Áðü ôï Ãåãïíüò 7.1 õðÜñœåé ìéá êïñõöÞ x ∈ M(t_v) ðïõ âëÝðåé ôéò êïñõöÝò y, y^′ êáé v. ÁëëÜ ôüôå, ïé ðÝíôå êïñõöÝò u, v, x, y, êáé y^′ åðÜãïõí åSSôå ôï ãñÜöçìá F_1 åSSôå ôï ãñÜöçìá F_2 . Üôïðï. ÿôóé, ç êïñõöÞ v œÜíåé ìüíï ôçí êïñõöÞ y áðü ôï óýíïëï M(t_v). Åöüóïí ôï ãñÜöçìá G[M(t_v)] åSSíáé Ýíá óõíåêôéêü ãñÜöçìá êáé ç êïñõöÞ v âëÝðåé üëåò ôéò êïñõöÝò áðü ôï óýíïëï M(t_v) − {y}, ôï óýíïëï êïñõöþí ôïõ ìðïñåSS íá äéáìåñéóôåSS óå ôñSSá óýíïëá A, B, êáé C, üðïõ A = {v}, ôï óýíïëï B ðåñéÝœåé ôïõò ãåSSôïíåò ôçò êïñõöÞò v, êáé C = {y}. Èåùñïýìå ôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò: (i) õðÜñœïõí ôïõëÜœéóôïí äýï êïñõöÝò x, x^′ ∈ M(t_v) Ýôóé þóôå íá âëÝðïõí êÜèå êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï M(t_v). Ôüôå, x, x^′ ∈ B êáé, åðïìÝíùò, ïé ðÝíôå êïñõöÝò u, v, x, x^′, êáé y åðÜãïõí óôï ãñÜöçìá G^′ åSSôå ôï ãñÜöçìá F_1 åSSôå ôï ãñÜöçìá F_2. (ii) Ç êïñõöÞ y âëÝðåé ôïõëÜœéóôïí äýï êïñõöÝò z, z^′ áðü ôï óýíïëï M(t_v ). Ôüôå, z, z^′ ∈ B êáé, åðïìÝíùò, ïé ðÝíôå êïñõöÝò u, v, z, z^′, êáé y åðÜãïõí óôï ãñÜöçìá G^′ åSSôå ôï ãñÜöçìá F_1 åSSôå ôï ãñÜöçìá F_2. �

ÿóôù ôþñá üôé ôï ìïíïðÜôé áðü ôçí êïñõöÞ v óôïí êüìâï t_{uv} ðåñéÝœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíáí N-êüìâï t óôï äÝíôñï T (G). ĳðùò áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, ï N-êüìâïò t ôïõ äÝíôñïõ T (G) åðÜãåé Ýíá áíôéðñïóùðåõôéêü ãñÜöçìá G(t) ðïõ åSSíáé Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá êáé (S, K, R) íá åSSíáé ç äéáìÝñéóÞ ôïõ. Óçìåéþóôå üôé v ∈ M(t) êáé åðïìÝíùò, ç êïñõöÞ v áíÞêåé óå Ýíá áðü ôá óýíïëá S, Þ K, Þ, M(r) üðïõ R = {r}.

Ãåãïíüò 7.3. ÿóôù t_{uv} Ýíáò P-êüìâïò, |M(t_u)| = 1, êáé Ýóôù ôï ìïíïðÜôé áðü ôïí êüìâï t_v óôïí êüìâï p(v) ðåñéÝœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíáí N-êüìâï t óôï äÝíôñï T (G). ÿóôù (S, K, R) íá åSSíáé ç äéáìÝñéóç ôïõ Ýíá áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t). ÅÜí v ∈ S ∪ K Þ v ∈ M(r) êáé ç êïñõöÞ v œÜíåé ìéá êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï M(r), ôüôå ôï ãñÜöçìá G^′ äåí åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá.

Áðüäåéîç. ÿóôù t íá åSSíáé ï ðñþôïò N-êüìâïò óôï ìïíïðÜôé áðü ôïí êüìâï p(v) óôïí t_v . ÿóôù üôé ç êïñõöÞ v áíÞêåé óôï óýíïëï S ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t). Åöüóïí |S| = |K| ≥ 2, õðÜñœåé ìéá êïñõöÞ v^′ ∈ S, v^′ ≠ v. ÐñïóèÝôùíôáò ôçí áêìÞ uv óôï ãñÜöçìá G, ôï P_5 uvf(v)f(v^′)v^′ åìöáíSSæåôáé óôï G^′. ÿóôù ôþñá v ∈ K êáé Ýóôù let v^′ ∈ K, v^′ ≠ v. Ôüôå, ïé ðÝíôå êïñõöÝò f^{−1}(v), v, v^′, f^{−1}(v^′), êáé u åðÜãïõí óôï ãñÜöçìá G^′ ôï ãñÜöçìá F_1. ÅðïìÝíùò, óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ v ∈ S ∪ K, ôï ãñÜöçìá G^′ äåí åSSíáé Ýíá P_4-sparse.

ÿóôù üôé v ∈ R êáé ìéá êïñõöÞ z ∈ M(r). ÿóôù x ∈ S êáé y ∈ K íá åSSíáé äýï êïñõöÝò ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t) = (S, K, R). ÐñïóèÝôïíôáò ôçí áêìÞ uv óôï ãñÜöçìá G, ïé ðÝíôå êïñõöÝò u, v, x, y êáé z ôïõ ãñáöÞìáôïò G^′ åðÜãïõí ôï ãñÜöçìá F_1 óôï G^′. �

Ãåãïíüò 7.4. ÿóôù üôé ï êüìâïò t_{uv} åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò, Ýóôù |M(t_u)| = 1, êáé Ýóôù ôï ìïíïðÜôé áðü ôïí êüìâï t_v óôïí p(v) íá ðåñéÝœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíáí N-êüìâï t óôï äÝíôñï T (G). ÿóôù (S, K, R) ç äéáìÝñéóç ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t) ìå R = {r}. ÅÜí, åSSôå ôï ìïíïðÜôé áðü ôïí êüìâï t_v óôïí p(v) ðåñéÝœåé ðáñáðÜíù áðü Ýíáí N-êüìâïõò Þ t ≠ t_v, ôüôå ôï ãñÜöçìá G^′ äåí åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá.

Áðüäåéîç. ÿóôù üôé õðÜñœåé áêüìç Ýíáò N-êüìâïò, Ýóôù, t^′, óôï ìïíïðÜôé êáé Ýóôù (S^′, K^′, R^′) íá åSSíáé ç äéáìÝñéóç ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t^′) ìå R^′ = {r^′}. Ôüôå, ç êïñõöÞ v œÜíåé ôïõëÜœéóôïí ìéá êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï M(r^′) åÜí M(r) ⊂ M(r^′) Þ ìéá êïñõöÞ áðü ôï M(r) åÜí M(r^′) ⊂ M(r). ÅðïìÝíùò, ôï G^′ äåí åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá (äåSSôå Ãåãïíüò 7.3). ÿóôù ôþñá üôé t ≠ t_v. Åöüóïí t_{uv} åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò êáé t ≠ t_v, Ýðåôáé üôé ï êüìâïò t_v åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò (åÜí t_v Þôáí Ýíáò N-êüìâïò, ôüôå ôï ìïíïðÜôé èá ðåñéåSSœå äýï N-êüìâïõò). Ôüôå, ôïõëÜœéóôïí ìéá êïñõöÞ z ∈ M(t_v ) âëÝðåé üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ M(t). ÿóôù x, y ∈ S ïé äýï êïñõöÝò ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t). ÐñïóèÝôïíôáò ôçí áêìÞ uv óôï ãñÜöçìá G, ïé ðÝíôå êïñõöÝò u, v, x, y êáé z ôïõ G^′ åðÜãïõí ôï ãñÜöçìá F_1 óôï G^′. �

Ãåãïíüò 7.5. ÿóôù ï êüìâïò t_{uv} íá åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò, Ýóôù |M(t_u)| = 1, êáé Ýóôù ï êüìâïò t_v íá åSSíáé ï N-êüìâïò óôï ìïíïðÜôé áðü ôïí t_v óôïí p(v) óôï äÝíôñï T (G). ÿóôù (S, K, R) ç äéáìÝñéóç ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t_v ) ìå R = {r}. ÅÜí ôï ãñÜöçìá G(t_v ) åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, ôüôå ôï ãñÜöçìá G^′ äåí åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá.

Áðüäåéîç. ÿóôù x_1, x_2 ∈ S êáé y ∈ K ôñåéò êïñõöÝò ôïõ ðõêíïý áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t_v ) Ýôóé þóôå ç y âëÝðåé êáé ôéò äõï êïñõöÝò x_1 êáé x_2. ÐñïóèÝôïíôáò ôçí áêìÞ uv óôï ãñÜöçìá G, ôï ôåëéêü ãñÜöçìá G^′ ðåñéÝœåé ôï ãñÜöçìá F_1 ùò Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá. �

Ôï ËÞììá 7.5 óõíåðÜãåôáé áð’ åõèåSSáò áðü ôá Ãåãïíüôá 7.1{7.5.

ËÞììá 7.6. ÿóôù üôé ï êüìâïò t_{uv} åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò, (S, K, R) åSSíáé ç äéáìÝñéóç ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t_{uv} ), êáé |M(t_u)| = 1. Ôüôå ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá åÜí êáé ìüíï åÜí åSSôå S = {u, v} êáé R = ∅ Þ u ∈ S, v ∈ K, êáé ôï ãñÜöçìá G(t_{uv} ) åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá.

Áðüäåéîç. ÿóôù R = {r}. Åî’ ïñéìïý ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò Ýœïõìå íá èåùñÞóïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò ãéá ôéò êïñõöÝò u, v íá áíÞêïõí óôï óýíïëï S êáé M(r), êáé ïé äýï óôï S, êáé óôï S êáé óôï K. ÿóôù ôþñá u ∈ S êáé v ∈ M(r), êáé Ýóôù x ∈ S − {u}. ÅÜí z, z^′ ∈ K åSSíá êïñõöÝò Ýôóé þóôå uzz^′x åSSíáé Ýíá P_4 óôï ãñÜöçìá G(t_{uv} ) (êáé óôï G), ôüôå ïé êïñõöÝò u, v, z, z, z^′ åðÜãïõí Ýíá F_1 óôï G^′, êáé ãé’áõôü äåí åSSíáé P_4-sparse.

Ôþñá õðïèÝóôå üôé u, v ∈ S êáé Ýóôù u^′ êáé v^′ íá áíÞêïõí óôï óýíïëï K Ýôóé þóôå uu^′v^′v íá åSSíáé Ýíá P_4 ôïõ ãñáöÞìáôïò G. ôüôå, ôï ãñÜöçìá G^′ ðåñéÝœåé Ýíá C_4 uu^′v^′v. ÿóôù ôþñá üôé R ≠ ∅ êáé Ýóôù R = {r} íá åSSíáé Ýíáò êüìâïò (åóùôåñéêüò Þ öýëëï) ôïõ äÝíôñïõ T (G). Ôüôå, ôï ãñÜöçìá G^′ ðåñéÝœåé Ýíá P_5 (äçëáäÞ, Ýíá house). ÅðïìÝíùò, R = ∅. ÅÜí |S| = |K| > 2, ôüôå áí ôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá åSSíáé áñáéü, ïé êïñõöÝò u, v, u^′, v^′, y, üðïõ y ∈ K − {u^′, v^′} åðÜãåé Ýíá P_5, åíþ áí ôï ôïõ áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá åSSíáé ðõêíü, ïé êïñõöÝò u, v, u^′, v^′, z, üðïõ z ∈ S − {u, v} åðÜãïõí Ýíá P_5.

ÔåëéêÜ, õðïèÝóôå üôé u ∈ S, ç êïñõöÞ v ∈ K êáé ôï ãñÜöçìá G(t_{uv} ) åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá Ýôóé þóôå |S| > 2 (óçìåéþóôå üôé ôá áñáœíïåéäÞ ãñáöÞìáôá ìå |S| = 2 èåùñïýíôáé åðSSóçò ðõêíÜ). Ôüôå, v ≠ f(u). Èåùñïýìå ìéá êïñõöÞ z ∈ K Ýôóé þóôå z ≠ v êáé z ≠ f(u). Ôüôå, ôï ãñÜöçìá G^′ ðåñéÝœåé ôï ãñÜöçìá F_2 ùò Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá.

Ôá ËÞììáôá 7.4{7.6 êáé ôá ÓœÞìáôá 7.3{7.6 äåSSœíïõí üôé ï Ýëåãœïò ôùí ðåñéðôþóåùí ìÝóá óôá ëÞììáôá áðáéôåSS íá áíÝâåé êáíåSSò áðü ôéò êïñõöÝò v, u óôï äÝíôñï T (G) ôï ðïëý 4 åðSSðåäá ðïõ ìðïñåSS íá åðéôåõœèåSS óå O(1) œñüíï œñçóéìïðïéþíôáò ôïõò äåSSêôåò ãéá ôïí ðáôÝñá óå êÜèå êüìâï. Åðéðñüóèåôá, äåí åSSíáé äýóêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ç åíçìÝñùóç ôïõ md-äÝíôñïõ ìðïñåSS íá ãSSíåé óå O(1) œñüíï. ÿôóé, Ýœïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 7.1. ÕðÜñœåé Ýíáò âÝëôéóôïò ìüíï-ðñïóèÞêçò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò ãéá ôá P_4- sparse ãñáöÞìáôá êáé äéáôÞñçóçò ôùí md-äÝíôñùí ôïõò, ðïõ õðïóôçñSSæåé êÜèå åéóáãùãÞ áêìÞò óå O(1) œñüíï.

ÓœÞìá 7.6: ÅéêïíïãñÜöçóç ôùí ðåñéðôþóåùí ôïõ ËÞììáôïò 7.6 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò óôï md-äÝíôñï.

7.3.2 ÁöáSSñåóç ìéáò ÁêìÞò

Óôçí åñãáóSSá [101] ôï áêüëïõèï èåþñçìá Ýœåé áðïäåéœôåSS.

Èåþñçìá 7.2 (Shamir êáé Sharan [101]). ÿóôù Π ìéá áõôïóõìðëçñùìáôéêÞ êëÜóç ãñáöçìÜôùí. ÿóôù Alg Ýíáò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò ãéá Π-áíáãíþñéóç, ðïõ õðïóôçñSSæåé åSSôå ðñïóèÞêåò áêìþí ìüíï åSSôå äéáãñáöÝò áêìþí ìüíï, êáé âáóSSæåôáé óôçí m-áðïóýíèåóç. Ôüôå ï áëãüñéèìïò Alg ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS ãéá íá õðïóôçñSSæåé êáé ôéò äýï ðñÜîåéò ìå ôçí SSäéá ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ.

Åöüóïí ôá P_4-sparse ãñáöÞìáôá åSSíáé áõôïóõìðëçñùìáôéêÜ (äåSSôå ËÞììá 7.1), ôï Èåþñçìá 7.1 åðéöÝñåé êáé ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 7.3. ÕðÜñœåé Ýíáò âÝëôéóôïò ìüíï-áêìÝò ðëÞñùò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò ãéá ôá P_4-sparse ãñáöÞìáôá êáé äéáôÞñçóçò ôïõ md-äÝíôñïõ ôïõò, ðïõ õðïóôçñSSæåé êÜèå ôñïðïðïSSçóç áêìÞò óå O(1) œñüíï.

7.3.3 ÅéóáãùãÞ ìéáò ÊïñõöÞò

ÿóôù Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá G êáé ìéá êïñõöÞ x /∈ V (G) ðïõ åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå 0, ìå ìåñéêÝò, Þ ìå üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ V (G). Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá äåSSœíïõìå ðþò íá áíáãíùñSSóïõìå åÜí ôï ãñÜöçìá G^′ ìå óýíïëï êïñõöþí V (G) ∪ {x} åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá, êáé åÜí åSSíáé, äåSSœíïõìå ðùò èá áðïêôÞóïõìå ôï md-äÝíôñï T (G^′) ôïõ ãñáöÞìáôïò G^′ áðü ôï md-äÝíôñï T (G) óå O(d) œñüíï, üðïõ d åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ åSSíáé ãåéôïíéêÝò ìå ôçí êïñõöÞ x. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé óôçí åñãáóSSá [61] Ýíáò áõîçôéêüò áëãüñéèìïò O(d)-œñüíïõ ðáñïõóéÜóôçêå ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü. ï áëãüñéèìïò üìùò âáóSSæåôáé óå äýï äïìÝò äåäïìÝíùí, Ýíáí ðSSíáêá êáé Ýíá cotree (äçëáäÞ, Ýíá md-äÝíôñï ìå ìüíï P- êáé S-êüìâïò), êáé ãé’ áõôü äåí ìðïñïýìå åýêïëá íá âáóéóôïýìå ðÜíù ôïõ. Åðéðñüóèåôá, óôçí åñãáóSSá [83] Ýíáò áõîçôéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ md-äÝíôñïõ åíüò ãñáöÞìáôïò Ýœåé äïèåSS, ðïõ áðáéôåSS O(V (G)) œñüíï ãéá íá ðñïóèÝóåé ìéá êïñõöÞ óôï ãñÜöçìá G. Ýôóé, O(V (G)) åSSíáé Ýíá Üíù üñéï ãéá ôçí ðñïóèÞêç ìéáò êïñõöÞò x.

Áò êáôçãïñéïðïéÞóïõìå ôïõò åóùôåñéêïýò êüìâïõò ôïõ äÝíôñïõ T (G) ùò ðñïò ôçí êïñõöÞ x óôéò áêüëïõèåò ôñåéò êáôçãïñSSåò: Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò t åSSíáé

x-ðëÞñç-ãåéôïíéêüò (x-fully-adjacent),

x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò (x-partly-adjacent),

x-ìç-ãåéôïíéêüò (x-non-adjacent)

åÜí êáé ìüíï åÜí ç êïñõöÞ x åSSíáé ãåéôïíéêÞ óå üëåò, ìüíï óå ìåñéêÝò, êáé óå êáìSSá, áíôSSóôïéœá, ôùí êïñõöþí óôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M(t). Ç ðáñáðÜíù êáôçãïñéïðïSSçóç åðåêôåSSíåôáé óôá öýëëáêüìâïõò: Ýíá öýëëï-êüìâïò a åSSíáé x-ðëÞñç-ãåéôïíéêüò Þ x-ìç-ãåéôïíéêüò åÜí êáé ìüíï åÜí ôï öýëëï a åSSíáé ãåéôïíéêü Þ ìç-ãåéôïíéêü áíôSSóôïéœá óôçí êïñõöÞ x. Ãéá ôï ðëÞèïò ôùí x-ðëÞñç-ãåéôïíéêþí êüìâùí ôïõ äÝíôñïõ T (G), ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå ôçí áêüëïõèç ðáñáôÞñçóç:

ÐáñáôÞñçóç 7.1. Ôï ðëÞèïò ôùí x-ðëÞñç-ãåéôïíéêþí êüìâùí ôïõ äÝíôñïõ T (G) åSSíáé ìéêñüôåñï áðü d − 1, üðïõ d ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí óôï ãñÜöçìá G ðïõ åSSíáé ãåéôïíéêÝò ìå ôçí êïñõöÞ x.

Áðüäåéîç. Ïé x-ðëÞñç-ãåéôïíéêïSS êüìâïé óœçìáôSSæïõí Ýíá äÜóïò áðü õðïäÝíôñá ôïõ T (G) óôá ïðïSSá ï óõíïëéêüò áñéèìüò ôùí öýëëùí åSSíáé d. Ç ðáñáôÞñçóç Ýðåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé êÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò óôï äÝíôñï T (G) êáé óå áõôÜ ôá õðïäÝíôñá Ýœïõí ôïõëÜœéóôïí äýï ðáéäéÜ.

Áðü ôçí Üëëç, ãéá ôïõò x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêïýò êüìâïõò, åSSíáé óçìáíôéêü íá åðéóçìÜíïõìå üôé:

P1: åÜí Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò t ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) åSSíáé x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò, ôüôå üëïé ïé ðñüãïíïSS ôïõ óôï äÝíôñï T (G) åSSíáé x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêïSS.

P2: ãéá êÜèå x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêü P-êüìâï t_P ôïõ äÝíôñïõ T (G), ôï õðïãñÜöçìá ôïõ G ðïõ åðÜãåôáé áðü ôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M(t_P ) ðåñéÝœåé äõï ìç-ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò a, b Ýôóé þóôå ç êïñõöÞ a åSSíáé ãåéôïíéêÞ êáé ç êïñõöÞ b åSSíáé ìç ãåéôïíéêÞ ìå ôçí êïñõöÞ x.

P3: ãéá êÜèå x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêü S-êüìâï t_S ôïõ äÝíôñïõ T (G), ôï õðïãñÜöçìá ôïõ G ðïõ åðÜãåôáé áðü ôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M(t_S ) ðåñéÝœåé ìéá áêìÞ ab Ýôóé þóôå ç êïñõöÞ a åSSíáé ãåéôïíéêÞ êáé ç êïñõöÞ b åSSíáé ìç ãåéôïíéêÞ ìå ôçí x.

P4: ãéá êÜèå x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêü N-êüìâï t_N ôïõ äÝíôñïõ T (G), ôï õðïãñÜöçìá ôïõ G ðïõ åðÜãåôáé áðü ôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M(t_N ) ðåñéÝœåé êáé ìéá áêìÞ ab Ýôóé þóôå ç êïñõöÞ a åSSíáé ãåéôïíéêÞ êáé ç êïñõöÞ b åSSíáé ìç ãåéôïíéêÞ ìå ôçí x áëëÜ êáé Ýíá æåýãïò áðü ìçãåéôïíéêÝò êïñõöÝò a^′, b^′ Ýôóé þóôå ç êïñõöÞ a^′ åSSíáé ãåéôïíéêÞ êáé ç êïñõöÞ b^′ åSSíáé ìç ãåéôïíéêÞ ìå ôçí êïñõöÞ x.

Ïé éäéüôçôåò P2-P4 Ýðïíôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá åíüò S-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá óõíåêôéêü ãñÜöçìá, ç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá åíüò P-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá ãñÜöçìá ðïõ ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé óõíåêôéêü, êáé ç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá åíüò N-êüìâïõ åðÜãåé Ýíá ãñÜöçìá ðïõ åSSíáé óõíåêôéêü êáé ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ åSSíáé åðSSóçò óõíåêôéêü. Åðéðñüóèåôá:

ËÞììá 7.7. Ãéá êÜèå äõï x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêïýò êüìâïõò ôïõ äÝíôñïõ T (G), ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé P_4-sparse ìüíï åÜí Ýíáò áðü áõôïýò åSSíáé ï ðñüãïíïò ôïõ Üëëïõ.

Áðüäåéîç. ÕðïèÝóôå üôé ôï äÝíôñï T (G) ðåñéÝœåé äõï x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêïýò êüìâïõò t, t^′ Ýôóé þóôå êáíÝíáò íá ìçí åSSíáé ï ðñüãïíïò ôïõ Üëëïõ. Ôüôå, t, t^′ åSSíáé ïé åóùôåñéêïSS êüìâïé ôïõ äÝíôñïõ T (G) êáé Ýóôù ï êüìâïò t_i íá åSSíáé ï åëÜœéóôïò êïéíüò ðñïêÜôïœïò ôùí t, t^′, êáé t_j êáé t_k íá åSSíáé ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t_i ðïõ åSSíáé áðüãïíïé ôùí t êáé t^′ áíôSSóôïéœá. ÅðïìÝíùò, áðü ôçí éäéüôçôá P1, ïé êüìâïé t_j êáé t_k åSSíáé x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêïSS êüìâïé. Åðéðñüóèåôá, ï êüìâïò t_i åSSíáé åSSôå Ýíáò P-êüìâïò åSSôå Ýíáò S-êüìâïò (õðåíèõìSSæïõìå üôé ôï ðïëý Ýíá ðáéäSS åíüò N-êüìâïõ åSSíáé Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò). ÿôóé, äéáêñSSíïõìå ôéò áêüëïõèåò äýï ðåñéðôþóåéò:

∘ ï êüìâïò t_i åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò: Ôüôå, ïé t_j , t_k åSSíáé åSSôå S- åSSôå N-êüìâïé. óå ïðïéáäÞðïôå ðåñSSðôùóç, õðÜñœïõí ïé êïñõöÝò a_j , b_j ∈ M(t_j ) êáé a_k, b_k ∈ M(t_k) Ýôóé þóôå ïé a_j , b_j åSSíáé ãåéôïíéêÝò êáé ïé a_k, b_k åSSíáé ãåéôïíéêÝò (äåSSôå ôéò éäéüôçôåò P3, P4). ÁëëÜ ôüôå, ôï ãñÜöçìá G^′ èá ðåñéÝœåé ôï P_5 b_j a_j xa_kb_k, êáé åðïìÝíùò äåí èá åSSíáé P_4-sparse.

∘ ï êüìâïò t_i åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò: Ç ðåñSSðôùóç åSSíáé óõììåôñéêÞ ìå ôç ðñïçãïýìåíç. Ïé êüìâïét_j , t_k åSSíáé åSSôå P- åSSôå N-êüìâïé . óå ïðïéáäÞðïôå ðåñSSðôùóç, õðÜñœïõí ïé êïñõöÝò a_j , b_j ∈ M(t_j ) êáé a_k, b_k ∈ M(t_k) Ýôóé þóôå a_j , b_j åSSíáé ìç-ãåéôïíéêÝò êáé a_k, b_k åSSíáé ìçãåéôïíéêÝò (äåSSôå ôéò éäéüôçôåò P2, P4). ÁëëÜ ôüôå, ôï ãñÜöçìá G^′ äåí èá åSSíáé P_4-sparse êáèþò èá ðåñéÝœåé Ýíá P_5 åðáãþìåíï áðü ôéò êïñõöÝò a_j , b_j , x, a_k, b_k.

ÿóôù ρ_x = t_0t_1 · · · t_k íá óõìâïëSSæåé ôï ìïíïðÜôé óôï äÝíôñï T (G) ðïõ ðåñéÝœåé üëïõò ôïõ x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêïýò êüìâïõò (ËÞììá 7.7) üðïõ ï êüìâïò t_0 åSSíáé ç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ T (G) êáé t_k åSSíáé ï x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò êüìâïò ðïõ âñSSóêåôáé ðéï ìáêñéÜ áðü ôçí ñSSæá. Ôüôå, ôï ËÞììá 7.7 åðÜãåé üôé ãéá êÜèå êüìâï t_i, 0 ≤ i < k, êáèÝíá áðü ôá ðáéäéÜ ôïõ t_i, åêôüò áðü ôïí êüìâï t_{i+1}, åSSíáé åSSôå x-ðëÞñç-ãåéôïíéêÜ Þ x-ìç-ãåéôïíéêÜ. óçìåéþóôå üôé ï ïñéóìüò ôïõ êüìâïõ t_k åðÜãåé üôé êáèÝíá áðü ôá ðáéäéÜ ôïõ t_k åSSíáé åSSôå x-ðëÞñç-ãåéôïíéêÜ Þ x-ìç-ãåéôïíéêÜ êáé õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá ðáéäSS êÜèå ôÝôïéïõ ôýðïõ. ÅðSSóçò, ãéá ôïõò x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêïýò N-êüìâïõò, éóœýåé ôï áêüëïõèï:

ËÞììá 7.8. ÿóôù t Ýíáò x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò N-êüìâïò ôïõ äÝíôñïõ T (G) ðïõ ç áíôSSóôïéœç äéáìÝñéóç ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t) åSSíáé (S, K, R), êáé Ýóôù üôé ç êïñõöÞ x åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ìéá êïñõöÞ óôï óýíïëï S ∪ K. Ôüôå, ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé P_4-sparse ìüíï åÜí ç êïñõöÞ x åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå üëï ôï óýíïëï S ∪ K, Þ åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôï óýíïëï K êáé ìç ãåéôïíéêÞ ìå ôï óýíïëï S.

Áðüäåéîç. Ðñþôá, õðïèÝóôå üôé ç êïñõöÞ x äåí âëÝðåé ôï S áëëÜ âëÝðåé êÜðïéåò êïñõöÝò k_i ∈ K. Ôüôå, ç êïñõöÞ x âëÝðåé êÜèå êïñõöÞ k_j ∈ K, åéäÜëëùò ïé êïñõöÝò x, k_i, k_j , s, s^′ åðÜãïõí Ýíá F_1, üðïõ sk_ik_j s^′ åSSíáé ôï ìïíáäéêü P_4 ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò ðïõ Ýœåé k_ik_j ùò áêìÞ.

ÕðïèÝóôå ôþñá üôé ç êïñõöÞ x âëÝðåé êÜðïéåò s_i ∈ S. Ôüôå, ç x âëÝðåé êÜèå s_j ∈ S, åéäÜëëùò ïé êïñõöÝò x, k, k^′, s_i, s_j åðÜãïõí Ýíá F_1 åÜí ç êïñõöÞ x åSSíáé ãåéôïíéêÞ êáé ìå ôéò äýï êïñõöÝò k, k^′, Þ ìå Ýíá P_5 åÜí ç êïñõöÞ x äåí åSSíáé ãåéôïíéêÞ ïýôå ìå ôçí êïñõöÞ k, ïýôå êáé ìå ôçí k^′ (óçìåéþóôå üôé ìå âÜóç ôï áðïôÝëåóìÜ ìáò ãéá ôï óýíïëï K, äåí œñåéÜæåôáé íá èåùñÞóïõìå ôçí ðåñSSðôùóç üðïõ ç êïñõöÞ x åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå áêñéâþò ìéá êïñõöÞ áðü ôéò k, k^′), üðïõ s_ikk^′s_j åSSíáé ôï (ìïíáäéêü) P_4 ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò ìå ôéò êïñõöÝò s_i, s_j óôï óýíïëï êïñõöþí ôçò. ÅðïìÝíùò, ç êïñõöÞ x âëÝðåé üëï ôï óýíïëï S. Ôüôå, ç êïñõöÞ x âëÝðåé üëï ôï óýíïëï K åðSSóçò. ÅÜí ç x œÜíåé êÜðïéá êïñõöÞ k_i ∈ K ôüôå èá œÜíåé ïëüêëçñï ôï óýíïëï K . ôüôå, áðü ôï áðïôÝëåóìÜ ìáò ãéá ôï óýíïëï K, ïé êïñõöÝò x, k_i, k_j , s, s^′ èá åðÜãïõí Ýíá C_5, üðïõ sk_ik_j s^′ åSSíáé ôï (ìïíáäéêü) P_4 ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò ðïõ Ýœåé ôçí áêìÞ k_ik_j .

Áò èåùñÞóïõìå ôçí äéáìÝñéóç ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí M(t_0) − M(t_k) ⊂ V (G) óôá áêüëïõèá ôÝóóåñá óýíïëá:

V_P = ⋃ t_i åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò

(M(t_i) − M(t_{i+1})) ,

V_S = ⋃ t_i åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò

(M(t_i) − M(t_{i+1})) ,

V_{NS} = ⋃ t_i åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò

S(t_i),

V_{NK} = ⋃ t_i åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò

K(t_i),

üðïõ ãéá Ýíáí N-êüìâï t_i, ôá S(t_i) êáé K(t_i) åSSíáé ôá áíåîÜñôçôá óýíïëá êáé ç êëSSêá ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò ðïõ åðÜãåôáé áðü ôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M(t_i). Ôüôå, êÜèå êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï V_P (áíôSSóô. V_S ) åSSíáé ìç-ãåéôïíéêÞ (áíôéóô. ãåéôïíéêÞ) ìå ôéò êïñõöÝò ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_k) åöüóïí ï åëÜœéóôïò êïéíüò ðñïêÜôïœïò t_i óôï äÝíôñï T (G) åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò (áíôSSóô. S-êüìâïò), åíþ ïé äïìéêÝò éäéüôçôåò ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò õðïíïïýí üôé êÜèå êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï K(t_j ) (áíôSSóô. S(t_j )) ãéá Ýíáí N-êüìâï t_j åSSíáé ãåéôïíéêÞ (áíôéóô. ìç-ãåéôïíéêÞ) ìå ôéò êïñõöÝò ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_k).

Ç ðñïóèÞêç-êïñõöþí äéáäéêáóSSá ìáò âáóSSæåôáé óôá áêüëïõèá ëÞììáôá:

ËÞììá 7.9. ÿóôù üôé ïé x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêïSS êüìâïé ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) âñSSóêïíôáé óå Ýíá ìïíïðÜôé t_0t_1 · · · t_k, üðïõ t_k åSSíáé ï x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò êüìâïò ðïõ âñSSóêåôáé ðéï ìáêñéÜ áðü ôçí ñSSæá t_0 ôïõ äÝíôñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò t_k åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò ôüôå ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé Ýíá P_4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ìéá áðü ôá ôÝóóåñéò áêüëïõèåò (áìïéâáSSá áðïêëåéüìåíåò) ðåñéðôþóåéò éóœýåé:

(i) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôï V_S êáé ôï V_{NK} , êáé œÜíåé ôï V_P êáé ôï V_{NS} .

(ii) Ç êïñõöÞ x âëåðåé ôá V_S , V_{NK} , êáé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ, Ýóôù y, ôïõ V_P , êáé œÜíåé ôï V_{NS} üðïõ

(ii.1) ç êïñõöÞ y åSSíáé Ýíá ðáéäSS ôïõ êüìâïõ t_{k−2} (ðïõ åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò), (ii.2) ï êüìâïò t_{k−1} åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò ìå äýï ðáéäéÜ, ôïí êüìâï t_k êáé ôçí êïñõöÞ, Ýóôù, u (ðïõ åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí x), êáé (ii.3) ç êïñõöÞ x âëÝðåé üëåò ôéò êïñõöÝò ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_k) åêôüò áðü ìéá ìïíáäéêÞ êïñõöÞ, Ýóôù, b, ðïõ åSSíáé Ýíá ðáéäSS ôïõ t_k.

(iii) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôï V_{NK} , ïëüêëçñï åêôüò áðü ìéá êïñõöÞ, Ýóôù, z, ôïõ V_S , êáé œÜíåé ôá V_P êáé V_{NS} üðïõ

(iii.1) ç êïñõöÞ z åSSíáé Ýíá ðáéäSS ôïõ êüìâïõ t_{k−1} (ðïõ åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò), êáé (iii.2) ï êüìâïò t_k Ýœåé äýï ðáéäéÜ a, b, ðïõ åSSíáé öýëëá Ýôóé þóôå ç a, ðïõ åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí b, åSSíáé ìç-ãåéôïíéêÞ ìå ôçí x.

(iv) Ï êüìâïò t_{k−1} åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò ðïõ áíôéóôïéœåSS óå Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå áíåîÜñôçôï óýíïëï S(t_{k−1}), ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôá V_S , V_{NK} , S(t_{k−1}), êáé üëåò åêôüò áðü ìéá êïñõöÞ, Ýóôù, b, óôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M(t_k), êáé œÜíåé ôá V_P êáé V_{NS} − S(t_{k−1}).

Áðüäåéîç. Äåí åSSíáé äýóêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé P_4-sparse åÜí ç ðåñSSðôùóç (i) ôïõ ëÞììáôïò éóœýåé: óôï md-äÝíôñï ôïõ ãñáöÞìáôïò G^′, ç êïñõöÞ x êáé ôá x-ðëÞñç-ãåéôïíéêÜ ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t_k óôï äÝíôñï T (G) åSSíáé ðáéäéÜ åíüò S-êüìâïõ ðïõ åSSíáé ðáéäSS ôïõ t_k. Ãéá ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò, ôï ÓœÞìá 7.7 äåSSœíåé ôï md-äÝíôñï T (G^′) (åSSíáé åýêïëï íá åëÝãîåé ôéò áíôSSóôïéœåò ãåéôíéÜóåéò), ðïõ åðéâåâáéþíïõí üôé ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé P_4-sparse êáé óå áõôÝò åðSSóçò. ÿôóé, œñåéÜæåôáé íá äåSSîïõìå üôé åÜí ôï G^′ åSSíáé P_4-sparse áêñéâþò ìéá áðü ôéò ðåñéðôþóåéò (i){(iv) éóœýåé.

Åöüóïí ï êüìâïò t_k åSSíáé Ýíáò x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò P-êüìâïò ôüôå áðü ôçí éäéüôçôá P2 õðÜñœïõí áêñéâþò äõï êïñõöÝò a, b ∈ M(t_k) ðïõ åSSíáé ìç-ãåéôïíéêÝò óôï ãñÜöçìá G êáé Ýôóé þóôå ç x åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí a êáé ìç-ãåéôïíéêÞ ìå ôçí b (óôï ÓœÞìá 7.7, ôï A äçëþíåé üëá ôá õðïäÝíôñá ìå ñSSæá ôá ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t_k ðïõ åSSíáé x-ðëÞñç-ãåéôïíéêÜ).

Ðñþôá, óçìåéþíïõìå üôé, ãéá íá åSSíáé ôï G^′ Ýíá P_4-sparse:

A1: ç x ðñÝðåé íá åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå üëåò åêôüò áðü ìéá êïñõöÞ óôï V_S ∪ V_{NK} : åÜí ç x äåí Þôáí ãåéôïíéêÞ ìå ôéò êïñõöÝò y, y^′ ∈ V_S ∪ V_{NK} , ôüôå ïé êïñõöÝò x, a, b, y, y^′ åðÜãïõí óôï G^′ åSSôå ôï F_1 åSSôå ôï F_2 (äåSSôå ÓœÞìá 7.1) ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôï ðüôå ïé êïñõöÝò y, y^′ åSSíáé ãåéôïíéêÝò Þ üœé, êáé Ýôóé ôï G^′ äåí èá Þôáí P_4-sparse. Åðéðñüóèåôá, ôï ËÞììá 7.8 êáé ôï ãåãïíüò üôé ç êëSSêá ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò Ýœåé ðëçèéêüôçôá ôïõëÜœéóôïí 2, ðïõ åðÜãåé üôé ç x âëÝðåé ïëüêëçñï ôï V_{NK} . Ýôóé, åÜí ç x äåí âëÝðåé ìéá êïñõöÞ y ∈ V_S ∪ V_{NK} , ôüôå y ∈ V_S .

A2: ç êïñõöÞ x ðñÝðåé íá åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôï ðïëý ìéá êïñõöÞ ôïõ V_P : õðïèÝóôå üôé ç x Þôáí ãåéôïíéêÞ ìå ôéò êïñõöÝò z, z^′ ∈ V_P . åöüóïí ï ðáôÝñáò ôïõ t_k åSSíáé åSSôå Ýíáò S- åSSôå Ýíáò N-êüìâïò, èá õðÜñœåé ìéá êïñõöÞ y ðïõ åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôéò a, b êáé ìç-ãåéôïíéêÞ ìå ôéò z, z^′ . ôüôå, åÜí ç y åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí x, ïé êïñõöÝò x, y, b, z, z^′ åðÜãïõí Ýíá F_1, åíþ åÜí ç êïñõöÞ y åSSíáé ìç-ãåéôïíéêÞ ìå ôçí x, ïé êïñõöÝò x, y, a, b, z åðÜãïõí Ýíá P_5.

A3: ç êïñõöÞ x ðñÝðåé íá œÜíåé üëá ôá áíåîÜñôçôá óýíïëá áðü üëïõò ôïõò N-êüìâïõò óôï õðïìïíïðÜôé t_0t_1 · · · t_{k−2}: õðïèÝóôå üôé ç êïñõöÞ x Þôáí ãåéôïíéêÞ ìå ìéá êïñõöÞ z ðïõ áíÞêåé óôï áíåîÜñôçôï óýíïëï S(t_i) ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôïí êüìâï t_i (0 ≤ i ≤ k − 2). ôüôå, õðÜñœåé ìéá êïñõöÞ k ∈ K(t_i) ôÝôïéá þóôå ç êïñõöÞ k íá åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí z, êáé áöïý ç x âëÝðåé ôï V_{NK} , ç k åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí x åðSSóçò. åðéðëÝïí, Üóœåôá ìå ôï åÜí ï êüìâïò t_{k−1} åSSíáé Ýíáò S- Þ Ýíáò N-êüìâïò, õðÜñœåé ìéá êïñõöÞ u ∈ M(t_{k−1}) − M(t_k) ôÝôïéá þóôå ç u åSSíáé ãåéôïíéêÞ êáé óôéò äýï êïñõöÝò a, b. ôüôå, åÜí ç x åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí u, ïé êïñõöÝò x, z, k, u, b åðÜãïõí Ýíá F_1, åéäÜëëùò, ïé êïñõöÝò x, z, k, u, a åðÜãïõí Ýíá P_5.

Áðü ôéò éäéüôçôåò A1{A3, Ýðåôáé üôé åÜí ï êüìâïò t_k åSSíáé ç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ T (G), Þ åÜí ç x âëÝðåé ôï V_S êáé œÜíåé ôï V_P êáé ï êüìâïò t_{k−1} äåí åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò, ôüôå åöáñìüæåôáé ç ðåñSSðôùóç (i). ÕðïèÝóôå óôçí óõíÝœåéá üôé ï êüìâïò t_k äåí åSSíáé ç ñSSæá êáé üôé ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôçí y ∈ V_P , Þ œÜíåé ôçí z ∈ V_S , Þ ï êüìâïò t_{k−1} åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò, êáé üôé ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé P_4-sparse. åöüóïí ï êüìâïò t_k åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò, äéáêñSSíïõìå ôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò: (a) ï êüìâïò t_{k−1} åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò: ôüôå, õðÜñœåé ìéá êïñõöÞ u ∈ M(t_{k−1}) − M(t_k) ôÝôïéá þóôå ç u åSSíáé ãåéôïíéêÞ êáé óôéò äýï a, b.

∘ ÕðïèÝóôå üôé ç x âëÝðåé ôçí y ∈ V_P . Ôüôå, ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôçí u, åéäÜëëùò ïé êïñõöÝò x, y, u, a, b åðÜãïõí Ýíá P_5. ÅðSSóçò, ç y åSSíáé Ýíá ðáéäSS ôïõ êüìâïõ t_{k−2}: åÜí ç y Þôáí Ýíá ðáéäSS ôïõ t_i, üðïõ i < k − 2, ôüôå ï êüìâïò t_{i+1} èá Þôáí Ýíáò S- Þ Ýíáò N-êüìâïò êáé ãé’ áõôü èá õðÜñœåé ìéá êïñõöÞ v Ýôóé þóôå ç v íá âëÝðåé ôéò u, a, b. ôüôå, ïé êïñõöÝò x, y, u, v, b Þ ïé x, y, u, v, a èá åðÜãïõí Ýíá F_1 ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôï ðüôå ç x åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí v Þ üœé. Óôç óõíÝœåéá, ç êïñõöÞ u åSSíáé ôï ìïíáäéêü ðáéäSS ôïõ t_{k−1} åêôüò áðü ôïí êüìâï t_k . åÜí õðÞñœáí ïé êïñõöÝò u, u′ ∈ M(t_{k−1}) − M(t_k), ôüôå ïé êïñõöÝò x, y, u, u′, b èá åðÜãïõí F_1 Þ Ýíá F_2 ðïõ åîáñôÜôáé áðü ôï åÜí ïé u, u^′ åSSíáé ãåéôïíéêÝò Þ üœé. ÔåëéêÜ, ç êïñõöÞ x äåí ìðïñåSS íá œÜíåé ôéò êïñõöÝò b, b^′ ∈ M(t_k), áöïý ôüôå ïé êïñõöÝò x, y, u, b, b^′ èá åðÜãïõí Ýíá F_1 Þ Ýíá F_2. ÁõôÞ áêñéâþò åSSíáé ç ðåñSSðôùóç (ii).

∘ ÕðïèÝóôå üôé ç x œÜíåé ôçí z ∈ V_S . ÅðåéäÞ ç z ∈ V_S , ç êïñõöÞ z åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôéò êïñõöÝò u, a, b. ÅÜí ç z äåí Þôáí Ýíá ðáéäSS ôïõ t_{k−1}, ôüôå ç x åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí u (óçìåéþóôå üôé u ∈ V_S ), êáé åðåéäÞ ï êüìâïò t_{k−2} åSSíáé Ýíáò P- Þ N-êüìâïò, õðÜñœåé ìéá êïñõöÞ v ∈ M(t_{k−2}) ôÝôïéá þóôå ç v íá œÜíåé ôéò a, b, åíþ ç êïñõöÞ v åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí z . ôüôå, åÜí ç x åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí v, ïé êïñõöÝò x, z, u, v, b åðÜãïõí Ýíá P_5 åéäÜëëùò ïé êïñõöÝò x, z, u, v, a åðÜãïõí Ýíá F_1. ÿôóé, ç z åSSíáé Ýíá ðáéäSS ôïõ êüìâïõ t_{k−1}. ÅðéðëÝïí, ç x œÜíåé áêñéâþò Ýíá ðáéäSS óôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M(t_k). åÜí Ýœáíå äýï b, b^′ ∈ M(t_k), ôüôå ïé êïñõöÝò x, z, a, b, b^′ èá åðÜãïõí Ýíá F_1 Þ Ýíá F_2. ÔåëéêÜ, åÜí ç x Ýâëåðå ôéò a, a^′ ∈ M(t_k), ôüôå ïé êïñõöÝò x, z, a, a^′, b èá åðÜãïõí Ýíá F_1 Þ Ýíá F_2. ÁõôÞ áêñéâþò åSSíáé ç ðåñSSðôùóç (iii).

(b) ï êüìâïò t_{k−1} åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò: ôüôå, áðü ôçí éäéüôçôá A1, ç x âëÝðåé ôçí êëSSêá K(t_{k−1}) ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t_{k−1}). ÿóôù k ∈ K(t_{k−1}). åðïìÝíùò, ç êïñõöÞ k åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôéò x, a, b.

∘ ÕðïèÝóôå üôé ç x äåí âëåðåé ôïí áíåîÜñôçôï óýíïëï S(t_{k−1}) ôïõ G(t_{k−1}). Ôüôå ç x œÜíåé ôïV_{NS} . Ç êïñõöÞ x œÜíåé åðSSóçò ôï V_P : åÜí Ýâëåðå ôçí y ∈ V_P , ôüôå ïé êïñõöÝò x, y, k, s, b èá åðÜãïõí Ýíá F_1, üðïõ s ∈ S(t_{k−1}) åSSíáé Ýíáò ãåSSôïíáò ôçò k. Åðéðñüóèåôá, ç x âëÝðåé ôï V_S : åÜí Ýœáíå ôçí z ∈ V_S , ôüôå ïé êïñõöÝò x, y, k, s^′, b èá åðÜãïõí Ýíá F_1, üðïõ s^′ ∈ S(t_{k−1}) åSSíáé ìéá ìç-ãåéôïíéêÞ êïñõöÞ ôçò k. Áõôü êáëýðôåôáé áðü ôçí ðåñSSðôùóç (i).

∘ ÕðïèÝóôå üôé ç x âëÝðåé ôï S(t_{k−1}). Ôüôå, ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôï V_S : åÜí Ýœáíå ôçí z ∈ V_S , ôüôå ïé êïñõöÝò x, z, s, a, b èá åðÜãïõí Ýíá F_2, üðïõ ç s ∈ S(t_{k−1}). Åðéðñüóèåôá, ç êïñõöÞ x œÜíåé ôï V_P : åÜí Ýâëåðå ôçí y ∈ V_P , ôüôå ïé êïñõöÝò x, y, s, k, b åðÜãïõí Ýíá F_1, üðïõ ïé êïñõöÝò s ∈ S(t_{k−1}) êáé k ∈ K(t_{k−1}) åSSíáé ìç-ãåéôïíéêÝò. ÁõôÞ áêñéâþò åSSíáé ç ðåñSSðôùóç (iv).

ËÞììá 7.10. ÿóôù üôé ïé x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêïSS êüìâïé ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) âñSSóêïíôáé óå Ýíá ìïíïðÜôé t_0t_1 · · · t_k, üðïõ ï êüìâïò t_k åSSíáé ï x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò êüìâïò ðïõ âñSSóêåôáé ðéï ìáêñéÜ áðü ôçí ñSSæá t_0 ôïõ äÝíôñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò t_k åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò ôüôå ôï G^′ åSSíáé P_4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ìéá áðü ôéò áêüëïõèåò ôÝóóåñéò ðåñéðôþóåéò (áìïéâáSSá áðïêëåéüìåíåò) éóœýïõí:

(i) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôá V_S êáé V_{NK} , êáé œÜíåé ôá V_P êáé V_{NS} .

(ii) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôï V_{NK} , ïëüêëçñï åêôüò áðü ìéá êïñõöÞ, Ýóôù, y, ôïõ V_S , êáé œÜíåé ôá V_P êáé V_{NS} üðïõ

(ii.1) ç êïñõöÞ y åSSíáé Ýíá ðáéäSS ôïõ êüìâïõ t_{k−2} (ðïõ åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò), (ii.2) ï êüìâïò t_{k−1} åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò ìå äýï ðáéäéÜ, ôïí êüìâï t_k êáé ìéá êïñõöÞ, Ýóôù, u (ðïõ åSSíáé ìç-ãåéôïíéêÞ ìå ôçí x), êáé (ii.3) ç êïñõöÞ x âëÝðåé ìüíï ìéá êïñõöÞ ôçò áõôïôåëïýò-ìïíÜäáò M(t_k), ðïõ åSSíáé Ýíá ðáéäSS ôïõ t_k.

(iii) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôá V_S , V_{NK} , êáé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ, Ýóôù, z, ôïõ V_P , êáé œÜíåé ôï V_{NS} üðïõ

(iii.1) ç êïñõöÞ z åSSíáé Ýíá ðáéäSS ôïõ êüìâïõ t_{k−1} (ðïõ åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò), êáé (iii.2) ï êüìâïò t_k Ýœåé äýï ðáéäéÜ a, b, ðïõ åSSíáé öýëëá Ýôóé þóôå ç a åSSíáé ãåéôïíéêÞ êáé ç b åSSíáé ìç-ãåéôïíéêÞ ìå ôçí x.

ÓœÞìá 7.7: ÅéêïíïãñÜöçóç ôùí ðåñéðôþóåùí (ii), (iii), (iv) ôïõ ËÞììáôïò 7.9 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò ôïõ md-äÝíôñïõ.

(iv) Ï êüìâïò t_{k−1} åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò ðïõ áíôéóôïéœåSS óå Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå êëSSêá K(t_{k−1}), ç êïñõöÞ x œÜíåé ôá V_P , V_{NS} , K(t_{k−1}), ïëüêëçñá åêôüò áðü ìéá êïñõöÞ, Ýóôù, b ∈ M(t_k), êáé âëÝðåé ôï V_S êáé V_{NK} − K(t_{k−1}).

Áðüäåéîç. Åöüóïí ôá P_4-sparse ãñáöÞìáôá åSSíáé áõôïóõìðëçñùìáôéêÜ (complement-invariant) (ËÞììá 7.1), èåùñïýìå ôï ãñÜöçìá G: ôï md-äÝíôñï ôïõ T (G) åSSíáé ðáíïìïéüôõðï óôçí äïìÞ ìå ôï äÝíôñï T (G) åêôüò ôïõ üôé ïé P-êüìâïé ìåôáôñÜðçêáí óå S-êüìâïõò êáé áíôSSóôñïöá, ôá áñáéÜ áñáœíïåéäÞ ãñáöÞìáôá ìåôáôñÜðçêáí óå ðõêíÜ êáé áíôSSóôñïöá, êáèþò ïé êëSSêåò êáé ôá áíåîÜñôçôá óýíïëá åíáëëÜóóïíôáé. Åöüóïí Ýíáò êüìâïò óôï äÝíôñï T (G) åSSíáé x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò åÜí êáé ìüíï åÜí ï áíôSSóôïéœïò êüìâïò óôï äÝíôñï T (G) åSSíáé x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò, ôï ËÞììá 7.9 åöáñìüæåôáé êáé ìáò äSSíåé ôéò éêáíÝò êáé áíáãêáSSåò óõíèÞêåò ãéá íá åSSíáé ôï G^′ Ýíá P_4-sparse. ÌåôáôñÝðïíôáò ôïõò P- êáé S-êüìâïõò, ôá áñáéÜ êáé ðõêíÜ áñáœíïåéäÞ ãñáöÞìáôá, ôéò êëSSêåò ôïõò êáé ôá áíåîÜñôçôá óýíïëá, êáé ìå ôéò ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò ôçò x óå áõôÝò ôéò óõíèÞêåò, áðïêôïýìå ôéò óõíèÞêåò ôïõ ëÞììáôïò, ðïõ åSSíáé ïé éêáíÝò êáé áíáãêáSSåò óõíèÞêåò ãéá ôï ãñÜöçìá G^′ íá åSSíáé Ýíá P_4-sparse.

ËÞììá 7.11. ÿóôù üôé ïé x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêïSS êüìâïé ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) âñSSóêïíôáé óå Ýíá ìïíïðÜôé t_0t_1 · · · t_k, üðïõ ï êüìâïò t_k åSSíáé ï x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò êüìâïò ðïõ âñSSóêåôáé ðéï

ÓœÞìá 7.8: ÅéêïíïãñÜöçóç ôùí ðåñéðôþóåùí (i) êáé (ii.2) ôïõ ËÞììáôïò 7.11 êáé ïé áíÜëïãåò åíçìåñþóåéò óôï md-äÝíôñï.

ìáêñéÜ áðü ôçí ñSSæá t_0 ôïõ äÝíôñïõ T (G). ÅÜí ï êüìâïò t_k åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò êáé ç äéáìÝñéóç ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t_k) åSSíáé (S, K, R), ôüôå ôï ãñÜöçìá G^′ åSSíáé Ýíá P_4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ïé óõíèÞêåò áðü ôéò áêüëïõèåò ôñåéò (áìïéâáSSá áðïêëåéüìåíåò) ðåñéðôþóåéò éóœýïõí:

(i) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôï S ∪ K (êáé œÜíåé ôï M(r) üðïõ R = {r}): ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôï V_S êáé V_{NK} , êáé œÜíåé ôá V_P êáé V_{NS} , ôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ðïõ áíôéóôïéœåSS óôïí êüìâï t_k åSSíáé ðõêíü, êáé ï êüìâïò r åSSíáé öýëëï.

(ii) Ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôï K (êáé œÜíåé ôï S): ìéá áðü ôéò áêüëïõèåò ôñåéò ðåñéðôþóåéò éóœýïõí:

(ii.1) ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôá V_S êáé V_{KN} , êáé œÜíåé ôá V_P êáé V_{NS} .

(ii.2) ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôá V_S , V_{NK} , êáé áêñéâþò ìéá êïñõöÞ, Ýóôù, y, ôïõ V_P , êáé œÜíåé ôï V_{NS} üðïõ y åSSíáé Ýíá ðáéäSS ôïõ t_{k−1}, ôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ðïõ áíôéóôïéœåSS óôïí êüìâï t_k åSSíáé áñáéü, êáé üëá ôá óôïéœåSSá ôïõ M(r) (åÜí R = {r}) åSSíáé ãåéôïíéêÜ ìå ôçí êïñõöÞ x.

(ii.3) ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôï V_{NK} , ïëüêëçñï åêôüò áðü ìéá êïñõöÞ, Ýóôù, y, ôïõ V_S , êáé œÜíåé ôá V_P êáé V_{NS} üðïõ ç y åSSíáé Ýíá ðáéäSS ôïõ êüìâïõ t_{k−1}, ôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ðïõ áíôéóôïéœåSS óôïí êüìâï t_k åSSíáé ðõêíü, êáé üëá ôá óôïéœåSSá ôïõ M(r) (åÜí R = {r}) åSSíáé ìç-ãåéôïíéêÜ ìå ôçí êïñõöÞ x.

(iii) Ç êïñõöÞ x œÜíåé ôï S ∪ K (êáé âÝðåé ôï M(r) üðïõ R = {r}): ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôá V_S êáé V_{NK} , êáé œÜíåé ôá V_P êáé V_{NS} , ôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ðïõ áíôéóôïéœåSS óôïí êüìâï t_k åSSíáé áñáéü, êáé ï êüìâïò r åSSíáé öýëëï.

Ç äéáäéêáóSSá ðïõ œåéñSSæåôáé ôçí ðñïóèÞêç ìéáò êïñõöÞò x âñSSóêåé ôïí êüìâï t_k êáé åêìåôáëëåýåôáé ôá ËÞììáôá 7.9{7.11 ãéá íá åëÝãîåé êáé íá ôñïðïðïéÞóåé êáôÜëëçëá ôï äÝíôñï T (G). Äïõëåýåé üðùò öáSSíåôáé óôïí Áëãüñéèìï 11.

Ç ïñèüôçôá ôçò äéáäéêáóSSáò Ýðåôáé áðü ôá ËÞììáôá 7.9{7.11 êáé ôéò áêüëïõèåò ðáñáôçñÞóåéò:

ÐáñáôÞñçóç 7.2. ĳôáí ïëïêëçñþíåôáé ôï ÂÞìá 2,

∘ ôï óýíïëï ôùí êüìâùí ôïõ äÝíôñïõ T (G) ðïõ äåSSœíïíôáé áðü ôá óôïéœåSSá ôïõ óõíüëïõ F ull åSSíáé áêñéâþò ôï óýíïëï ôùí x-ðëÞñç-ãåéôïíéêþí êüìâùí.

ÄéáäéêáóSSá Add Vertex(vertex x)

1. P artial ← ∅;

êáôáóêåýáóå ìéá ïõñÜ Q ðïõ ôá óôïéœåSSá ôçò åSSíáé äåSSêôåò óå êáèÝíá áðü ôá öýëëá ôïõ T (G) ðïõ áíôéóôïéœïýí óôéò ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò ôçò x; while ç ïõñÜ Q åSSíáé ìç-êåíÞ do

áöáSSñåóå áðü ôçí Q Ýíá óôïéœåSSï (äçëáäÞ, Ýíáí äåSSêôç óå Ýíáí êüìâï, Ýóôù, t, ôïõ äÝíôñïõ T (G));

áýîçóå ôï counter-ðåäSSï ôïõ ðáôÝñá p(t) ôïõ t êáôÜ 1 êáé Ýóôù ç íÝá ôéìÞ ôïõ val; if val åSSíáé SSóç ìå 1 then åéóÞãáãå óôï P artial Ýíáí äåSSêôç óôïí p(t); if val åSSíáé SSóç ìå ôï ðëÞèïò ôùí ðáéäéþí ôïõ p(t) then åéóÞãáãå óôçí Q Ýíáí äåSSêôç óôïí ðáôÝñá p(t);

{ï êüìâïò t åSSíáé x-ðëÞñç-ãåéôïíéêüò} 2. F ull ← óýíïëï áðü äåSSêôåò óå êáèÝíá áðü ôá öýëëá ôïõ T (G) ðïõ áíôéóôïéœïýí óôéò ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò ôçò x;

for êÜèå óôïéœåSSï a ôïõ óõíüëïõ P artial do

Ýóôù t ï êüìâïò ôïõ T (G) ðïõ ôïí äåSSœíåé ï a;

if ç ôéìÞ ôïõ counter-ðåäSSïõ ôïõ t åSSíáé SSóç ìå ôï ðëÞèïò ôùí ðáéäéþí ôïõ t then áöáSSñåóå ôï a áðü ôï P artial êáé åéóÞãáãÝ ôï óôï F ull;

{ï êüìâïò t åSSíáé x-ðëÞñç-ãåéôïíéêüò} èÝóå ôï counter-ðåäSSï ôïõ t SSóï ìå 0;

else ìÜñêáñå ôïí t ùò \partial;"

3. for êÜèå óôïéœåSSï a ôïõ óõíüëïõ P artial do

Ýóôù t Ýíáò êüìâïò ôïõ T (G) ðïõ äåSSœíåôáé áðü ôï a;

if êáíÝíáò ðáôÝñáò, ðáððïýò êáé ðñïðáððïýò ôïõ t, (åÜí õðÜñœïõí) åSSíáé \partial" then åêôýðùóå false (äçëáäÞ, ôï G^′ äåí åSSíáé P_4-sparse); return; ìÜñêáñå ôïí ðáôÝñá, ðáððïý êáé ôïí ðñïðáððïý ôïõ t, (åÜí õðÜñœïõí) ùò \covered;"

äéÝóœéóå ôï óýíïëï P artial êáé Ýëåãîå ôá áêüëïõèá:

if õðÜñœïõí äýï Þ ðåñéóóüôåñá óôïéœåSSá ôïõ P artial ðïõ äåSSœíïõí óå êüìâïõò ðïõ äåí åSSíáé \covered" then åêôýðùóå false (äçëáäÞ, ôï G^′ äåí åSSíáé P_4-sparse); return; Ýóôù ï ìïíáäéêüò êüìâïò óôï P artial ðïõ äåí åSSíáé \covered", t^′;

4. Ìå âÜóç ôï åÜí ï êüìâïò t^′ åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò, S-êüìâïò, Þ N-êüìâïò, Ýëåãîå ðïéá áðü ôéò ðåñéðôþóåéò ôïõ ËÞììá 7.9, 7.10, êáé 7.11, áíôSSóôïéœá, éóœýåé, êáé ôñïðïðïSSçóå êáôÜëëçëá ôï äÝíôñï T (G);

if êáìSSá áðü ôéò ðåñéðôþóåéò ôùí áíôSSóôïéœùí ëçììÜôùí äåí éóœýïõí then åêôýðùóå false (äçëáäÞ, ôï G^′ äåí åSSíáé P_4-sparse); return;

5. for êÜèå óôïéœåSSï a ôïõ óõíüëïõ P artial do

áðïìÜêñõíå ôï ìáñêÜñéóìá ôïõ êüìâïõ ôïõ T (G) ðïõ äåSSœíåé ôï a êáé èÝóå ôï counter-ðåäSSï ôïõ SSóï ìå 0;

Áëãüñéèìïò 11: Add Vertex

∘ ôï óýíïëï ôùí êüìâùí ôïõ äÝíôñïõ T (G) ðïõ äåSSœíïíôáé áðü ôá óôïéœåSSá ôïõ óõíüëïõ P artial åSSíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ óõíüëïõ ôùí x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêþí êüìâùí.

Åðéðñüóèåôá, ï êüìâïò t^′ ðïõ âñSSóêåôáé óôï ÂÞìá 3 åSSíáé áêñéâþò ï x-ìåñéêþò-ãåéôïíéêüò êüìâïò t_k ðïõ âñSSóêåôáé ðéï ìáêñéÜ áðü ôç ñSSæá.

ÐáñáôÞñçóç 7.3. Ãéá êÜèå \partial" êüìâï t óå áðüóôáóç ôïõëÜœéóôïí 3 áðü ôçí ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ T (G), åÜí êáíÝíáò áðü ôïõò ðáôÝñá, ðáððïý, ðñïðÜððïõ ôïõ t åSSíáé \partial", ôüôå ôï ãñÜöçìá G^′ äåí åSSíáé P_4-sparse.

Áðüäåéîç. ÿðåôáé áðü ôéò ðåñéðôþóåéò óôá ËÞììáôá 7.9{7.11 (Ýôóé þóôå ôï G^′ åSSíáé P_4-sparse) êáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ï ðáôÝñáò åíüò P-êüìâïõ (áíôSSóô. S-êüìâïõ) äå ìðïñåSS íá åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò (áíôSSóô. S-êüìâïò). óçìåéþóôå üôé åöüóïí êáé óôá ôñSSá ëÞììáôá, ç êïñõöÞ x âëÝðåé ôï V_{NK} êáé ïëüêëçñï åêôüò áðü Ýíá óôïéœåSSï ôïõ V_S , ôüôå üëïé ïé S-êüìâïé, åêôüò ôï ðïëý áðü Ýíáí, êáé üëïé ïé N-êüìâïé åSSíáé \partial."

Ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ ôçò äéáäéêáóSSáò, œñåéáæüìáóôå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá:

ÐáñáôÞñçóç 7.4. Ôï ìÝãåèïò ôïõ óõíüëïõ P artial üôáí ïëïêëçñþíåôáé ôï ÂÞìá 1 åSSíáé ëéãüôåñï áðü 2d, üðïõ d åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ G ðïõ åSSíáé ãåéôïíéêÝò ìå ôçí x.

Áðüäåéîç. Óçìåéþóôå üôé ç ðëçèéêüôçôá ôïõ óõíüëïõ P artial åSSíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí ðëçèéêüôçôá ôïõ óõíüëïõ F ull êáé ôï ðëÞèïò ôùí \partial" êüìâùí (äåSSôå ÂÞìá 2). Ïé ÐáñáôçñÞóåéò 7.1 êáé 7.2 õðïíïïýí üôé ç ðëçèéêüôçôá ôïõ óõíüëïõ F ull åSSíáé ìéêñüôåñç áðü d. Åðéðñüóèåôá, êÜèå \partial" êüìâïò Ýœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá ðáéäSS óôï óýíïëï F ull . åöüóïí Ýíáò êüìâïò ôïõ T (G) Ýœåé áêñéâþò Ýíáí ðáôÝñá-êüìâï, ôï ðëÞèïò ôùí \partial" êüìâùí åSSíáé åðSSóçò ìéêñüôåñï áðü d. ÿðåôáé ç ðáñáôÞñçóç.

Ç ÐáñáôÞñçóç 7.4 åðÜãåé üôé ôï ÂÞìá 1 œñåéÜæåôáé O(d) œñüíï, áöïý Ýíáò êüìâïò ôïõ äÝíôñïõ T (G) åéóÜãåôáé ôï ðïëý ìéá öïñÜ óôçí ïõñÜ Q (êáé óôï P artial), ç åéóáãùãÞ êáé ç äéáãñáöÞ óôïéœåSSùí ìðïñïýí íá ãSSíïõí óå óôáèåñü œñüíï, êáé ìðïñïýìå íá ðñïóðåëÜóïõìå ôïí ðáôÝñá åíüò êüìâïõ óå óôáèåñü œñüíï. Ðáñüìïéá, ôï ÂÞìá 2 œñåéÜæåôáé O(d) œñüíï üðùò åðSSóçò êáé ôï ÂÞìá 3. óçìåéþóôå üôé ïé ðáôÝñåò, ïé ðáððïýäåò êáé ïé ðñïðáððïýäåò åíüò êüìâïõ ðñïóðåëïýíôáé óå óôáèåñü œñüíï áêïëïõèþíôáò ôïõò 3 äåSSêôåò áðü ôïõò ðáôÝñáò-ðáéäéþí. ÿíáò åîáíôëçôéêüò Ýëåãœïò ôùí ðåñéðôþóåùí óôá ËÞììáôá 7.9{7.11 åðéâåâáéþíåé üôé ôï ÂÞìá 4 ìðïñåSS åðSSóçò íá ãSSíåé óå O(d) œñüíï: ìåôáêéíïýìáóôå áðü ôïí êüìâï t^′ óôçí ñSSæá (Ýíá ìïíïðÜôé ìÞêïõò O(d) ìå âÜóç ôéò ÐáñáôçñÞóåéò 7.2 êáé 7.3) êáé åëÝãœïõìå åÜí ç x âëÝðåé ôï V_{NK} êáé åÜí âëÝðåé ôï V_S Þ œÜíåé Ýíá áðü ôá óôïéœåSSá ôïõò (ãéá ôçí ôåëåõôáSSá ðåñSSðôùóç, åðåîåñãáæüìáóôå áíÜëïãá ôéò ðåñéðôþóåéò) . áðü ôïõò õðüëïéðïõò ãåSSôïíåò ôçò x êáé ôïí ôýðï ôïõ êüìâïõ t_k, ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå êáé íá œåéñéóôïýìå ôéò õðüëïéðåò ðåñéðôþóåéò. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé ï Ýëåãœïò åÜí ç êïñõöÞ x œÜíåé Ýíá óýíïëï X åðéôõãœÜíåôáé åSSôå êïéôÜæïíôáò åÜí ï êüìâïò t âñSSóêåôáé óôï óýíïëï F ull (åÜí X = M(t)) åSSôå åöïäéÜæïíôáò êáôÜëëçëá üëåò ôéò ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò ôçò x (ð.œ., åÜí X = V_{NS} ). Åêìåôáëëåõüìåíïé ôïõò äåSSêôåò-ðáôÝñá êáé ôï ãåãïíüò üôé ç ôéìÞ ôïõ counter-ðåäSSï åíüò êüìâïõ åSSíáé SSóç ìå ôï ðëÞèïò ôùí ðáéäéþí ôïõ ðïõ åSSíáé x-ðëÞñç-ãåéôïíéêÜ, ìðïñïýìå íá äïýìå ï óõíïëéêüò õðïëïãéóìüò óôï ÂÞìá 4 ìðïñåSS íá åêôåëåóôåSS óå O(d) œñüíï. Ôåëéêþò, ôï ÂÞìá 5 öáSSíåôáé üôé œñåéÜæåôáé O(d) œñüíï. ÅðïìÝíùò, Ýœïõìå üôé:

Èåþñçìá 7.4. ÿóôù Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá G. Ç ðñïóèÞêç ìéáò êïñõöÞò x /∈ G âáèìïý d óôï ãñÜöçìá G^′ ìðïñåSS íá åêôåëåóôåSS óå O(d) œñüíï.

7.3.4 ÄéáãñáöÞ ìéáò ÊïñõöÞò

ÿóôù v ∈ V (G) ìéá êïñõöÞ ìå d ðñïóêåSSìåíåò áêìÝò óôï ãñÜöçìá G ðïõ ðñüêåéôáé íá äéáãñáöåSS. ÅðïìÝíùò, ôï ãñÜöçìá G^′ ðïõ ðñïêýðôåé ìåôÜ ôçí äéáãñáöÞ ôçò êïñõöÞò v åSSíáé Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá ùò Ýíá åðáãþìåíï õðïãñÜöçìá ôïõ G (äåSSôå ËÞììá 7.1). ÅðïìÝíùò åðéêåíôñùíüìáóôå óôçí êáôÜëëçëç åíçìÝñùóç ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) Ýôóé þóôå íá áðïêôÞóïõìå ôï md-äÝíôñï T (G^′).

Ðñþôá áò èåùñÞóïõìå ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ v ∈ S ∪ K ãéá êÜðïéïí N-êüìâï t Ýôóé þóôå ç äéáìÝñéóç ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t) åSSíáé (S, K, R). ÄéáêñSSíïõìå ôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò:

(i) v ∈ S: Ðñþôá õðïèÝóôå üôé S = {v, v^′}, K = {k, k^′}, êáé Ýóôù ç v íá åSSíáé ãåéôïíéêÞ ìå ôçí k: ôüôå, ôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá áíôéêáèSSóôáôáé áðü Ýíáí S-êüìâï ìå ðáéäéÜ ôçí êïñõöÞ k^′ êáé Ýíáí P-êüìâï. åÜí R = ∅, ôüôå áõôüò ï P-êüìâïò Ýœåé ùò ðáéäéÜ ôéò êïñõöÝò v^′ êáé k, áëëéþò åÜí R = {r}, Ýœåé ðáéäéÜ ôçí êïñõöÞ v^′ êáé Ýíáí S-êüìâï ìå ðáéäéÜ ôçí êïñõöÞ k êáé ôïí êüìâï r. Ôþñá õðïèÝóôå üôé |S| = |K| ≥ 3 êáé Ýóôù f(v) = k ∈ K. ÅÜí ôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá åSSíáé áñáéü ôüôå: åÜí R = ∅, ôüôå ìåôÜ ôçí äéáãñáöÞ ôçò êïñõöÞò v, ç k äéáãñÜöåôáé áðü ôï óýíïëï K êáé óõíäÝåôáé ìå Ýíáí äåSSêôç ãéá ôï óýíïëï R . åÜí R = {r}, ôüôå ç k äéáãñÜöåôáé áðü ôï K êáé åÜí ï êüìâïò r åSSíáé Ýíáò S-êüìâïò ôüôå ç k ãSSíåôáé ðáéäSS, áëëéþò ôçí èÝóç ôïõ êüìâïõ r ôçí áíôéêáèéóôÜ Ýíáò íÝïò S-êüìâïò ìå ðáéäéÜ ôçí k êáé ôïí êüìâï r. ÅÜí ôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá åSSíáé ðõêíü, ôüôå ìåôÜ ôçí áöáSSñåóç ôçò v, ç êïñõöÞ k âëÝðåé üëåò ôéò õðüëïéðåò êïñõöÝò óôçí áõôïôåëÞ-ìïíÜäá M(t). Ýôóé, ï N-êüìâïò t áíôéêáèSSóôáôáé áðü Ýíáí S-êüìâï ìå ðáéäéÜ ôçí êïñõöÞ k êáé ôïí êüìâï t áöïý åSSœáìå áöáéñÝóåé ôéò êïñõöÝò v, k.

(ii) v ∈ K: Åöüóïí ôï óõìðëÞñùìá åíüò áñáéïý áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá (êáé áíôSSóôñïöá) ìå ôçí êëSSêá êáé ôï áíåîÜñôçôï óýíïëï áíôSSóôñïöá (êáé åÜí R = {r}, ïé P- êáé S-êüìâïé óôï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï r áíôéóôñáìÝíïé åðSSóçò), ç ðåñSSðôùóç åSSíáé óõììåôñéêÞ ìå ôçí ðñïçãïýìåíç êáé œñåéÜæåôáé ôçí SSäéá ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ ãéá íá œåéñéóôåSS.

(iii) R = {v}: Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, ç êïñõöÞ v äéáãñÜöåôáé, êáé áðïêôÜìå Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå R = ∅.

Óôç óõíÝœåéá èåùñïýìå ôçí ðåñSSðôùóç üðïõ ï ðáôÝñáò-êüìâïò p(v) ôçò v óôï äÝíôñï T (G) åSSíáé Ýíáò P- Þ S-êüìâïò. åÜí ï p(v) Ýœåé ðáñáðÜíù áðü äýï ðáéäéÜ, åðáñêåSS íá äéáãñÜøïõìå ôçí êïñõöÞ v. Ðáñ’ üëá áõôÜ, ðñïóïœÞ œñåéÜæåôáé åÜí ï p(v) Ýœåé ìüíï äýï ðáéäéÜ, óôçí ðåñSSðôùóç ôçò ïðïSSáò ï áäåñöüò u ôçò v œñåéÜæåôáé íá óõíäåèåSS ìå ôïí ðáððïý p(p(v)) ôçò v . åðéðëÝïí, åÜí ï u êáé ï p(p(v)) åSSíáé êáé ïé äýï P- Þ S-êüìâïé, ôüôå ôá ðáéäéÜ ôïõ u ãSSíïíôáé ðáéäéÜ ôïõ p(p(v)). Óôçí åñãáóSSá [101], Ýœåé äåéœôåSS ðþò ç ôåëåõôáSSá ðåñSSðôùóç ìðïñåSS íá œåéñéóôåSS óå O(d) œñüíï üðïõ ïé êüìâïé ðïõ óõììåôÝœïõí åSSíáé P- Þ S-êüìâïé . ç ôåœíéêÞ áõôÞ ìðïñåSS åýêïëá íá œñçóéìïðïéçèåSS áðü ôïí áëãüñéèìü ìáò ìå ôç SSäéá ðïëõðëïêüôçôá œñüíïõ. Åðéðñüóèåôá, óå ïðïéáäÞðïôå áðü ôéò õðüëïéðåò äýï ðåñéðôþóåéò üôáí ï ðáôÝñáò-êüìâïò p(v) Ýœåé 2 ðáéäéÜ, äçëáäÞ, åÜí ï áäåñöüò u ôçò v åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò Þ åÜí ï ðáððïýò p(p(v)) åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò, ôüôå ï êüìâïò u óõíäÝåôáé ùò ðáéäSS ôïõ p(p(v)) (äåí õðÜñœåé ðñüâëçìá Ýœïíôáò Ýíáí N-êüìâï ìå R = {r} üðïõ ï r åSSíáé åðSSóçò Ýíáò N-êüìâïò).

Äåí åSSíáé äýóêïëï íá äåé êáíåSSò üôé üëåò ïé ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò õðïóôçñSSæïíôáé óå O(d) œñüíï. ÅðïìÝíùò, Ýœïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

ËÞììá 7.12. Ç äéáãñáöÞ ìéáò êïñõöÞò v åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò G ìðïñåSS íá åêôåëåóôåSS óå O(d) œñüíï, üðïõ d åSSíáé ï âáèìüò ôçò êïñõöÞò v óôï ãñÜöçìá G.

Óõãêåíôñþíïíôáò üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò Ýœïõìå ôï áêüëïõèï âáóéêü áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 7.5. ÕðÜñœåé Ýíáò ðëÞñùò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò ãéá ôá P_4-sparse ãñáöÞìáôá êáé äéáôÞñçóçò ôïõ md-äÝíôñïõ ôïõò, ðïõ õðïóôçñSSæåé åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò êïñõöþí êáé áêìþí êáé åêôåëåSSôáé óå O(d) œñüíï ãéá êÜèå ðñÜîç ðïõ åìðëÝêåé d áêìÝò.

7.4 ÓõìðåñÜóìáôá

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá åðéëýïõìå ôï äõíáìéêü ðñüâëçìá áíáãíþñéóçò ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí: ï óêïðüò ìáò åSSíáé íá œåéñéóôïýìå ðñüóèåóç êáé äéáãñáöÞ áêìþí/êïñõöþí, íá áíáêáëýøïõìå ðüôå ôÝôïéåò ôñïðïðïéÞóåéò åðéöÝñïõí Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá êáé óå ðåñSSðôùóç ðïõ áëçèåýåé, íá åíçìåñþóåé êáôÜëëçëá ôçí áíáðáñÜóôáóç ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ç áíôéìåôþðéóÞ ìáò âáóSSæåôáé óôçí äéáôÞñçóç ôïõ md-äÝíôñïõ ôïõ ãñáöÞìáôïò ôï ïðïSSï œñçóéìïðïéïýìå ãéá ôçí åðSSëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áíáãíþñéóçò. Áðïäåéêíýïõìå äïìéêÝò éäéüôçôåò ôïõ äÝíôñïõ êáé ðåôõœáSSíïõìå Ýíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ðïõ õðïóôçñSSæåé ôñïðïðïéÞóåéò áêìþí (åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò) óå O(1) œñüíï êáé ôñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí (åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò) óå O(d) œñüíï ãéá êïñõöÞ âáèìïý d.

Óå óœÝóç ìå ôçí âåëôéóôüôçôá, åSSíáé åíäéáöÝñïí íá êáôïñèþóåé êáíåSSò Ýíáí áëãüñéèìï óôáèåñïý œñüíïõ ãéá ôçí åíçìÝñùóç ôïõ êïììáôéáóìÝíïõ áðïóõíèåôéêïý äÝíôñïõ óôçí ðåñSSðôùóç äéáãñáöÞò êïñõöÞò åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò. ÅðéðëÝïí, äõíáìéêïSS áëãüñéèìïé Ýœïõí ðñïôáèåSS ðïõ õðïóôçñSSæïõí áêìÝò êáé êïñõöÝò ôñïðïðïéÞóåéò óå O(n) œñüíï êáôÜ áêìÞò ôñïðïðïSSçóçò êáé óå O(nm) œñüíï êáôÜ êïñõöÞò ôñïðïðïSSçóçò ãéá ôñéãùíéêÜ (chordal) ãñáöÞìáôá. ÂÜóç áõôþí ôùí áðïôåëåóìÜôùí, Ýíáò ìðïñåSS íá åîåôÜóåé ðñïò ôçí êáôåýèõíóç Ýñåõíáò åÜí õðÜñœåé ðéï áðïôåëåóìáôéêüò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôçí êëÜóç ôùí ôñéãùíéêþí (chordal) êáé äéáóôçìÜôùí (interval) ãñáöçìÜôùí (Ýíáò áêìÝò-ìüíï äõíáìéêüò áëãüñéèìïò åSSíáé ãíùóôüò ãéá ôá äéáóôÞìáôá (interval) ãñáöÞìáôá ðïõ õðïóôçñSSæåé êÜèå ôñïðïðïSSçóç áêìÞò óå O(n log n) œñüíï) êáé, áêüìá ðåñéóóüôåñï, ãéá Üëëåò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí.

ÊåöÜëáéï 8

ÂÝëôéóôïò ÐáñÜëëçëïò Áëãüñéèìïò ãéá ôï Ðñüâëçìá ôçò ÅðéêÜëõøçò ìå ÌïíïðÜôéá óå P4-sparse ÃñáöÞìáôá

8.1 ÅéóáãùãÞ

8.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS

8.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá óå P_4-sparse ÃñáöÞìáôá

8.4 Ôá ÄÝíôñá Ìïíïðáôéþí ôùí P_4-sparse ÃñáöçìÜôùí

8.5 ÁêïëïõèSSá Áãêõëþí óå N-êüìâïõò

8.6 Ï ÂÝëôéóôïò Áëãüñéèìïò

8.7 ÓõìðåñÜóìáôá

8.1 ÅéóáãùãÞ

ÿíá ðïëý ãíùóôü ðñüâëçìá ìå ðëåéÜäá ðñáêôéêþí åöáñìïãþí óôçí èåùñSSá ãñáöçìÜôùí åSSíáé ç åýñåóç êáé ç áíáöïñÜ ôïõ åëÜœéóôïõ ðëÞèïõò ìïíïðáôéþí ìå ìç-êïéíÝò êïñõöÝò Ýôóé þóôå üëá ôá ìïíïðÜôéá íá åðéêáëýðôïõí ôéò êïñõöÝò åíüò ãñáöÞìáôïò (path cover problem). Ôï ðñüâëçìá áõôü, ãíùóôü ùò ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá, âñSSóêåé åöáñìïãÝò, ìåôáîý ðïëëþí Üëëùí, óôéò ðåñéïœÝò ôçò óœåäSSáäçò âÜóçò äåäïìÝíùí, äéêôýùí, âåëôéóôïðïSSçóçò êþäéêá (äåSSôå [2, 38]) êáé åSSíáé ãíùóôü üôé ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá êáèþò êáé ðïëëÝò äéáöïñïðïéÞóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åSSíáé NP-complete [38]. ÿíá ãñÜöçìá ðïõ åðéôñÝðåé Ýíá ìïíïðÜôé åðéêÜëõøçò ìåãÝèïõò Ýíá áíáöÝñåôáé ùò Hamiltonian. ÿôóé, ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åSSíáé ôïõëÜœéóôïí SSóï ìå äõóêïëSSá üóï ôï ðñüâëçìá ôçò áðüöáóçò åÜí Ýíá ãñÜöçìá Ýœåé Ýíá Hamiltonian ìïíïðÜôé (Hamiltonian path).

Ç ìåëÝôç ãñáöçìÜôùí ìå ëSSãá P_4 Ýœåé ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôçí œñïíïäñïìïëüãçóç åîåôÜóåùí êáé ôçí óçìáóéïëïãSSá ïìáäïðïSSçóçò [29, 70]. ÁõôÝò ïé åöáñìïãÝò êSSíçóáí ôéò èåùñçôéêÝò êáé áëãïñéèìéêÝò ìåëÝôåò ðñïâëçìÜôùí ãéá ôçí êëÜóç ôùí cographs, ðïõ äåí ðåñéÝœïõí êáíÝíá P_4. ÅðåêôåSSíïíôáò ôçí Ýííïéá åíüò P_4-free ãñáöÞìáôïò, ðïëëÝò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí, üðùò ç êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí, áðïêôÞèçêáí áðïêëåSSïíôáò ìå äéÜöïñïõò ôñüðïõò ôçí áðïõóSSá ôùí P_4.

Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ç êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí, ïñSSæåôáé ùò ç êëÜóç ðïõ ðåñéÝœåé ôá ãñáöÞìáôá åêåSSíá ãéá ôá ïðïSSá êÜèå óýíïëï ðÝíôå êïñõöþí åðÜãåé ôï ðïëý Ýíá Üœïñäï ìïíïðÜôé ôåóóÜñùí êïñõöþí [52]. ÁõôÞ ç êëÜóç Ýœåé ìåëåôçèåSS ãéá ðïëëÜ êáé êëáóéêÜ ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò. ÿíáò ðáñÜëëçëïò áëãüñéèìïò áíáãíþñéóçò åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò ìå n êïñõöÝò Ýœåé äïèåSS óôçí åñãáóSSá [71] ðïõ ôñÝœåé óå O(log^2 n) œñüíï œñçóéìïðïéþíôáò O(^{n2 +nm}_{log n} ) EREW-PRAM åðåîåñãáóôÝò. Ïé Giakoumakis et al. óôçí åñãáóSSá [39] åðSSëõóáí, ìáæSS ìå ôï ðñüâëçìá áíáãíþñéóçò, ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ôïõ áñéèìïý êëSSêáò, ôïõ åõóôáèÞ áñéèìïý êáé ôïõ œñùìáôéêïý áñéèìïý ãéá ôÝôïéá ãñáöÞìáôá óå ãñáììéêü áêïëïõèéáêü œñüíï (ãñáììéêü åííïïýìå óå O(n + m) œñüíï, üðïõ n êáé m åSSíáé ôï ðëÞèïò êïñõöþí êáé áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò, áíôSSóôïéœá). ÅðéðëÝïí, óôçí SSäéá åñãáóSSá ìåëÝôçóáí ôçí hamiltonicity ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-tidy ãñáöçìÜôùí (ìéá êáôÜëëçëç õðåñêëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí). Óå Ýíá ðáñÜëëçëï ðåñéâÜëëïí, ôï ðñüâëçìá ôïõ ìÝãéóôïõ ôáéñéÜóìáôïò (maximum matching) ãéá ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí P_4-tidy ãñáöçìÜôùí Ýœåé ìåëåôçèåSS [97] êáé Ýíáò âÝëôéóôïò áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü ðñïôÜèçêå, äïèÝíôïò ôïõ md-äÝíôñïõ åíüò P_4-tidy ãñáöÞìáôïò.

Ïé Nakano et al. óôçí åñãáóSSá [85] óôï ôÝëïò ôçò åñãáóSSáò ôïõò Üöçóáí áíïéœôü ôï ðñüâëçìá ôçò åöáñìïãÞò ôçò ôåœíéêÞò ôïõò óå Üëëåò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí, åêôüò áðü ôá cographs. Êéíïýìåíïé áðü ôï èÝìá áõôü ãåíéêåýïõìå ôçí ôåœíéêÞ ôïõò óå ìéá êáôÜëëçëç õðåñêëÜóç ôùí cographs. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï åðåêôåSSíïõìå ôçí ïéêïãÝíåéá ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ êáôÝœïõí âÝëôéóôåò ëýóåéò ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá. ÿôóé, ðñïôåSSíïõìå ìéá âÝëôéóôç ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá ðñïôåSSíïíôáò Ýíáí ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ðïõ ôñÝœåé óå O(log n) œñüíï ìå O(n/ log n) åðåîåñãáóôÝò óôï EREW PRAM ìïíôÝëï.

Ôï êåöÜëáéï åSSíáé ïñãáíùìÝíï ùò åîÞò. Óôçí äåýôåñç åíüôçôá åäñáéþíïõìå ôçí óçìåéïãñáöSSá êáé ôçí ïñïëïãSSá ìáò êáé ðáñïõóéÜæïõìå ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, äåSSœíïõìå äïìéêÝò éäéüôçôåò ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí, êáé ôçí ìïíáäéêÞ ôïõò äåíäñéêÞ áíáðáñÜóôáóç. Áíáöåñüìáóôå åðSSóçò óôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí (ìéá êáôÜëëçëç äïìÞ ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ôùí ìïíïðáôéþí åðéêÜëõøçò) êáé óå ìéá êëáóéêÞ ôåœíéêÞ ôáéñéÜóìáôïò áãêõëþí ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé óôïí áëãüñéèìü ìáò. Óôçí ôñSSôç åíüôçôá ðáñïõóéÜæïõìå ôá ìïíïðÜôéá ðïõ åìöáíSSæïíôáé óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ãéá Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá, åíþ óôçí ôÝôáñôç åíüôçôá ðåñéãñÜöïõìå ôá áíôSSóôïéœá äÝíôñá ìïíïðáôéþí ðïõ ðñÝðåé íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýôóé þóôå íá áðïêôÞóïõìå ôá åðéèõìçôÜ ìïíïðÜôéá. Óôçí ðÝìðôç åíüôçôá ðåñéãñÜöïõìå ôçí áêïëïõèSSá áãêõëþí ðïõ ðñÝðåé íá ðñïêýøåé óå Ýíáí óõãêåêñéìÝíï ôýðïõ êüìâïõ ôïõ md-äÝíôñïõ êáé óôçí Ýêôç åíüôçôá ðñïôåSSíïõìå Ýíáí âÝëôéóôï ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá ãéá Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá. ÔÝëïò, óôçí Ýâäïìç åíüôçôá, óõíïøSSæïõìå ôï êåöÜëáéï êáé ðáñáèÝôïõìå ðéèáíÝò åðåêôÜóåéò.

8.2 ÂáóéêÝò ÿííïéåò êáé ÏñéóìïSS

Èåùñïýìå ðåðåñáóìÝíá ìç-êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá œùñSSò ðïëëáðëÝò áêìÝò. ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G ìå óýíïëï êïñõöþí V (G) êáé óýíïëï áêìþí E(G). Ôï õðïãñÜöçìá åíüò ãñáöÞìáôïò G ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíá õðïóýíïëï S ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G) áíáöÝñåôáé ùò G[S]. Ãéá Ýíá õðïóýíïëï êïñõöþí S ôïõ ãñáöÞìáôïò G, ïñSSæïõìå ôï ãñÜöçìá G−S := G[V (G)−S] êáé ãñÜöïõìå ìå G−v ôï ãñÜöçìá G[V (G) − {v}]. Ìéá êëSSêá (clique) åSSíáé Ýíá óýíïëï áðü üëá ôá æåýãç ãåéôïíéêþí

ÓœÞìá 8.1: ÿíá ìç-óõíåêôéêü P_4-sparse ãñÜöçìá êáé ôï áíôSSóôïéœï md-äÝíôñï ôïõ.

êïñõöþí. Ýíá áíåîÜñôçôï óýíïëï (stable set) åSSíáé Ýíá óýíïëï áðü üëá ôá æåýãç ìç-ãåéôïíéêþí êïñõöþí.

Ç ãåéôïíéÜ (neighborhood) N(x) ìéáò êïñõöÞò x ∈ V (G) åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ åSSíáé ãåéôïíéêÝò ìå ôçí êïñõöÞ x. Ç êëåéóôÞ ãåéôïíéÜ (closed neighborhood) ôçò êïñõöÞò x ïñSSæåôáé ùò N[x] := {x} ∪ N(x). Ï âáèìüò (degree) ìéáò êïñõöÞò x óôï ãñÜöçìá G, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå d(x), åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí ðñïóêåSSìåíùí áêìþí óôçí êïñõöÞ x. äçëáäÞ d(x) = |N(x)|. ÅÜí äýï êïñõöÝò x êáé y åSSíáé ãåéôïíéêÝò óå Ýíá ãñÜöçìá G, èá ëÝìå üôé ç êïñõöÞ x âëÝðåé (sees) ôçí êïñõöÞ y. åéäÜëëùò èá ëÝìå üôé ç êïñõöÞ x œÜíåé (misses) ôçí êïñõöÞ y. ÅðåêôåSSíïõìå áõôÞí ôçí Ýííïéá óå óýíïëá êïñõöþí: ôï óýíïëï êïñõöþí V_i ⊆ V (G) âëÝðåé (œÜíåé) ôï óýíïëï êïñõöþí V_j ⊆ V (G) åÜí êáé ìüíï åÜí êÜèå êïñõöÞ x ∈ V_i âëÝðåé (œÜíåé) êÜèå êïñõöÞ y ∈ V_j .

8.2.1 P_4-sparse ÃñáöÞìáôá

ÐáñáêÜôù, ãSSíåôáé ìéá áíáóêüðçóç ôùí œáñáêôçñéóìþí êáé ôùí äïìéêþí éäéïôÞôùí ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí êáé áðïäåéêíýïíôáé áðïôåëÝóìáôá ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé áðü ôïí áëãüñéèìü ìáò ãéá ôçí åðSSëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí, ïé Giakoumakis êáé Vanherpe [40] Ýäåéîáí üôé:

ËÞììá 8.1. ÿóôù G Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýóôù T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ. Ôï ãñÜöçìá G åSSíáé P_4-sparse åÜí êáé ìüíï åÜí ãéá êÜèå Í-êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T (G), ôï ãñÜöçìá G(t) åSSíáé Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå äéáìÝñéóç (S, K, R) êáé êáìSSá êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ S ∪ K äåí åSSíáé åóùôåñéêüò êüìâïò óôï äÝíôñï T (G).

Ôï ðáñáðÜíù ëÞììá åðÜãåé üôé êÜèå N-êüìâïò t ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò G Ýœåé 2k Þ 2k + 1 ðáéäéÜ, üðïõ |S| = |K| = k ≥ 2 êáé |R| ≤ 1 . ôá óýíïëá S, K, êáé R óœçìáôSSæïõí ôçí äéáìÝñéóç ôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò G(t). Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ï N-êüìâïò t Ýœåé k ðáéäéÜ ðïõ áíôéóôïéœïýí óôï óýíïëï S, k ðáéäéÜ ðïõ áíôéóôïéœïýí óôï óýíïëï K, êáé åSSôå êáíÝíá Üëëï ðáéäSS åÜí R = ∅ Þ Ýíá áêñéâþò åðéðëÝïí ðáéäSS åÜí R ≠ ∅ (óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, |R| = 1 êáé áõôü ôï ðáéäSS åSSíáé ç ñSSæá åíüò õðïäÝíôñïõ ôïõ T (G)). Ôá ðáéäéÜ ðïõ áíôéóôïéœïýí óôï óýíïëï S êáé óôï K åSSíáé öýëëá óôï äÝíôñï T (G) êáé, åðïìÝíùò, åSSíáé êïñõöÝò ôïõ G, åíþ ôï ðáéäSS ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï óýíïëï R, åÜí R ≠ ∅, åSSíáé åSSôå Ýíá öýëëï (äçëáäÞ, ìéá êïñõöÞ ôïõ G) åSSôå Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò ìå åðéãñáöÞ P, S, Þ N.

Ôï md-äÝíôñï T (G) ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôï ÓœÞìá 8.1 ðåñéÝœåé äýï N-êüìâïõò, äçëáäÞ, ôïõò êüìâïõò t_2 êáé t_5. Ôï ãñÜöçìá G(t_2) åSSíáé Ýíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå åðôÜ êïñõöÝò êáé ìå äéáìÝñéóç S = {v_1, v_2, v_3}, K = {v_6, v_7, v_8}, êáé R = {t_4}, åíþ ôï ãñÜöçìá G(t_5) åSSíáé åðSSóçò Ýíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ôåóóÜñùí êïñõöþí ìå äéáìÝñéóç S = {v_4, v_5}, K = {v_9, v_{10}}, êáé R = ∅. Ôï ãñÜöçìá G[M(t_2)] åSSíáé Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá (üœé ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá) ìå R = {v_{11}, v_{12}}, êáé ôï ãñÜöçìá G[M(t_5)] åSSíáé åðSSóçò Ýíá áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá (ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá) ìå R = ∅.

Âáóéæüìåíïé óå ôåœíéêÝò ðïõ ðåñéãñÜöçêáí óôá [73, 85], Ýôóé þóôå íá äéåõêïëýíïõìå êáé íá åðéóðåýóïõìå ïñéóìÝíåò äéáäéêáóSSåò ôïõ áëãïñSSèìïõ ìáò, ôñïðïðïéïýìå ôï äÝíôñï T (G): êÜíïõìå äõáäéêü ôï äÝíôñï T (G) ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå êÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò ìå åðéãñáöÞ P Þ S íá Ýœåé áêñéâþò äõï ðáéäéÜ. óõìâïëSSæïõìå ìå T_b(G) ôï ôñïðïðïéçìÝíï äÝíôñï. Ôï áñéóôåñü êáé äåîSS ðáéäSS åíüò åóùôåñéêïý P-êüìâïõ Þ S-êüìâïõ t ôïõ T_b(G) èá óõìâïëSSæåôáé ìå t_l êáé t_r, áíôSSóôïéœá. Óçìåéþóôå üôé åÜí ôï äÝíôñï T (G) Ýœåé ìüíï N-êüìâïõò ôüôå ôï äÝíôñï T_b(G) óõìðSSðôåé ìå ôï äÝíôñï T (G).

ÿóôù ôï ãñÜöçìá G[M(t)] íá äçëþíåé ôï õðïãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé áðü ôá öýëëá ðïõ åSSíáé áðüãïíïé ôïõ êüìâïõ t óôï äÝíôñï T_b(G), êáé Ýóôù L(t) íá äçëþíåé ôï ðëÞèïò ôùí öýëëùí ðïõ åSSíáé áðüãïíïé ôïõ êüìâïõ t óôï äÝíôñï T_b(G), äçëáäÞ, ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí óôï ãñÜöçìá G[M(t)]. ËÝìå üôé ôï äÝíôñï T_b(G) åSSíáé áñéóôåñü (leftist), êáé ôï óõìâïëSSæïõìå ìå T_{bl}(G), åÜí ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t ìå åðéãñáöÞ P Þ S, éêáíïðïéåSSôáé ç óõíèÞêç L(t_l) ≥ L(t_r). Ãéá êÜèå S-êüìâï t ôïõ T_{bl}(G), áíôéêáèéóôïýìå ôï õðïäÝíôñï ìå ñSSæá ôïí êüìâï t_r (ôï äåîSS ðáéäSS ôïõ êüìâïõ t) ìå ôá L(t_r) öýëëá êáé êáëïýìå ôï ôñïðïðïéçìÝíï äÝíôñï ôï åîáóèåíçìÝíï (reduced) áñéóôåñü äõáäéêü äÝíôñï ôïõ T_{bl}(G). ôï óõìâïëSSæïõìå ìå T_{blr}(G).

ÿóôù λ(t) ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(t)]. ÅSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé, ãéá íá êáôáóêåõÜóåé êáíåSSò ôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá œñçóéìïðïéþíôáò ôï äÝíôñï T_{blr}(G), œñåéáæüìáóôå íá ãíùñSSæïõìå ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí λ(t) óå êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t ∈ T_{blr}(G). ÅÜí ï êüìâïò t åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò Þ S-êüìâïò ôüôå Ýœåé Ýíá áñéóôåñü ðáéäSS t_l êáé Ýíá äåîSS ðáéäSS t_r . åéäÜëëùò, ï êüìâïò t åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò êáé Ýœåé ôïõëÜœéóôïí 4 ðáéäéÜ ðïõ åðÜãïõí Ýíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá G(t) = (S, K, R) ìå åSSôå R = ∅, åSSôå R = {r}, üðïõ r ∈ T_{blr}(G). Âáóéæüìåíïé óôá áðïôåëÝóìáôá ôùí [73] êáé [53], áðïêôïýìå ôïí áêüëïõèï ôýðï ãéá ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò.

λ(t) = λ(t_l) + λ(t_r ) åÜí ï t åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò, max{1, λ(t_l) − L(t_r)} åÜí ï t is an S-êüìâïò, λ(r) + ⌈ max { 0,^{|K|−2λ(r)}_2 }⌉ åÜí ôï G(t) åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, max {1, λ(r)} åÜí ôï G(t) åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá. (8.1)

ÓõíïøSSæïõìå ìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

ËÞììá 8.2. ÿóôù Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé Ýóôù ôï md-äÝíôñï ôïõ T (G). Ôï åîáóèåíçìÝíï áñéóôåñü äõáäéêü äÝíôñï T_{blr}(G) êáé ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí óå O(log n) œñüíï œñçóéìïðïéþíôáò O(n/ log n) EREW-PRAM åðåîåñãáóôÝò.

Áðüäåéîç. Åöüóïí êÜíïõìå äõáäéêü êÜèå õðïäÝíôñï ôïõ T (G) ìå ñSSæá Ýíáí P-êüìâï Þ Ýíáí S-êüìâï êáé üœé áõôÜ ðïõ åSSíáé ñéæùìÝíá óå Ýíáí N-êüìâï, ìðïñïýìå íá åêôåëÝóïõìå ôçí äõáäéêïðïSSçóç ôïõ äÝíôñïõ âÝëôéóôá, üðùò öáSSíåôáé óôï âéâëSSï [1]. Ãéá íá õðïëïãSSóïõìå ôï áñéóôåñü äõáäéêü äÝíôñï T_{bl}(G), œñåéÜæåôáé íá êáèïñSSóïõìå ôï ðëÞèïò L(t) ôùí êïñõöþí óôï ãñÜöçìá G(t) ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t. Óçìåéþóôå üôé, ôï ðëÞèïò ôùí ðáéäéþí êáé ôï ðëÞèïò ôùí áðïãüíùí ðïõ åSSíáé öýëëá êÜèå åóùôåñéêïý êüìâïõ t ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå O(log n) œñüíï œñçóéìïðïéþíôáò O(n/ log n) EREW åðåîåñãáóôÝò, äïèÝíôïò ôçò ëSSóôáò ãåéôíSSáóçò ôïõ äÝíôñïõ T_{bl}(G) (äåSSôå [58, 85]). ÿôóé, ôï åîáóèåíçìÝíï áñéóôåñü äõáäéêü äÝíôñï T_{blr}(G) êáôáóêåõÜæåôáé âÝëôéóôá. Åðéðñüóèåôá, âáóéóìÝíïé óôïí ôýðï ôçò Åî.8.1, ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G õðïëïãSSæïíôáé óå O(log n) œñüíï œñçóéìïðïéþíôáò O(n/ log n) EREW åðåîåñãáóôÝò.

8.2.2 ÄÝíôñá Ìïíïðáôéþí êáé ÔáSSñéáóìá Áãêõëþí

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá åðéóêïðïýìå ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí (path trees), ðïõ åSSíáé ôï ïõóéáóôéêü êëåéäSS ôïõ áëãïñSSèìïõ ìáò êáé äåSSœíïõìå üôé œñçóéìïðïéþíôáò ôáSSñéáóìá áãêõëþí (bracket matching), êáôáóêåõÜæïõìå ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí âÝëôéóôá.

ÿóôù Ýíá ãñÜöçìá G êáé Ýóôù Ýíá ìïíïðÜôé P = [p, . . . , p^′] ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá P ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Óçìåéþóôå üôé, åÜí ôï G åSSíáé Ýíá hamiltonian ãñÜöçìá ôüôå P = {P }. ÿíá äÝíôñï ìïíïðáôéïý, ðïõ óõìâïëSSæåôáé ìå T (p, p^′), åSSíáé Ýíá ñéæùìÝíï äõáäéêü äÝíôñï ôïõ ïðïSSïõ ïé åóùôåñéêïSS êüìâïé åSSíáé áêñéâþò ïé êïñõöÝò åíüò ìïíïðáôéïý P ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá P óôï ãñÜöçìá G êáé p, p^′ åSSíáé ôá Üêñá ôïõ ìïíïðáôéïý P . Ïé êüìâïé ôïõ äÝíôñïõ T (p, p^′) ìïíïðáôéïý ôïðïèåôïýíôáé ìå ôÝôïéï ôñüðï óôï äÝíôñï T (p, p^′), Ýôóé þóôå ç åíäïäéáôåôáãìÝíç äéÜóœéóç (inorder traversal) ôïõ T (p, p^′) íá åðéóôñÝöåé ôï ìïíïðÜôé P . ÿðåôáé üôé ôï äÝíôñï ìïíïðáôéïý äïèÝíôïò åíüò ìïíïðáôéïý äåí åSSíáé ìïíáäéêü. Óçìåéþóôå üôé, Ýíá ìïíïðÜôé P ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS áðü ôï áíôSSóôïéœï äÝíôñï ìïíïðáôéïý T (p, p^′), âÝëôéóôá óå ðáñÜëëçëï ðåñéâÜëëïí, åöáñìüæïíôáò ôçí Euler äéáäñïìÞ ôåœíéêÞ.

ÿóôù ôï åîáóèåíçìÝíï áñéóôåñü äõáäéêü äÝíôñï T_{blr}(G) ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ìå óêïðü ôçí êáôáóêåõÞ ôùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí âÝëôéóôá óå Ýíá ðáñÜëëçëï ðåñéâÜëëïí, ðáñÜãïõìå ìéá áêïëïõèSSá áðü ôåôñÜãùíåò/êáìðõëùôÝò áãêýëåò (äçëáäÞ áðü ðáñåíèÝóåéò êáé áãêýëåò) ãéá êÜèå êüìâï ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G). Ðéï óõãêåêñéìÝíá, œñçóéìïðïéïýìå äýï ôýðïõò áðü áãêýëåò: ôåôñÜãùíåò áãêýëåò (Þ áãêýëåò) \[" êáé \]" êáé êáìðõëùôÝò áãêýëåò (Þ ðáñåíèÝóåéò) \(" êáé \)". Ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí êáôáóêåõÜæïíôáé âñSSóêïíôáò æåõãÜñéá ðïõ ôáéñéÜæïõí áðü ôåôñÜãùíåò áãêýëåò êáé æåõãÜñéá ðïõ ôáéñéÜæïõí áðü êáìðõëùôÝò áãêýëåò áíåîÜñôçôá. Óçìåéþóôå üôé, äïèÝíôïò ìéáò áêïëïõèSSáò áðü áãêýëåò ðïõ áíôéóôïéœïýí óôéò êïñõöÝò åíüò ãñáöÞìáôïò G, ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí êáé, óõíåðþò, ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS âÝëôéóôá. Ôá ôáéñéÜóìáôá áõôÜ ôùí áãêõëþí áíôéóôïéœïýí óôéò áêìÝò åíüò äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý. Åéäéêüôåñá, ãéá ôéò êïñõöÝò a êáé b, áíáãíùñSSæïõìå ìéá áêìÞ ùò åîÞò:

•^a p [^b l ] ìéá áêìÞ ðïõ åíþíåé ôçí êïñõöÞ a ìå ôïí ðáôÝñá ôçò b = p(a) ùò Ýíá áñéóôåñü ðáéäSS.

•^a p [^b r ] ìéá áêìÞ ðïõ åíþíåé ôçí êïñõöÞ a ìå ôïí ðáôÝñá ôçò b = p(a) ùò Ýíá äåîSS ðáéäSS.

•^a l (^b p ) ìéá áêìÞ ðïõ åíþíåé ôçí êïñõöÞ b ìå ôïí ðáôÝñá ôçò a = p(b) ùò Ýíá áñéóôåñü ðáéäSS.

•^a r (^b p ) ìéá áêìÞ ðïõ åíþíåé ôçí êïñõöÞ b ìå ôïí ðáôÝñá ôçò a = p(b) ùò Ýíá äåîSS ðáéäSS.

8.2.3 ÊÜôù ĳñéï ãéá ôçí Ðïëõðëïêüôçôá Œñüíïõ

Óôçí åñãáóSSá [85] ôï áêüëïõèï èåþñçìá Ýœåé áðïäåéœôåSS ãéá ôçí êëÜóç ôùí cographs.

Èåþñçìá 8.1 (Nakano et al. [85]). ÊÜèå áëãüñéèìïò ðïõ êáèïñSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí óå ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá Þ áíáöÝñåé ôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá óå Ýíá n-êïñõöþí cograph ðïõ áíáðáñéóôÜôáé áðü ôï cotree ðñÝðåé íá åêôåëåóôåSS óå Ω(log n) CREW œñüíï áêüìá êáé åÜí Ýíá Üðåéñï ðëÞèïò áðü åðåîåñãáóôÝò åSSíáé äéáèÝóéìï.

Óçìåéþóôå üôé ç êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí åSSíáé ìéá êáôÜëëçëç õðåñêëÜóç ôùí cographs êáé üôé ôï md-äÝíôñï ôïõ T (G) åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò G ðåñéÝœåé P-êüìâïõò, S-êüìâïõò êáé N-êüìâïõò . åÜí ôï äÝíôñï T (G) Ýœåé ìüíï P Þ S-êüìâïõò ôüôåò ôï äÝíôñï T (G) óõìðSSðôåé ìå ôïí ïñéóìü åíüò cotree (äåSSôå [18]). ÅðïìÝíùò, ëüãù ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò, Ýœïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

Ðüñéóìá 8.1 (Nakano et al. [85]). ÊÜèå áëãüñéèìïò ðïõ êáèïñSSæåé ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí óå ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá Þ áíáöÝñåé ôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá óå Ýíá n-êïñõöþí P_4- sparse ãñÜöçìá ðïõ áíáðáñéóôÜôáé áðü ôï md-äÝíôñï ôïõ ðñÝðåé íá åêôåëåóôåSS óå Ω(log n) CREW œñüíï áêüìá êáé åÜí Ýíá Üðåéñï ðëÞèïò áðü åðåîåñãáóôÝò åSSíáé äéáèÝóéìï.

8.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá óå P_4-sparse ÃñáöÞìáôá

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá ðáñáèÝôïõìå êÜðïéåò éäÝåò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá ãéá Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá G. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï åîáóèåíçìÝíï áñéóôåñü äõáäéêü äÝíôñï T_{blr}(G) ôïõ ãñáöÞìáôïò G åSSíáé äåäïìÝíï. Åðéêåíôñþíïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò óôïõò åóùôåñéêïýò Nêüìâïõò åöüóïí ïé ðåñéðôþóåéò ãéá ôïõò P-êüìâïõò êáé S-êüìâïõò Ýœïõí Þäç áðïäåéœôåSS [72].

ÿóôù t Ýíáò åóùôåñéêüò N-êüìâïò ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G). ÿóôù P ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(t)] êáé Ýóôù λ(t) ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí óôï P, äçëáäÞ, λ(t) = |P| . ÕðåíèõìSSæïõìå üôé, ôï M(t) åSSíáé ç áõôïôåëÞ-ìïíÜäá ðïõ áíôéóôïéœåSS óôïí êüìâï t êáé áðïôåëåSSôáé áðü üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôï õðïäÝíôñï ôïõ T (G) ìå ñSSæá ôïí êüìâï t.

ÿóôù G(t) = (S, K, R) Ýíá ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå S = {s_1, s_2, . . . , s_ℓ} êáé K = {k_1, k_2, . . . , k_ℓ}, üðïõ |S| = |K| = ℓ. Óçìåéþóôå üôé, óôï ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá G(t) õðÜñœåé ìéá óõíÜñôçóç f ôÝôïéá þóôå f(s_i) = k_i, 1 ≤ i ≤ ℓ. ÅÜí ôï R åSSíáé êåíü, óôçí Åî. (8.1) èÝôïõìå λ(r) = 0. áëëéþò, R = {r} êáé d = λ(r), êáé Ýóôù Q = {Q_1, Q_2, . . . , Q_d} ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(r)]. Ãéá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ d, Ýóôù q_i êáé q^′_i ôá Üêñá ôïõ ìïíïðáôéïý Q_i. Ôüôå, ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá P ôïõ G[M(t)] äéáêñSSíïõìå ôéò áêüëïõèåò äýï ðåñéðôþóåéò.

ÐåñSSðôùóç 1. G(t) = (S, K, R) åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá.

ÅÜí ôï óýíïëï R åSSíáé êåíü, ôüôå ôï ãñÜöçìá G[S ∪ K] ðåñéÝœåé k = ⌈^ℓ_2 ⌉ ìïíïðÜôéá. ÿôóé, ãéá ℓ Üñôéï ôá ℓ/2 ìïíïðÜôéá, óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(t)] åSSíáé ôá áêüëïõèá:

P = {[s_1k_1k_2s_2], [s_3k_3k_4s_4], . . . , [s_{ℓ−1}k_{ℓ−1}k_ℓs_ℓ]}. (8.2)

Ãéá ℓ ðåñéôôü, ôá (ℓ+1)/2 ìïíïðÜôéá óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(t)] åSSíáé:

P = {[s_1k_1k_2s_2], [s_3k_3k_4s_4], . . . , [s_{ℓ−2}k_{ℓ−2}k_{ℓ−1}s_{ℓ−1}], [s_ℓk_ℓ]}. (8.3)

ÅÜí R = {r}, ôüôå ôá ìïíïðÜôéá ôïõ G[M(t)] áðïêôïýíôáé åíþíïíôáò ôá Üêñá áðü ìåñéêÜ ìïíïðÜôéá Q_i ôïõ G[M(r)] ìå ôéò êïñõöÝò ôùí k ìïíïðáôéþí ôïõ ãñáöÞìáôïò G[S ∪ K]. ÿôóé, åÜí k ≤ d (äåSSôå ãéá ðáñÜäåéãìá ôï ÓœÞìá 8.2 (a)) êáé ℓ åSSíáé Üñôéï Ýœïõìå:

P = {[s_1k_1q_1 . . . q^′_1k_2s_2], . . . , [s_{ℓ−1}k_{ℓ−1}q_k . . . q^′_kk_ℓs_ℓ], Q_{k+1}, Q_{k+2}, . . . , Q_d}. (8.4)

ÅÜí k ≤ d êáé ℓ åSSíáé ðåñéôôü Ýœïõìå:

P = {[s_1k_1q_1 . . . q^′_1k_2s_2], . . . , [s_{ℓ−2}k_{ℓ−2}q_{k−1} . . . q^′_{k−1}k_{ℓ−1}s_{ℓ−1}], [s_ℓk_ℓq_k . . . q^′_k], Q_{k+1}, Q_{k+2}, . . . , Q_d}. (8.5)

(a) (b)

ÓœÞìá 8.2: ÅéêïíïãñÜöçóç ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá (a) åíüò áñáéïý áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò êáé (b) åíüò ðõêíïý áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò.

ÅéäÜëëùò, åÜí k > d ôüôå ôá ìïíïðÜôéá ðïõ åìöáíSSæïíôáé óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ G[M(t)] áðïêôïýíôáé, åíþíïíôáò ôá d ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[S ∪ K] ìå ôá d ìïíïðÜôéá ôïõ G[M(r)]. Ôá õðüëïéðá k − d ìïíïðÜôéá ôïõ G[S ∪ K] ðáñáìÝíïõí ôá SSäéá. Óõíåðþò, óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç êáé ãéá ℓ Üñôéï Ýœïõìå:

P = {[s_1k_1q_1 . . . q^′_1k_2s_2], . . . , [s_{2d−1}k_{2d−1}q_d . . . q^′_dk_{2d}s_{2d}], . . . , [s_{ℓ−1}k_{ℓ−1}k_ℓs_ℓ]}. (8.6)

ÅÜí k > d êáé ℓ åSSíáé ðåñéôôü ôá ìïíïðÜôéá óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ G[M(t)] åSSíáé:

P = {[s_1k_1q_1 . . . q^′_1k_2s_2], . . . , [s_{2d−1}k_{2d−1}q_d . . . q^′_dk_{2d}s_{2d}], . . . , [s_{ℓ−2}k_{ℓ−2}k_{ℓ−1}s_{ℓ−1}], [s_ℓk_ℓ]}. (8.7)

ÐåñSSðôùóç 2. G(t) = (S, K, R) åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá.

ÿóôù k = ⌈^ℓ_2 ⌉. ÅÜí ôï R åSSíáé êåíü, ôüôå ôï ãñÜöçìá G[S ∪ K] åSSíáé Ýíá hamiltonian ãñÜöçìá êáé êÜèå áêìÞ óôï Hamilton ìïíïðÜôé Ýœåé ôï Ýíá Üêñï ôïõ óôï óýíïëï S êáé ôï Üëëï Üêñï óôï óýíïëï K (äçëáäÞ, äåí õðÜñœåé Hamilton ìïíïðÜôé ðïõ ðåñéÝœåé ìéá áêìÞ êáé ìå ôá äýï Üêñá óôï óýíïëï K, äåSSôå ãéá ðáñÜäåéãìá ôï ÓœÞìá 8.2 (b)). ÿôóé, åÜí ôï ℓ åSSíáé Ýíáò ðåñéôôüò áñéèìüò Ýœïõìå, P = {[s_1k_ℓs_2k_{ℓ−1} . . . s_kk_{k−1}s_{k+1}k_ks_{k+2}k_{k−2} . . . s_{ℓ−1}k_2s_ℓk_1]}, (8.8) åéäÜëëùò, (ôï ℓ åSSíáé Üñôéï)

P = {[s_1k_ℓs_2k_{ℓ−1} . . . s_kk_{k+1}s_{k+2}k_ks_{k+1}k_{k−1} . . . s_{ℓ−1}k_2s_ℓk_1]}. (8.9)

ÅÜí ôï R = {r}, ôüôå ôï Hamilton ìïíïðÜôé ôïõ G[S ∪ K] óõíäÝåôáé ìå ôï ìïíïðÜôé Q_1 áðü ôï ãñÜöçìá G[M(r)]. ÿôóé, ôá ìïíïðÜôéá ðïõ åìöáíSSæïíôáé óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá P ôïõ

G[M(t)] åSSíáé:

P = {[s_1k_ℓs_2k_{ℓ−1} . . . s_{ℓ−1}k_2s_ℓk_1q_1 . . . q^′_1], Q_2, Q_3, . . . , Q_d}. (8.10)

Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò, ôá ìïíïðÜôéá ôïõ P óœçìáôSSæïõí ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá óôï ãñÜöçìá G[M(t)]. ÿðåôáé üôé, óå Ýíá áêïëïõèéáêü ðåñéâÜëëïí êáé äïèÝíôïò ôá ìïíïðÜôéá ôïõ Q áðü ôï ãñÜöçìá G[M(r)], ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ìéá óõíÜñôçóç ðïõ õðïëïãSSæåé ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá óå Ýíáí N-êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G) . êáëïýìå ìéá ôÝôïéá óõíÜñôçóç Path Spider(u, Q). Áðïèçêåýïõìå ôá ìïíïðÜôéá ôïõ P óå ìéá äéðëÜ óõíäåäåìÝíç ëSSóôá ðïõ ðåñéÝœåé äåSSêôåò óôï ðñþôï êáé óôï ôåëåõôáSSï óôïéœåSSï ãéá êÜèå ìïíïðÜôé (äçëáäÞ, äåSSœíïõí óôá Üêñá ôùí ìïíïðáôéþí). Ôüôå, œñçóéìïðïéþíôáò âáóéêÝò êáé êëáóéêÝò ðñÜîåéò ëSSóôáò êáé âáóéæüìåíïé óôéò Åîéóþóåéò (8.2){(8.10), ìðïñïýìå íá óõãœùíåýóïõìå ôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá Q ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(r)] ìå ôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[S ∪ K].

8.3.1 ÿíáò Áðëüò ÂÝëôéóôïò Áêïëïõèéáêüò Áëãüñéèìïò

ÿóôù Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò êáé Ýóôù T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ G. Óçìåéþíïõìå üôé ôï äÝíôñï T (G) ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS óå ãñáììéêü œñüíï, äçëáäÞ, óå O(n+m) œñüíï, œñçóéìïðïéþíôáò Ýíáí áðü ôïõò ãíùóôïýò áëãüñéèìïõò ôùí [33, 80]. Ï áêüëïõèïò áëãüñéèìïò âáóSSæåôáé óôçí óõíÜñôçóç Path Spider ðïõ åöáñìüæåôáé óå Ýíáí N-êüìâï. Ãéá Ýíáí P-êüìâï Þ Ýíáí S-êüìâï ï áëãüñéèìïò œñçóéìïðïéåSS êáôÜëëçëåò óõíáñôÞóåéò ðïõ ðñïôÜèçêáí óôçí åñãáóSSá [72]. Ï äéêüò ìáò áëãüñéèìïò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åSSíáé ï áêüëïõèïò:

Áëãüñéèìïò Sequential Minimum Path Cover

1. Êáôáóêåýáóå ôï md-äÝíôñï T (G) ôïõ G êáé, ôüôå, õðïëüãéóå ôï äÝíôñï T_{blr}(G);

2. Ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t ôïõ T_{blr}(G), õðïëüãéóå áíáäñïìéêÜ ôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t) ùò åîÞò:

if ï t åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò Þ Ýíáò S-êüìâïò then

åöÜñìïóå ôçí óõíÜñôçóç ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí åñãáóSSá [72] êáé õðïëüãéóå ôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G(t);

else { ï t åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò }

åöÜñìïóå ôçí óõíÜñôçóç Path Spider(t, Q) êáé óõãœþíåõóå ôá ìïíïðÜôéá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá Q ôïõ ãñáöÞìáôïò G[R] ìå ôá ìïíïðÜôéá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[S ∪ K];

Áëãüñéèìïò 12: Sequential Minimum Path Cover

Óçìåéþóôå üôé ôï ðñþôï âÞìá áðáéôåSS O(n + m) œñüíï, åíþ ôï äåýôåñï âÞìá åêôåëåSSôáé óå O(n) œñüíï. ÅðéðëÝïí, äåí åSSíáé äýóêïëï íá äåé êáíSSò üôé ï õðïëïãéóìüò ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G) äïèÝíôïò ôïõ äÝíôñïõ T (G) óôï ÂÞìá 1 ìðïñåSS íá ãSSíåé óå O(n) time. ÅðïìÝíùò üëá ôá âÞìáôá, åêôüò áðü ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ md-äÝíôñïõ T (G), áðáéôïýí O(n) œñüíï. Óçìåéþíïõìå üôé Ýíá ðáñüìïéï áðïôÝëåóìá ìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá Ýœåé áðïäåéœôåSS óôçí åñãáóSSá [53] œñçóéìïðïéþíôáò Ýíá äéáöïñåôéêü äÝíôñï áíáðáñÜóôáóçò åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò.

Èåþñçìá 8.2. ÿóôù Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò. Ç åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS óå O(n + m) œñüíï.

8.4 Ôá ÄÝíôñá Ìïíïðáôéþí ôùí P_4-sparse ÃñáöçìÜôùí

Ðáñüëï ðïõ ï áêïëïõèéáêüò áëãüñéèìïò åSSíáé áñêåôÜ áðëüò, Ýíáò ðáñáëëçëéóìüò ôïõ áëãïñSSèìïõ œñåéÜæåôáé œñüíï áíÜëïãï ôïõ ýøïõò ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G), äçëáäÞ O(n), áöïý ôï ýøïò ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) åSSíáé O(n). Ãéá íá áðïêôÞóïõìå Ýíáí áðïôåëåóìáôéêü ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï, åêìåôáëëåõüìáóôå ôçí äïìÞ ôùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí êáé ìéá ôåœíéêÞ ôáéñéÜóìáôïò áãêõëþí ðïõ ðáñïõóéÜóôçêå óôçí åñãáóSSá [85], üðùò Þäç áíáöÝñáìå óôçí Åíüôçôá 2 ôïõ êåöáëáSSïõ.

ÿóôù P_1 = [p_1, . . . , p^′_1] êáé P_2 = [p_2, . . . , p^′_2] íá åSSíáé äýï ìïíïðÜôéá êáé Ýóôù T (p_1, p^′_1) êáé T (p_2, p^′_2) ôá äýï äÝíôñá ìïíïðáôéþí ôùí P_1 êáé P_2, áíôSSóôïéœá, ñéæùìÝíá óôïõò êüìâïõò p^{′′}_1 ∈ P_1 êáé p^{′′}_2 ∈ P_2. ÕðïèÝóôå üôé ìéá êïñõöÞ v /∈ P_1 œñåéÜæåôáé íá åíùèåSS ìå ôï ìïíïðÜôé P_1. Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ, áíáæçôïýìå ãéá ôéò êáôÜëëçëåò ôñïðïðïéÞóåéò ôïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý T (p_1, p^′_1). ÿóôù Ýíáò êüìâïò u ôïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý T (p_1, p^′_1), äçëáäÞ u ∈ P_1, ðïõ Ýœåé ôï ðïëý Ýíá ðáéäSS, áñéóôåñü Þ äåîSS, óôï äÝíôñï T (p_1, p^′_1). Ôüôå ç êïñõöÞ v èá ôïðïèåôçèåSS åSSôå ùò Ýíá ðáéäSS (áñéóôåñü Þ äåîSS) ôïõ êüìâïõ u Þ ùò ñSSæá åíüò íÝïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý ðïõ Ýœåé ôïí êüìâï p^{′′}_1 ôïõ äÝíôñïõ T (p_1, p^′_1) ùò (áñéóôåñü Þ äåîSS) ðáéäSS.

ÕðïèÝóôå ôþñá üôé ç êïñõöÞ v /∈ P_1 ∪ P_2 œñåéÜæåôáé íá ãåöõñþóåé ôá äýï ìïíïðÜôéá P_1 êáé P_2, äçëáäÞ ç êïñõöÞ v óõíäÝåôáé ìå Ýíá Üêñï, Ýóôù p_1, ôïõ ìïíïðáôéïý P_1 êáé ìå Ýíá Üëëï Üêñï, Ýóôù p_2, ôïõ ìïíïðáôéïý P_2. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, ç êïñõöÞ v åíþíåé ôá äýï äÝíôñá ìïíïðáôéþí T (p_1, p^′_1) êáé T (p_2, p^′_2) Ýœïíôáò ôïí êüìâï p^{′′}_1 ùò ôï áñéóôåñü ðáéäSS êáé ôïí êüìâï p^{′′}_2 ùò ôï äåîSS ðáéäSS. ÿôóé, ç êïñõöÞ v åSSíáé ç ñSSæá ôïõ íÝïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý.

Óýìöùíá ìå ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïSSï èá ðñÝðåé Ýíá äÝíôñï ìïíïðáôéïý íá êáôáóêåõáóôåSS, ðïõ ðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò, ìéá êïñõöÞ ìðïñåSS íá œáñêôçñéóôåSS ùò êïñõöÞ åéóáãùãÞò Þ êïñõöÞ ãåöýñùóçò. Âáóéæüìåíïé óå áõôü ôïí œáñáêôçñéóìü, ìéá ëåðôïìåñÞ ðåñéãñáöÞ åíüò äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý ðïõ áíôéóôïéœåSS óå Ýíá õðïäÝíôñï ôïõ T_{blr}(G) ìå ñSSæá Ýíáí P-êüìâï Þ Ýíáí S-êüìâï Ýœåé ðáñïõóéáóôåSS óôçí åñãáóSSá [85]. äçëáäÞ êÜèå êïñõöÞ œñçóéìïðïéåSSôáé ãéá íá ãåöõñþóåé äýï äÝíôñá ìïíïðáôéþí Þ íá åíùèåSS óå Ýíá äÝíôñï ìïíïðáôéïý. Áêïëïõèþíôáò ôçí óçìåéïëïãSSá ôùí [85], Ýíá öýëëï ðïõ äåí åSSíáé ïýôå êïñõöÞ åéóáãùãÞò áëëÜ ïýôå êáé êïñõöÞ ãåöýñùóçò êáé äåí áíÞêåé óôï óýíïëï S ∪ K ôïõ ðñþôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò óôï äÝíôñï T_{blr}(G), áíáöÝñåôáé ùò áñœéêÞ êïñõöÞ. Åäþ ðåñéãñÜöïõìå ôçí äéáäéêáóSSá óýìöùíá ìå ôçí ïðïSSá ðáñÜãåôáé Ýíá äÝíôñï ìïíïðáôéïý ðïõ áíôéóôïéœåSS óå Ýíá õðïäÝíôñï ôïõ T_{blr}(G) ìå ñSSæá Ýíáí N-êüìâï. Ãåíéêüôåñá, ôá ìïíïðÜôéá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åíüò ðñþôïõ áñáœíïåéäïýò ãñáöÞìáôïò èåùñïýíôáé ùò äõáäéêÜ äÝíôñá, ðïõ ôï êáèÝíá åSSíáé ñéæùìÝíï óå Ýíá áðü ôá Üêñá ôïõ êáé ãé’ áõôü ôï ëüãï, ôá ìïíïðÜôéá áõôÜ (ðïõ ðåñéãñÜöçêáí óôç Åíüôçôá 3) èåùñïýíôáé ùò äÝíôñá ìïíïðáôéþí.

ÿóôù Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá G êáé Ýóôù ôï åîáóèåíçìÝíï áñéóôåñü äõáäéêü äÝíôñï ôïõ T_{blr}(G). ÿóôù Ýíáò Í-êüìâïò t ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G) êáé Ýóôù ôï ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá G(t) = (S, K, R) ìå S = {s_1, s_2, . . . , s_ℓ} êáé K = {k_1, k_2, . . . , k_ℓ}, üðïõ |S| = |K| = ℓ. ÊÜèå ìïíïðÜôé ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá ôïõ G(t), üðùò ðåñéãñÜöçêå óôçí Åíüôçôá 3, èåùñåSSôáé ùò äÝíôñï ìïíïðáôéïý ìå ñSSæá ôçí êïñõöÞ x, üðïõ ç êïñõöÞ x åSSíáé ôï ðéï äåîéü Üêñï ôïõ ìïíïðáôéïý Ýôóé þóôå x ∈ S ∪ K, ðïõ Ýœåé ìüíï Ýíá áñéóôåñü ðáéäSS óôï äÝíôñï ìïíïðáôéïý. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, äéáêñSSíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò óýìâùíá ìå ôï ãñÜöçìá G(t).

ÐåñSSðôùóç 1. G(t) = (S, K, R) åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá.

ÿóôù R = ∅ êáé k = ⌈^ℓ_2 ⌉. ÅÜí ï áñéèìüò ℓ åSSíáé Üñôéïò ôüôå êÜèå ìïíïðÜôé P_i, 1 ≤ i ≤ k ôçò åðéêÜëõøçò ôïõ ãñáöÞìáôïò G[S ∪ K] Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ:

P_i = [s_{2i−1}k_{2i−1}k_{2i}s_{2i}], ãéá 1 ≤ i ≤ k.

Ôüôå êáèÝíá áðü ôá ℓ/2 äÝíôñá ìïíïðáôéþí T (s_{2i−1}, s_{2i}) åSSíáé ñéæùìÝíá óôçí êïñõöÞ s_{2i} êáé êáèÝíáò áðü ôïõò åóùôåñéêïýò êüìâïõò ôùí äÝíôñùí T (s_{2i−1}, s_{2i}) Ýœåé ìüíï Ýíá áñéóôåñü ðáéäSS. ÅðéðëÝïí, êáèÝíá áðü ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí Ýœåé ôçí êïñõöÞ s_{2i−1} ùò ôï ðéï áñéóôåñü öýëëï êáé

ÓœÞìá 8.3: Ôá áíôSSóôïéœá äÝíôñá ìïíïðáôéþí ôïõ ÓœÞìáôïò 8.2(a).

ÓœÞìá 8.4: Ôá áíôSSóôïéœá äÝíôñá ìïíïðáôéþí ôïõ ÓœÞìáôïò 8.2(b).

áðïôåëåSSôáé áðü ôÝóóåñéò êïñõöÝò. ÅÜí ï áñéèìüò ℓ åSSíáé ðåñéôôüò ôüôå ìüíï ôï k-óôï ìïíïðÜôé äéáöÝñåé áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðåñSSðôùóç êáé Ýœåé ôçí áêüëïõèç ìïñöÞ: P_k = [s_ℓk_ℓ]. Ôï áíôSSóôïéœï äÝíôñï ìïíïðáôéïý T (s_ℓ, k_ℓ) áðïôåëåSSôáé áðü äýï êïñõöÝò. ç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ åSSíáé ç êïñõöÞ k_ℓ êáé ç êïñõöÞ s_ℓ åSSíáé ôï áñéóôåñü ôçò ðáéäSS.

ÿóôù R = {r}. Óýìöùíá ìå ôçí óœÝóç ìåôáîý ôïõ ðëÞèïõò ôùí ìïíïðáôéþí óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(r)], d = λ(r), êáé k = ⌈^ℓ_2 ⌉ (äåSSôå ôçí Åíüôçôá 3), ç ñSSæá ôïõ áíôSSóôïéœïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý ôïõ G[M(r)], ãSSíåôáé ôï äåîSS ðáéäSS ôçò êïñõöÞò k_{2i−1} óôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí üðùò ðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò (äåSSôå ôï ÓœÞìá 8.3). Óçìåéþóôå üôé åÜí ï áñéèìüò ℓ åSSíáé ðåñéôôüò êáé d ≥ k ôüôå ç ñSSæá ôùí áíôSSóôïéœùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí ôïõ G[M(r)], ìåôáôñÝðåôáé óå äåîSS ðáéäSS ôçò êïñõöÞò k_ℓ.

ÐåñSSðôùóç 2. G(t) = (S, K, R) åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá.

ÿóôù R = ∅. Ôï äÝíôñï ìïíïðáôéïý T (s_1, k_1) åSSíáé Ýíá ñéæùìÝíï äÝíôñï, üðùò ðåñéãñÜöåôáé óôéò Åîéóþóåéò 8.8{8.9, ìå ñSSæá ôçí êïñõöÞ k_1, ðïõ åSSíáé ç ðéï äåîéÜ êïñõöÞ ôïõ Hamilton ìïíïðáôéïý ôïõ G[S ∪ K]. ÊÜèå åóùôåñéêüò êüìâïò ôïõ äÝíôñïõ T (s_1, k_1) Ýœåé ìüíï Ýíá áñéóôåñü ðáéäSS: ôçí êïñõöÞ ðïõ åìöáíSSæåôáé óôá áñéóôåñÜ ôçò óôç áêïëïõèSSá ôùí Åîéóþóåùí 8.8{8.9. Ê êïñõöÞ s_1 åSSíáé ôï ðéï áñéóôåñü öýëëï ôïõ äÝíôñïõ T (s_1, k_1).

ÿóôù R = {r}. Ôüôå, üðùò öáSSíåôáé óôçí Eî. 8.10 Ýíá ìïíïðÜôé ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá ôïõ G[M(r)] åíþíåôáé ìå ôçí êïñõöÞ k_1. ÿóôù q^{′′}_1 ç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý T (q_1, q^′_1) ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(r)]. Ôüôå ôï ôñïðïðïéçìÝíï äÝíôñï ìïíïðáôéïý T (s_1, q^′_1) åSSíáé ðáñüìïéï ìå ôï äÝíôñï T (s_1, k_1). ç ìïíáäéêÞ äéáöïñÜ åSSíáé üôé êÜíïõìå ôçí êïñõöÞ q^{′′}_1 ôï ðéï äåîéü ðáéäSS ôçò ñSSæáò k_1 ôïõ äÝíôñïõ T (s_1, q^′_1) (äåSSôå ôï ÓœÞìá 8.4).

8.5 ÁêïëïõèSSá Áãêõëþí óå N-êüìâïõò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá ðåñéãñÜöïõìå ôïí õðïëïãéóìü ôçò áêïëïõèSSáò áãêõëþí ðéï ëåðôïìåñþò œñçóéìïðïéþíôáò ôï äÝíôñï T_{blr}(G). ÿóôù Ýíáò êüìâïò t ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G) êáé Ýóôù t_l êáé t_r ôï áñéóôåñü êáé äåîSS ðáéäSS ôïõ, áíôSSóôïéœá. ÓõìâïëSSæïõìå ìå B(t) ìéá áêïëïõèSSá áãêõëþí ðïõ áíôéóôïéœåSS óôïí êüìâï t. ÅÜí a åSSíáé ìéá êïñõöÞ ôïõ óõíüëïõ M(t_r) ôüôå óõóœåôSSæïõìå ìéá

êáìðõëùôÞ áãêýëç^a p ) ãéá íá âñïýìå Ýíáí ðáôÝñá ôçò a óå Ýíá äÝíôñï ìïíïðáôéïý ðïõ áíôéóôïéœåSS

óå Ýíá ìïíïðÜôé ôïõ G[M(t_l)]. ÊáìðõëùôÝò áãêýëåò^a l ( Þ^a r ( œñçóéìïðïéïýíôáé ãéá íá âñSSóêïõí Ýíá ïðïéïäÞðïôå áñéóôåñü Þ äåîSS ðáéäSS, áíôSSóôïéœá, áöïý áõôÝò èá ôáéñéÜîïõí ìå ôéò êáôÜëëçëåò

áãêýëåò óôçí áêïëïõèSSá. ÊÜèå ìéá áðü ôçò ôåôñÜãùíåò áãêýëåò^a l ] êáé^a r ] ôáéñéÜæåé ìéá ôåôñÜãùíç áãêýëç óôçí áêïëïõèSSá ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôïí êüìâï t_l. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé, êÜèå ôáSSñéáóìá áãêýëçò áíôéóôïéœåSS óå ìéá áêìÞ ôïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý.

ÿóôù Ýíáò åóùôåñéêüò êüìâïò t ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G) êáé Ýóôù B(t) ç áêïëïõèSSá áãêõëþí. ÕðïèÝóôå üôé Ýíá ôáSSñéáóìá áãêõëþí óôçí B(t) ðáñÜãåé Ýíá äÝíôñï ìïíïðáôéïý T (p_1, p_2). ÅÜí ìéá êïñõöÞ a ôïõ äÝíôñïõ T (p_1, p_2) äåí Ýœåé áñéóôåñü áëëÜ ïýôå êáé äåîSS ðáéäSS óôï äÝíôñï T (p_1, p_2)

ôüôå õðÜñœåé ìéá ìç-ôáéñéáóìÝíç áãêýëç,^a l ( Þ^a r ( , áíôSSóôïéœá, óôçí áêïëïõèSSá B(t). Ðáñüìïéá, åÜí ç êïñõöÞ a åSSíáé ç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý T (p_1, p_2), ôüôå õðÜñœåé ìéá ìç-ôáéñéáóìÝíç

áãêýëç,^a p [ , óôçí áêïëïõèSSá B(t). ÅðïìÝíùò, áöïý ç äïìÞ ôùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí åSSíáé ãíùóôÞ ãéá Ýíáí N-êüìâï t (äåSSôå ôçí Åíüôçôá 4), ìðïñåSS íá ðáñáœèåSS ìéá êáôÜëëçëç áêïëïõèSSá áãêõëþí B(t), œñçóéìïðïéþíôáò ôéò ðáñáðÜíù ðáñáôçñÞóåéò.

ÿóôù Ýíáò N-êüìâïò t ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G) êáé Ýóôù G(t) = (S, K, R) ôï áíôSSóôïéœï ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá ìå S = {s_1, s_2, . . . , s_ℓ} êáé K = {k_1, k_2, . . . , k_ℓ}, üðïõ |S| = |K| = ℓ. ÅÜí R = {r} ôüôå óõìâïëSSæïõìå ìå d ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí óå ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(r)], äçëáäÞ, d = λ(r), êáé ìå B(r) ôçí áêïëïõèSSá áãêõëþí ôïõ êüìâïõ r. ÓõìâïëSSæïõìå ìå B(S ∪ K) ôçí áêïëïõèSSá áãêõëþí ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ S ∪ K. ÿœïõìå ôçí áêüëïõèç óõíÝðåéá ãéá ôçí áêïëïõèSSá áãêõëþí B(t).

B(t) = { B(S ∪ K) if R = ∅, B(r) · B(S ∪ K) if R = {r}.

(8.11)

ÿôóé, äïèÝíôïò ôçò áêïëïõèSSáò B(r), œñåéáæüìáóôå íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí áêïëïõèSSá áãêõëþí B(S ∪ K). Ãéá íá áðëïðïéÞóïõìå ôçí ðåñéãñáöÞ ìáò, ãéá êÜèå äÝíôñï ìïíïðáôéïý T (p_i, p^′_i), ìå M(i) óõìâïëSSæïõìå ôçí áêïëïõèSSá ôùí áãêõëþí ãéá ôçí ïðïSSá êÜèå æåýãïò êïñõöþí ðïõ ôáéñéÜæåé áíôéóôïéœåSS óå ìéá êìÞ ôïõ äÝíôñïõ T (p_i, p^′_i). ĳðùò ðñïáíáöÝñèçêå, œñåéáæüìáóôå íá äçëþóïõìå ìå Π(i) ôéò ìç-ôáéñéáóìÝíåò áãêýëåò ðïõ áíôéóôïéœïýí óôçí ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ T (p_i, p^′_i) (åðåéäÞ äåí Ýœåé ðáôÝñá) Þ óå êïñõöÝò ôïõ äÝíôñïõ T (p_i, p^′_i) ðïõ äåí Ýœïõí Ýíá ðáéäSS (áñéóôåñü Þ äåîSS) óôï T (p_i, p^′_i). Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï i-óôï äÝíôñï ìïíïðáôéïý ðïõ ðåñéÝœåé ìüíï ìéá êïñõöÞ x Ýœåé

M(i) = ∅, áöïý äåí õðÜñœåé êáìSSá áêìÞ óôï äÝíôñï ìïíïðáôéïý êáé Π(i) =^x p [^x l (^x r ( , áöïý ç êïñõöÞ x åSSíáé ç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ êáé äåí Ýœåé ïýôå áñéóôåñü ïýôå êáé äåîSS ðáéäSS. ĳðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, äéáêñSSíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò ãéá ôï ðñþôï áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá G(t).

ÐåñSSðôùóç 1. G(t) = (S, K, R) åSSíáé Ýíá áñáéü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá.

ÓœÞìá 8.5: Ïé áãêýëåò ôùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí ôïõ ÓœÞìáôïò 8.3.

ÅÜí ôï óýíïëï R åSSíáé êåíü, ôüôå ôï ãñÜöçìá G[S ∪ K] ðåñéÝœåé k = ⌈^ℓ_2 ⌉ ìïíïðÜôéá. ÿôóé, åÜí ℓ åSSíáé Üñôéïò áñéèìüò, œñåéáæüìáóôå íá óõóœåôSSóïõìå óôïí êüìâï t ìéá êáôÜëëçëç áêïëïõèSSá áãêõëþí ðïõ íá ðáñÜãåé k =^ℓ_2 äÝíôñá ìïíïðáôéþí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ôá ìïíïðÜôéá êáôáóêåõÜæïíôáé áðü Ýíá äÜóïò äÝíôñùí ìïíïðáôéþí, ðïõ ôï êÜèå äÝíôñï Ýœåé ñSSæá ìéá êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï S, êáé ìå êÜèå åóùôåñéêÞ êïñõöÞ ôïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý íá Ýœåé ìüíï áñéóôåñü ðáéäSS. ÅðéðëÝïí, êÜèå äÝíôñï Ýœåé ìéá êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï S ùå ôï ðéï áñéóôåñü öýëëï êáé áðïôåëåSSôáé áðü ôÝóóåñéò êïñõöÝò, ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí Åî. (8.2). ÿóôù:

M(i) =

s^p_{2i−1} [ k^l_{2i−1} ] k^p_{2i−1} [ k^l_{2i} ] k^p_{2i} [ s^l_{2i}

] , 1 ≤ i ≤ ℓ 2 , and

Π(i) =

s^l_{2i−1} ( s^r_{2i−1} ( k^r_{2i−1} ( k^r_{2i} ( s^p_{2i} [ s^r_{2i}

( , 1 ≤ i ≤ ℓ 2 . üðïõ ç áêïëïõèSSá M(i) ðáñÜãåé ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí üðùò ðåñéãñÜöçêáí ðñïçãïõìÝíùò. ĳðùò

áíáöÝñèçêå ðñïçãïõìÝíùò, Ýíá æåýãïò

s^p_{2i−1} [ k^l_{2i−1}

] êÜíåé ôçí êïñõöÞ vertex s_{2i−1} ôï áñéóôåñü ðáéäSS

ôçò êïñõöÞò k_{2i−1}, åíþ ïé áãêýëåò

k^p_{2i} [ s^l_{2i}

] åííïïýí üôé ç êïñõöÞ k_{2i} åSSíáé ôï áñéóôåñü ðáéäSS ôçò êïñõöÞò s_{2i}. Ç áêïëïõèSSá áãêõëþí ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï Π(i) áðïôåëåSSôáé ìüíï áðü áñéóôåñÝò áãêýëåò, êáìðõëùôÝò Þ ôåôñÜãùíåò, åðåéäÞ êÜèå êïñõöÞ ôùí^ℓ_2 äÝíôñùí ðñÝðåé íá åSSíáé éêáíÞ íá

Ýœåé äýï ðáéäéÜ êáí íá óõíäÝåôáé ìå Ýíáí ðáôÝñá åðSSóçò. Ðéï ëåðôïìåñþò, ïé áãêýëåò

s^l_{2i−1} ( s^r_{2i−1} ( åííïïýí üôé ç êïñõöÞ s_{2i−1} ìðïñåSS íá Ýœåé Ýíá áñéóôåñü êáé Ýíá äåîSS ðáéäSS, áíôSSóôïéœá, êáèþò åSSíáé ôï ðéï áñéóôåñü öýëëï óôï áíôSSóôïéœï äÝíôñï. Ïé êïñõöÝò k_{2i−1} êáé k_{2i} Þäç Ýœïõí Ýíá áñéóôåñü

ðáéäSS êáé ãé’ áõôü œñåéÜæåôáé ìüíï íá ðñïóèÝóïõìå ôéò áãêýëåò

k^r_{2i−1}

( êáé

k^r_{2i}

( . ÅðåéäÞ åSSíáé ç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ, ç êïñõöÞ s_{2i}, ìðïñåSS íá Ýœåé Ýíá äåîSS ðáéäSS êáé/Þ íá ãSSíåé ç SSäéá ðáéäSS, ðñïóèÝôïõìå

ôéò áãêýëåò

s^p_{2i} [ s^r_{2i}

( . ÅðïìÝíùò, ç áêïëïõèSSá áãêõëþí ðïõ áíôéóôïéœïýí óôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ S ∪ K åSSíáé ç áêüëïõèç:

B(S ∪ K) = M(1) · M(2) · · · M( ℓ 2 ) · Π(1) · Π(2) · · · Π( ℓ 2 ). ÅÜí ï áñéèìüò ℓ åSSíáé ðåñéôôüò, õðÜñœïõí k =^{(ℓ+1)}_2 ìïíïðÜôéá óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(t)], êáé åðïìÝíùò^{(ℓ+1)}_2 äÝíôñá ìïïðáôéþí ðáñÜãïíôáé, óýìöùíá ìå ôçí Åî. (8.3).

Ôá^{(ℓ−1)}_2 äÝíôñá ìïíïðáôéþí áðïôåëïýíôáé áðü ôÝóóåñéò êïñõöÝò, ðáñüìïéá ìå ôçí ðåñSSðôùóç üðïõ ï áñéèìüò ℓ åSSíáé Üñôéïò, êáé Ýíá áêüìá äÝíôñï ìïíïðáôéïý, Ýóôù T_{qk} , ðïõ Ýœåé ôçí ñSSæá s_ℓ, êáé ôçí êïñõöÞ k_ℓ óáí áñéóôåñü ðáéäSS. ÿôóé, ôþñá œñåéÜæåôáé íá äéáêñSSíïõìå ôçí áêïëïõèSSá áãêõëþí ðïõ ðáñÜãåé ôï äÝíôñï T_{qk} áðü ôçí áêïëïõèSSá ðïõ ðáñÜãåé ôá õðüëïéðá^{(ℓ−1)}_2 äÝíôñá. ÅðïìÝíùò, ôþñá Ýœïõìå:

M(i) =

s^p_{2i−1} [ k^l_{2i−1} ] k^p_{2i−1} [ k^l_{2i} ] k^p_{2i} [ s^l_{2i}

] , 1 ≤ i ≤ ℓ − 1 2 , M( ℓ + 1 2 ) = k^p_ℓ [ s^l_ℓ ] , Π(i) =

s^l_{2i−1} ( s^r_{2i−1} ( k^r_{2i−1} ( k^r_{2i} ( s^p_{2i} [ s^r_{2i}

( , 1 ≤ i ≤ ℓ − 1 2 , and Π( ℓ + 1 2 ) = k^l_ℓ ( k^r_ℓ ( s^p_ℓ [ s^r_ℓ ( . ÿôóé, ç áêïëïõèSSá áãêõëþí ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ S ∪ K åSSíáé ç áêüëïõèç:

B(S ∪ K) = M(1) · M(2) · · · M( ℓ − 1 2 ) · M( ℓ + 1 2 ) · Π(1) · Π(2) · · · Π( ℓ − 1 2 ) · Π( ℓ + 1 2 ). ÅÜí R = {r}, ôüôå ôá ìïíïðÜôéá ôïõ G[M(t)] áðïêôïýíôáé áðü ôçí Ýíùóç ôùí Üêñùí ôùí k ìïíïðáôéþí Q_i ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(r)] ìå ôéò êïñõöÝò ôùí k ìïíïðáôéþí ôïõ G[S ∪ K] êáé óõãêåêñéìÝíá ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ K. Ìå óêïðü íá åðéôýœïõìå áõôü ôïí óêïðü, œñåéáæüìáóôå íá åíþóïõìå ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí ðïõ áíôéóôïéœïýí óôá ìïíïðÜôéá Q_i ôïõ G[M(r)] ìå ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí ðïõ áíôéóôïéœïýí óôá ìïíïðÜôéá ôïõ G[S ∪ K] êáôÜëëçëá êáé ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå ç åíäïäéáäåôáãìÝíç äéÜóœéóç ôïõ ôåëéêïý äÝíôñïõ íá ðáñÝœåé ôá óùóôÜ ìïíïðÜôéá. ÿôóé, åÜí k ≤ d (äåSSôå ãéá ðáñÜäåéãìá ôï ÓœÞìá 8.2 (a)) êáé ï áñéèìüò ℓ åSSíáé Üñôéïò Ýœïõìå:

M(i) =

s^p_{2i−1} [ k^l_{2i−1} ] k^p_{2i−1} [ k^l_{2i} ] k^p_{2i} [ s^l_{2i} ] k^r_{2i−1}

] , 1 ≤ i ≤ ℓ 2 , and

Π(i) =

s^l_{2i−1} ( s^r_{2i−1} ( k^r_{2i} ( s^p_{2i} [ s^r_{2i}

( , 1 ≤ i ≤ ℓ 2 . ÓõãêñSSíùíôáò ôéò áêïëïõèSSåò M(i) êáé Π(i) ìå ôéò áíôSSóôïéœåò åêöñÜóåéò óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ

ôï óýíïëï R åSSíáé êåíü, ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ç áãêýëç

k^r_{2i−1}

( äå åìöáíSSæåôáé óôï Π(i)

áëëÜ ðñïóôSSèåôáé óôçí M(i) ùò

k^r_{2i−1}

] . Áõôü ãSSíåôáé åðåéäÞ œñåéáæüìáóôå íá óõíäÝóïõìå Ýíá äÝíôñï ìïíïðáôéïý ôïõ G[M(r)] ùò äåîSS ðáéäSS ôçò êïñõöÞò k_{2i−1} ìå ôï i-óôï äÝíôñï ìïíïðáôéïý. Ôþñá Ýœïõìå:

B(S ∪ K) = M(1) · M(2) · · · M( ℓ 2 ) · Π(1) · Π(2) · · · Π( ℓ 2 ). (8.12)

ÅÜí ï áñéèìüò ℓ åSSíáé ðåñéôôüò, ôüôå õðÜñœåé Ýíá äÝíôñï ìïíïðáôéïý T_{qk} ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü äõï êïñõöÝò. ôçí ñSSæá s_ℓ êáé ôï áñéóôåñü ðáéäSS ôçò k_ℓ. Óõíåðþò, åÜí k ≤ d, Ýíá äÝíôñï ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(r)] óõíäÝåôáé ùò áñéóôåñü ðáéäSS ôçò êïñõöÞò k_ℓ ôïõ äÝíôñïõ T_{qk} êáé èá Ýœïõìå:

M(i) =

s^p_{2i−1} [ k^l_{2i−1} ] k^p_{2i−1} [ k^l_{2i} ] k^p_{2i} [ s^l_{2i} ] k^r_{2i−1}

] , 1 ≤ i ≤ ℓ − 1 2 , M( ℓ + 1 2 ) = k^p_ℓ [ s^l_ℓ ] k^l_ℓ ] , Π(i) =

s^l_{2i−1} ( s^r_{2i−1} ( k^r_{2i} ( s^p_{2i} [ s^r_{2i}

( , 1 ≤ i ≤ ℓ − 1 2 and Π( ℓ + 1 2 ) = k^r_ℓ ( s^p_ℓ [ s^r_ℓ ( .

ÅðïìÝíùò, ç áêïëïõèSSá áãêõëþí ðïõ áíáèÝôåôáé óôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ S ∪K åSSíáé ç ðáñáêÜôù Ýêöñáóç:

B(S ∪ K) = M(1) · M(2) · · · M( ℓ − 1 2 ) · M( ℓ + 1 2 ) · Π(1) · Π(2) · · · Π( ℓ − 1 2 ) · Π( ℓ + 1 2 ). ÅÜí k > d ôüôå ôá ìïíïðÜôéá ðïõ åìöáíSSæïíôáé óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(t)] áðïêôïýíôáé åíþíïíôáò ôá d ìïíïðÜôéá ôïõ G[S ∪ K] ìå ôá d ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(r)]. Ôá õðüëïéðá k − d ìïíïðÜôéá ôïõ G[S ∪ K] ðáñáìÝíïõí ùò Ýœåé. Óáí áðïôÝëåóìá, óå

áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç êáé ãéá ℓ Üñôéï, ç áãêýëç

k^r_{2i−1}

] åìöáíSSæåôáé ìüíï óôçí áêïëïõèSSá M(i) üðïõ

1 ≤ i ≤ d. ÕðåíèõìSSæïõìå üôé ç áãêýëç

k^r_{2i−1}

] åííïåSS üôé ç êïñõöÞ k_{2i−1} ìðïñåSS íá Ýœåé Ýíá äåîSS ðáéäSS ðïõ åSSíáé ç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý ðïõ áíôéóôïéœåSS óå Ýíá ìïíïðÜôé ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(r)]. ÅðïìÝíùò,

M(i) =

s^p_{2i−1} [ k^l_{2i−1} ] k^p_{2i−1} [ k^l_{2i} ] k^p_{2i} [ s^l_{2i} ] k^r_{2i−1}

] , 1 ≤ i ≤ d,

M(i) =

s^p_{2i−1} [ k^l_{2i−1} ] k^p_{2i−1} [ k^l_{2i} ] k^p_{2i} [ s^l_{2i}

] , d < i ≤ ℓ 2 , Π(i) =

s^l_{2i−1} ( s^r_{2i−1} ( k^r_{2i} ( s^p_{2i} [ s^r_{2i}

( , 1 ≤ i ≤ d and

Π(i) =

s^l_{2i−1} ( s^r_{2i−1} ( k^r_{2i−1} ( k^r_{2i} ( s^p_{2i} [ s^r_{2i}

( , d < i ≤ ℓ 2 . Ç áêïëïõèSSá ôùí áãêõëþí ôùí êïñõöþí ôïõ S ∪ K Ýœåé ôçí áêüëïõèç Ýêöñáóç:

B(S ∪ K) = M(1) · M(2) · · · M( ℓ 2 ) · Π(1) · Π(2) · · · Π( ℓ 2 ). ÅéäÜëëùò, åÜí k > d êáé ï áñéèìüò ℓ åSSíáé ðåñéôôüò, áêïëïõèSSá ôùí áãêõëþí ðïõ ðáñÜãåôáé åSSíáé ðáñüìïéá üðùò ðñïçãïõìÝíùò. äçëáäÞ, d äÝíôñá ìïíïðáôéþí ðïõ áíôéóôïéœïýí óôá ìïíïðÜôéá ôïõ G[S∪K] åíþíïíôáé ìå ôá d äÝíôñá ðïõ áíôéóôïéœïýí óôá ìïíïðÜôéá ôïõ G[M(r)]. Ôá õðüëïéðá k−d äÝíôñá ðïõ áíôéóôïéœïýí óôá ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[S ∪ K] ðáñáìÝíïõí ôá SSäéá. ĳôáí ôï ℓ åSSíáé ðåñéôôü, õðÜñœåé Ýíá äÝíôñï ìïíïðáôéïý ðïõ ðáñÜãåé Ýíá ìïíïðÜôé áðü ôï ãñÜöçìá G[S ∪ K] ðïõ áðïôåëåSSôáé ìüíï áðü äýï êïñõöÝò. Ãéá íá áðïêôÞóïõìå ôá óùóôÜ ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(t)] áíáèÝôïõìå:

M(i) =

s^p_{2i−1} [ k^l_{2i−1} ] k^p_{2i−1} [ k^l_{2i} ] k^p_{2i} [ s^l_{2i} ] k^r_{2i−1}

] , 1 ≤ i ≤ d,

M(i) =

s^p_{2i−1} [ k^l_{2i−1} ] k^p_{2i−1} [ k^l_{2i} ] k^p_{2i} [ s^l_{2i}

] , d < i ≤ ℓ − 1 2 , M( ℓ + 1 2 ) = k^p_ℓ [ s^l_ℓ ] , Π(i) =

s^l_{2i−1} ( s^r_{2i−1} ( k^r_{2i} ( s^p_{2i} [ s^r_{2i}

( , 1 ≤ i ≤ d,

Π(i) =

s^l_{2i−1} ( s^r_{2i−1} ( k^r_{2i−1} ( k^r_{2i} ( s^p_{2i} [ s^r_{2i}

( , d < i ≤ ℓ − 1 2 , and Π( ℓ + 1 2 ) = k^l_ℓ ( k^r_ℓ ( s^p_ℓ [ s^r_ℓ ( . Óõíåðþò, ç áêïëïõèSSá áãêõëþí ôùí êïñõöþí ôïõ óõíüëïõ S ∪ K äSSíåôáé áðü ôçí ðáñáêÜôù Ýêöñáóç:

B(S ∪ K) = M(1) · M(2) · · · M( ℓ − 1 2 ) · M( ℓ + 1 2 ) · Π(1) · Π(2) · · · Π( ℓ − 1 2 ) · Π( ℓ + 1 2 ).

ÓœÞìá 8.6: Ïé áãêýëåò ôùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí ôïõ ÓœÞìáôïò 8.4.

ÐåñSSðôùóç 2. G(t) = (S, K, R) åSSíáé Ýíá ðõêíü áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá.

ÿóôù k = ⌈^ℓ_2 ⌉. ÅÜí ôï óýíïëï R åSSíáé êåíü, ôüôå ôï ãñÜöçìá G[S ∪ K] åSSíáé Ýíá hamiltonian ãñÜöçìá êáé êÜèå áêìÞ óôï Hamilton ìïíïðÜôé Ýœåé Ýíá Üêñï áðü ôï óýíïëï S êáé ôï Üëëï Üêñï áðü ôï óýíïëï K. ÅðïìÝíùò, ç áêïëïõèSSá áãêõëþí ðïõ ðåñéãñÜöåôáé ðáñáêÜôù ðáñÜãåé Ýíá êáé ìïíáäéêü äÝíôñï ìïíïðáôéþí. Ç ðñþôç áêìÞ ôïõ áíôSSóôïéœïõ ìïíïðáôéïý åSSíáé áõôÞ ðïõ åíþíåé ôçí ðñþôç êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï S, Ýóôù s_1, ìå ôçí ôåëåõôáSSá êïñõöÞ áðü ôï óýíïëï K, Ýóôù k_ℓ. Ç äåýôåñç áêìÞ åSSíáé áõôÞ ðïõ åíþíåé ôçí êïñõöÞ k_ℓ ìå ôçí êïñõöÞ s_2, åíþ ç ôñSSôç åíþíåé ôçí s_2 ìå ôçí k_{ℓ−1} êáé ïýôù êáèåîÞò. ÈõìçèåSSôáé üôé, åî’ ïñéóìïý, äåí õðÜñœåé áêìÞ áðü ìéá êïñõöÞ s_j ôïõ óõíüëïõ S óå ìéá êïñõöÞ k_j ôïõ óõíüëïõ K. ÿôóé œñåéáæüìáóôå íá äéáêñSSíïõìå äõï ðåñéðôþóåéò, ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôçí ôéìÞ ôçò ℓ. ÅÜí ï áñéèìüò ℓ åSSíáé ðåñéôôüò, ôüôå k =^{ℓ+1}_2 . ÿóôù,

M(1) =

s^p_1 [ k^l_ℓ ] k^p_ℓ [ s^l_2 ] s^p_2 [ k^l_{ℓ−1}

] · · ·

s^p_k [ k^l_{k−1} ] k^p_{k−1} [ s^l_{k+1} ] s^p_{k+1} [ k^l_k ] k^p_k [ s^l_{k+2} ] s^p_{k+2} [ k^l_{k−2}

] · · ·

s^p_{ℓ−1} [ k^l_2 ] k^p_2 [ s^l_ℓ ] s^p_ℓ [ k^l_1 ] , Π(1) =

s^l_1 ( s^r_1 ( k^r_ℓ ( s^r_2

( · · ·

k^r_2 ( s^r_ℓ ( k^p_1 [ k^r_1 ( . Óçìåéþóôå üôé ç ðáñáðÜíù áêïëïõèSSá áãêõëþí M(1) ðáñÜãåé Ýíá äÝíôñï ìïíïðáôéïý ðïõ Ýœåé êïñõöÝò ìå ìüíï Ýíá áñéóôåñü ðáéäSS. ÿôéó þóôå íá êÜíïõìå êÜèå êïñõöÞ éêáíÞ íá Ýœåé óôç óõíÝœåéá êáé Ýíá äåîSS ðáéäSS ðñïóèÝôïõìå ôçí Π(1) ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü äåîéÝò áãêýëåò, êáìðõëùôÝò Þ ôåôñÜãùíåò. ÿôóé, B(S ∪ K) = M(1) · Π(1).

ÅðåéäÞ ç êïñõöÞ s_1, ðïõ åSSíáé ôï ðéï áñéóôåñü öýëëï ôïõ äÝíôñïõ, ìðïñåSS íá Ýœåé êáé áñéóôåñü êáé

äåîSS ðáéäSS, œñçóéìïðïéïýìå ôéò áãêýëåò

s^l_1 ( s^r_1

( . ÅðéðëÝïí, œñçóéìïðïéïýìå ôéò ôåôñÜãùíåò áãêýëåò

k^p_1 [ åðåéäÞ ìéá êïñõöÞ k_1 åSSíáé ç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ ìïíïðáôéïý êáé ìðïñåSS åðSSóçò íá ãSSíåé ç SSäéá ðáéäSS.

ÅéäÜëëùò, åÜí ï áñéèìüò ℓ åSSíáé Üñôéïò, ôüôå k =^ℓ_2 . Ôþñá èá Ýœïõìå:

M(1) =

s^p_1 [ k^l_ℓ ] k^p_ℓ [ s^l_2 ] s^p_2 [ k^l_{ℓ−1}

] · · ·

s^p_k [ k^l_{k+1} ] k^p_{k+1} [ s^l_{k+2} ] s^p_{k+2} [ k^l_k ] k^p_k [ s^l_{k+1} ] s^p_{k+1} [ k^l_{k−1}

] · · ·

s^p_{ℓ−1} [ k^l_2 ] k^p_2 [ s^l_ℓ ] s^p_ℓ [ k^l_1 ] , Π(1) =

s^l_1 ( s^r_1 ( k^r_ℓ ( s^r_2

( · · ·

k^r_2 ( s^r_ℓ ( k^p_1 [ k^r_1 ( .

ĳðùò ðåñéãñÜöçêå ðñïçãïõìÝíùò, œñåéáæüìáóôå íá êÜíïõìå êÜèå åóùôåñéêü êüìâï/êïñõöÞ éêáíÞ íá óõíäåèåSS ìå Ýíá äåîSS ðáéäSS, êáé åðïìÝíùò ðñïóèÝôïõìå óôçí áêïëïõèSSá M(1) ôçí áêïëïõèSSá Π(1), ùò åîÞò:

B(S ∪ K) = M(1) · Π(1).

ÅÜí R = {r}, ôüôå ôï Hamilton ìïíïðÜôé ôïõ G[S ∪ K] óõíäÝåôáé ìå ôï ìïíïðÜôé Q_1 ôïõ ãñáöÞìááôïò G[M(r)]. Óõíåðþò,

M(1) =

s^p_1 [ k^l_ℓ ] k^p_ℓ [ s^l_2 ] s^p_2 [ k^l_{ℓ−1}

] · · ·

s^p_{ℓ−1} [ k^l_2 ] k^p_2 [ s^l_ℓ ] s^p_ℓ [ k^l_1 ] k^r_1 ] , Π(1) =

s^l_1 ( s^r_1 ( k^r_ℓ ( s^r_2

( · · ·

k^r_2 ( s^r_ℓ ( k^p_1 [ . Óçìåéþóôå üôé, ç ðáñáðÜíù áêïëïõèSSá áãêõëþí M(1) åSSíáé ðáñüìïéá ìå åêåSSíç ôçò ðåñSSðôùóçò

üðïõ ôï óýíïëï R åSSíáé êåíü. Ç ìïíáäéêÞ äéáöïñÜ åSSíáé üôé œñåéáæüìáóôå ôçí áãêýëç

k^r_1

] Ýôóé þóôå í êÜíïõìå ôï äÝíôñï ìïíïðáôéïý ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï ìïíïðÜôé Q_1 ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(r)] ôï äåîSS ðáéäSSôçò ñSSæáò, äçëáäÞ ôçò êïñõöÞò k_1, ôïõ äÝíôñïõ ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï Hamilton ìïíïðÜôé ôïõ ãñáöÞìáôïò G[S ∪ K]. Óçìåéþóôå üôé ç áêïëïõèSSá áãêõëþí Π(1) ðïõ ðñïóôSSèåôáé óôçí M(1) Ýœåé ìéá ëéãüôåñç áãêýëç, óå óœÝóç ìå ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ôï óýíïëï R åSSíáé êåíü. Ç áãêýëç ðïõ

ëåSSðåé åSSíáé ç

k^r_1

( , êáé áõôü ãéáôSS ç êïñõöÞ k_1 Þäç Ýœåé Ýíá äåîSS ðáéäSS. Ùò áðïôÝëåóìá, Ýœïõìå:

B(S ∪ K) = M(1) · Π(1).

8.6 ÂÝëôéóôïò ÐáñÜëëçëïò Áëãüñéèìïò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí âÝëôéóôï ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ãéá ôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá óå Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá G. ÄïèÝíôïò ôïõ md-äÝíôñïõ T (G) åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò G ìå n êïñõöÝò, ï áëãüñéèìïò œñåéÜæåôáé O(log n) œñüíï êáé O(n/ log n) EREW-PRAM åðåîåñãáóôÝò.

Óôï ðñþôï âÞìá ôïõ áëãïñSSèìïõ êÜíïõìå äõáäéêü ôï äÝíôñï T (G), êáé áðïêôÜìå ôï äÝíôñï T_b(G). Óçìåéþóôå üôé Ýíá õðïäÝíôñï ôïõ T (G) ìå ñSSæá Ýíáí N-êüìâï äåí œñåéÜæåôáé íá ãSSíåé äõáäéêü êáé åðïìÝíùò êÜíïõìå äõáäéêü êÜèå õðïäÝíôñï ìå ñSSæá Ýíáí P-êüìâï Þ Ýíáí S-êüìâï. Ãéá íá êÜíïõìå ôï äõáäéêü äÝíôñï áñéóôåñü, äçëáäÞ ôï äÝíôñï T_{bl}(G), õðëïãSSæïõìå ôï ðëÞèïò L(t) ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T_b(G). Óôç óõíÝœåéá õðïëïãSSæïõìå ôï ðëÞèïò λ(t) ôùí ìïíïðáôéþí óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(t)] ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T_{bl}(G) óýìöùíá ìå ôçí Åî. 8.1. Ðñéí áíáèÝóïõìå ïðïéáäÞðïôå áêïëïõèSSá áãêõëþí, œñåéáťæåôáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï äÝíôñï T_{blr}(G), ðïõ åSSíáé ôï åîáóèåíçìÝíï áñéóôåñü äõáäéêü äÝíôñï. Ôüôå, ãéá êÜèå åóùôåñéêü N-êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G) áíáèÝôïõìå ìéá áêïëïõèSSá áãêõëþí B(S ∪ K) ðïõ õðïëïãSSæåôáé ãéá ôéò êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ S ∪ K ïé ïðïSSåò åSSíáé öýõëëá êáé ðáéäéÜ ôïõ êüìâïõ t óôï äÝíôñï T_{blr}(G). Ìå áõôü ôïí ôñüðï, ðáñÜãïõìå ìéá áêïëïõèSSá áãêõëþí B(root) ôçò ñSSæáò ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G). ÔåëéêÜ, êáôáóêåõÜæïõìå ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí âñSSóêïíôáò üëá ôá ôáéñéÜóìáôá ôçò áêïëïõèSSáò B(root) êáé ôüôå åðéóôñÝöïõìå ìéá åíäïäéáôåôáãìÝíç äéÜóœéóç ôùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí. ÈõìSSæïõìå üôé ôï ôåëåõôáSSï âÞìá áíôéóôïéœåSS óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G. Ï áëëãüñéèìïò Parallel Minimum Path Cover äSSíåôáé ìå ëåðôïìÝñåéá ðáñáêÜôù.

Óçìåéþíïõìå åäþ üôé ôï ÂÞìá 5 œñåéÜæåôáé ìéá ìåôÜ-åðåîåñãáóSSáò (post-processing) óõíÜñôçóç. Ç áíÜèåóç áãêõëþí óå Ýíáí S-êüìâï, üðùò ðåñéãñÜöåôáé óôçí åñãáóSSá [85], ìðïñåSS íá ïäçãÞóåé óå äÝíôñá ìïíïðáôéþí ðïõ èá ðáñÜãïõí ìïíïðÜôéá ìå áêìÝò ðïõ äåí åìöáíSSæïíôáé óôï ãñÜöçìá

Parallel Minimum Path Cover

ÅSSóïäïò: Ôï md-äÝíôñï T (G) åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò G;

ÿîïäïò: Ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ P_4-sparse ãñáöÞìáôïò G;

1. Êáôáóêåýáóå ôï äõáäéêü äÝíôñï T_b(G) êáé õðïëüãéóå ôï ðëÞèïò L(t) ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T_b(G) üðùò åðSSóçò êáé ôï áñéóôåñü äõáäéêü äÝíôñï T_{bl}(G);

2. Õðïëüãéóå ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí λ(t) óôçí åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G[M(t)] ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t ôïõ äÝíôñïõ T_{bl}(G) êáé ôï åîáóèåíçìÝíï áñéóôåñü äõáäéêü äÝíôñï T_{blr}(G);

3. Ãéá êÜèå N-êüìâï t_i ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G), õðïëüãéóå ôçí áêïëïõèSSá ôùí áãêõëþí B(S_i ∪K_i) üðùò ðåñéãñÜöçêå óôçí Åíüôçôá 5;

4. ÐáñÞãáãå ôçí áêïëïõèSSá ôùí áãêõëþí B(root) ôçò ñSSæáò ôïõ äÝíôñïõ T_{blr}(G) ëáìâÜíïíôáò õð’ üøéí üôé, ãéá êÜèå åóùôåñéêü êüìâï t ∈ T_{blr}(G),

if ï êüìâïò t åSSíáé Ýíáò P-êüìâïò Þ Ýíáò S-êüìâïò then õðïëüãéóå ôçí B(t) óýìöùíá ìå ôï åÜí êÜèå ðáéäSS ôïõ êüìâïõ t åSSíáé êïñõöÞ åéóáãùãÞò Þ ãåöýñùóçò [85];

else {ï êüìâïò t åSSíáé Ýíáò N-êüìâïò}

õðïëüãéóå ôçí B(t) óýìöùíá ìå ôçí ÅîSSóùóç (8.11);

5. Êáôáóêåýáóå ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí âñSSóêïíôáò ôá ôáéñéÜóìáôá ôùí áãêõëþí ôçò áêïëïõèSSáò B(root);

6. ÅðÝóôñåøå ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá áðü ìéá åíäïäéáôåôáãìÝíç äéÜóœéóç óôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí;

Áëãüñéèìïò 13: Parallel Minimum Path Cover

G. ÁõôÞ ç óõíÜñôçóç ðïõ åöáñìüæåôáé ìåôÜ ôçí ðáñáãùãÞ ôçò áêïëïõèSSáò áãêõëþí äéïñèþíåé ïðïéáäÞðïôå ôÝôïéá illegal äÝíôñá ìïíïðáôéþí ðïõ åSSœáí ðáñáœèåSS áðü ôá ðáéäéÜ åíüò S-êüìâïõ. Ðáñüëá áõôÜ, ôá óùóôÜ äÝíôñá ìïíïðáôéþí õðïëïãSSæïíôáé ìå ìéá ëåðôïìåñÞ ôåœíéêÞ, ùò Ýíá ìåôÜ-åðåîåñãáóSSáò âÞìá, ðïõ ðñïôåSSíåôáé óôçí åñãáóSSá [85]. ÓõíïøSSæïíôáò, Ýœïõìå ôï áêüëïõèï áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá 8.3. ÿóôù Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò êáé Ýóôù T (G) ôï md-äÝíôñï ôïõ. Ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS âÝëôéóôá óå œñüíï êáé åñãáóSSá óå O(log n) œñüíï, œñçóéìïðïéþíôáò O(n/ log n) EREW-PRAM åðåîåñãáóôÝò.

Áðüäåéîç. Áðü ôï Ðüñéóìá 8.1 ðéóôïðïéïýìå ôçí âåëôéóôüôçôá ùò ðñïò ôïí œñüíï êáé ôçí åñãáóSSá ôïõ áëãïñSSèìïõ ìáò. Ôá ÂÞìáôá 1 êáé 2 áðáéôïýí O(n/ log n) EREW-PRAM åðåîåñãáóôÝò êáé ôñÝœïõí óå O(log n) œñüíï (äåSSôå ËÞììá 8.2). Ôá ÂÞìáôá 3 êáé4 ìðïñïýí íá åðéôåõœèïýí åíáëëÜóóïíôáò ôéò áãêýëåò ìå áñéèìïýò êáé åðïìÝíùò ìðïñïýí íá âñåèïýí âÝëôéóôá œñçóéìïðïéþíôáò ìéá åíäïäéáôåôáãìÝíç äéÜóœéóç ðÜíù óå áñéèìïýò óôï äÝíôñï T_{blr}(G). Ôï ÂÞìá 5 ìðïñåSS íá åêôåëåóôåSS óå O(log n) œñüíï œñçóéìïðïéþíôáò O(n/ log n) EREW åðåîåñãáóôÝò âñSSóêïíôáò üëá ôá æåýãç ðïõ ôáéñéÜæïõí ôçò áêïëïõèSSáò B(root). Óçìåéþóôå üôé ç áêïëïõèSSá B(root), üðïõ root åSSíáé ç ñSSæá ôïõ äÝíôñïõ ôïõ T_{blr}(G), Ýœåé O(n) áãêýëåò åöüóïí ôï äÝíôñï T_{blr}(G) Ýœåé O(n) êüìâïõò. Óçìåéþóôå åðSSóçò üôé êÜèå áíôéóôïéœåSSá áãêýëçò åíüò åóùôåñéêïý êüìâïõ t ∈ T_{blr}(G) äåí îåðåñíÜ ôï ðëÞèïò ôùí ðáéäéþí ôïõ t óôï äÝíôñï T_{blr}(G). ÔÝëïò, ôï ÂÞìá 7 åðéôõãœÜíåôáé ìå Euler äéáäñïìÝò ðÜíù óôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé ôá óÝíôñá ìïíïðáôéþí ðåñéÝœïõí n êüìâïõò, áöïý ïé êüìâïé ôïõò åSSíáé áêñéâþò ïé êïñõöÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò G.

8.7 ÓõìðåñÜóìáôá

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜóáìå Ýíáí âÝëôéóôï áëãüñéèìï ãéá ôçí áíáöïñÜ (êáé ôçí åýñåóç ôïõ ðëÞèïõò) ôïõ ìéêñüôåñïõ óå ðëÞèïõò áñéèìïý êïñõöþí áðü áíåîÜñôçôá-êïñõöþí ìïíïðÜôéá ðïõ åðéêáëýðôïõí ôéò êïñõöÝò åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò. ÓõãêåêñéìÝíá, äïèÝíôïò ôïõ md-äÝíôñïõ åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò, œñçóéìïðïéïýìå êëáóéêÝò ôåœíéêÝò óõññSSêíùóåéò äÝíôñïõ êáé ôáéñéÜóìáôïò áãêõëþí [85], êáé ðåñéãñÜöïõìå Ýíáí âÝëôéóôï ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ðïõ ôñÝœåé óå O(log n) œñüíï ìå O(n/ log n) åðåîåñãáóôÝò óôï EREW PRAM ìïíôÝëï. Ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò ãåíéêåýïõí ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá [85], êáé åðåêôåSSíïõí ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ åðéäÝœïíôáé âÝëôéóôç ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá.

ÿíá Üëëï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åSSíáé ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ôåëéêÜ Üêñá ìïíïðáôéþí (terminal path cover). Ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ôåëéêÜ Üêñá ìïíïðáôéþí åíüò ãñáöÞìáôïò G ùò ðñïò Ýíá õðïóýíïëï A ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G) åSSíáé ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G Ýôóé þóôå üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ A íá åSSíáé Üêñá ôùí ìïíïðáôéþí óôçí åðéêÜëõøç. ÅðïìÝíùò, ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åSSíáé ìéá åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ôçò åðéêÜëõøçò ìå ôåëéêÜ Üêñá ìïíïðáôéþí, üðïõ ôï óýíïëï A åSSíáé ôï êåíü óýíïëï. Ôï ðñüâëçìá ìðïñåSS íá ðñïóåããéóôåSS åñåõíþíôáò ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí ðïõ éêáíïðïéïýí ôïí åðéðëÝïí ðåñéïñéóìü. Ìéá åñãáóSSá ðïõ áöïñÜ ôéò ôåëåõôáSSåò óêÝøåéò âñSSóêåôáé óå ðñüïäï êáé ìåñéêÜ ðñïêáôáñêôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðñïôåSSíïõí üôé ôá ðéï áñéóôåñÜ öýëëá ôùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí öáSSíïíôáé üôé áðïôåëïýí ôï êëåéäSS ãéá ôçí åðSSëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, êáèþò ïé êïñõöÝò ðïõ áíôéóôïéœïýí óå áõôÜ ôá öýëëá åSSíáé Üêñá ôùí ìïíïðáôéþí óôçí åðéêÜëõøç åíüò ãñáöÞìáôïò.

ÊåöÜëáéï 9

Óýíïøç - ÅðåêôÜóåéò

9.1 ÐëÞèïò Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí

9.2 ÄõíáìéêïSS Áëãüñéèìïé Áíáãíþñéóçò

9.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá

9.1 ÐëÞèïò Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí

Óôá ÊåöÜëáéá 2{4 ðáñïõóéÜóáìå ìéá ãåíéêÞ ìÝèïäï õðïëïãéóìïý ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí åíüò ãñáöÞìáôïò œñçóéìïðïéþíôáò ôçí m-áðïóýíèåóç, ðïõ åðÝöåñå Ýíáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ãéá ôï ðñüâëçìá óå P_4-tidy ãñáöÞìáôá, óå (q, q − 4) ãñáöÞìáôá ãéá óôáèåñü q ≥ 4, êáé óå tree-cographs. ÅêìåôáëëåõôÞêáìå ôéò äïìéêÝò éäéüôçôåò ôïõ md-äÝíôñïõ áõôþí ôùí ãñáöçìÜôùí êáé œñçóéìïðïéÞóáìå ôï Èåþñçìá ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸, ùò Ýíá åñãáëåSSï ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ïñèüôçôáò ôïõ ðñïôåéíüìåíïõ áëãïñSSèìïõ. ÐåñéìÝíïõ üôé ç ðñïóÝããéóÞ ìáò åöáñìüæåôáé êáé óå Üëëïõ ôýðïõ ðñþôùí ãñáöçìÜôùí (åêôüò áðü áñáœíïåéäÞ ãñáöÞìáôá, ðñþôá äÝíôñá, Üœïñäïõò êýêëïõò êáé ôá óõìðëçñþìáôÜ ôïõò), ðïõ èá åðÝôñåðå ôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí êáé ãéá åðéðñüóèåôåò êëÜóåéò, ð.œ., ôá semi-P_4-sparse ãñáöÞìáôá [35] êáé ôá (P_5, diamond)-free graphs [15].

ÅðéðëÝïí ðáñáèÝôïõìå ùò Ýíá áíïéêôü ðñüâëçìá ôçí áðïôåëåóìáôéêÞ åðåîåñãáóSSá ôùí äéœïôïìSSóéìùí (split) ãñáöçìÜôùí êáé ôùí áñêåôþí åðåêôÜóåùí ôïõò (ðïõ ãåíéêåýïõí ôá áñáœíïåéäÞ ãñáöÞìáôá). ôá äéœïôïìSSóéìá ãñáöÞìáôá ðáSSæïõí Ýíá âáóéêü ñüëï óôï md-äÝíôñï ôùí split-perfect ãñáöçìÜôùí [16], êáé ãé’ áõôü ï áðïôåëåóìáôéêüò ôñüðïò åðåîåñãáóSSáò ôïõò èá ïäçãïýóå óå Ýíáí ãñÞãïñï õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ôùí ôåëåõôáSSùí êëÜóåùí.

ÏñéóìÝíá Üëëá åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá áðáñSSèìçóçò áöïñïýí óôïí õðïëïãéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí ôÝëåéùí ôáéñéáóìÜôùí (perfect matchings), ôùí êýêëùí ôïõ Hamilton êáé ôùí êýêëùí ôïõ Euler. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, Ýœåé äåéœôåSS [76] üôé ôï ðëÞèïò ôùí ôÝëåéùí ôáéñéáóìÜôùí ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS áðïôåëåóìáôéêÜ óå ãñáöÞìáôá ðïõ åðéäÝœïíôáé ìéá Pfa‹an orientation. ĳðùò êáé óôï Èåþñçìá ôïõ ðSSíáêá-äÝíôñïõ, Kirchho¸, áõôÞ ç ìÝèïäïò åìðåñéÝœåé ôïí õðïëïãéóìü ìéáò ïñSSæïõóáò áêïëïõèïýìåíç áðü ôïí õðïëïãéóìü ìéáò ôåôñáãùíéêÞò ñSSæáò. ÿôóé, äïèÝíôïò åíüò ôÝôïéïõ ðñïóáíáôïëéóìïý (orientation), Ýíáò áëãüñéèìïò ðïõ êáôáóêåõÜæåé ôéò ôåœíéêÝò óõññSSêíùóçò ìðïñåSS íá ïäçãÞóåé óå áðïôåëåóìáôéêÝò ëýóåéò ãéá Üëëá óõíäõáóôéêÜ ðñïâëÞìáôá áðáñSSèìçóçò.

ÔÝëïò, üðùò ðñïáíáöÝñèçêå óôçí åéóáãùãÞ, Ýíá ïìïéüìïñöï áîéüðéóôï äSSêôõï (ïñéóìÝíï óôéò åñãáóSSåò [25, 84]) ðñÝðåé íá ìåãéóôïðïéåSS ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí. ÿôóé, åSSíáé åíäéáöÝñïí íá êáèïñSSóåé êáíåSSò ôïõò ôýðïõò ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ Ýœïõí ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá óõãêåêñéìÝíï ðëÞèïò êïñõöþí êáé áêìþí (äåSSôå [41, 99, 100]). Ôï ðñüâëçìá áõôü ìðïñåSS íá ðñïóåããéóôåSS ùò ìéá åñþôçóç âåëôéóôïðïSSçóçò ðÜíù óôéò s-ôéìÝò ôùí êïñõöþí, ðïõ êáèïñSSæåé ï áëãüñéèìïò Spanning Trees-Number. ÔÝôïéïõ åSSäïõò ìåëÝôç åSSíáé áõôÞ ôçí óôéãìÞ õðü Ýñåõíá êáé ìåñéêÜ ðñþôá áðïôåëÝóìáôá áíáäåéêíýïõí üôé ç óœåäüí ôáêôéêüôçôá (almost regularity) öáSSíåôáé íá åSSíáé ôï êëåéäSS ãéá ôçí åðSSëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò.

ÅðéðëÝïí, óôï ÊåöÜëáéï 5 ïñSSóáìå äýï êëÜóåéò ôùí áóôåñïåéäÞ ãñáöçìÜôùí, ðïõ ïíïìÜæïíôáé complete-planet êáé star-planet ãñáöÞìáôá, êáé áðïäåSSîáìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôá ãñáöÞìáôá ôçò ìïñöÞò K_n − G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá complete-planet Þ Ýíá star-planet ãñÜöçìá. Ãéá ôïí óêïðü áõôü, œñçóéìïðïéÞóáìå ôï óõìðëçñùìáôéêþí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêá èåþñçìá üðùò åðSSóçò êáé êëáóéêÝò ôåœíéêÝò áðü ôçí ãñáììéêÞ Üëãåâñá êáé ôçí èåùñSSá ðéíÜêùí.

Ç åîáãùãÞ êëåéóôþí ôýðùí ãéá äéáöïñåôéêïýò ôýðïõò ãñáöçìÜôùí ìðïñåSS íá áðïäåéœôåSS œñÞóéìç óôçí áíáãíþñéóç åêåSSíùí ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ ðåñéÝœïõí ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí. ÔÝôïéïõ åSSäïõò ìåëÝôç Ýœåé ðñáêôéêÝò óõíÝðåéåò ðïõ óõíäÝïíôáé ìå ôçí áîéïðéóôSSá äéêôýùí (äåSSôå ãéá ðáñÜäåéãìá [84, 75, 99]). Óå áõôü ôï êåöÜëáéï, ðåôýœáìå åðSSóçò, êáé áðïôåëÝóìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò ãéá ôçí êëÜóç ôùí áóôåñïåéäÞ ãñáöçìÜôùí: áíáäåSSîáìå ôá complete-planet êáé star-planet ãñáöÞìáôá ðïõ åðéäÝœïíôáé ôï ìÝãéóôï ðëÞèïò óêåëåôéêþí äÝíôñùí. ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò ãåíéêåýïõí êáé åðåêôåSSíïõí ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò ãéá ôçí êëÜóç ôùí multi-star êáé ôùí multi-complete/star ãñáöçìÜôùí [24].

Ï õðïëïãéóìüò ôçò ïñSSæïõóáò ôïõ óõìðëçñùìáôéêïý óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðéíÜêùí öáSSíåôáé üôé åSSíáé ìéá åíäéáöÝñïõóá êáôåýèõíóç ãéá ôïí êáèïñéóìü ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá ôéò ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K_n − G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G êáôÝœåé ìéá Ýìöõôç óõììåôñSSá. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, ðïëëÜ áðü ôá ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá [9] ðïõ ðñïÝêõøáí áðü åðéœåéñÞìáôá óõíäõáóôéêÞò, ìðïñïýí åýêïëá íá áðïäåéœôïýí œñçóéìïðïéþíôáò ðáñüìïéåò ôåœíéêÝò ìå áõôÝò ðïõ œñçóéìïðïéÞèçêáí óå áõôü ôï êåöÜëáéï. ÅðéðëÝïí, Üëëá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñïõóéÜóôçêáí óôá [24, 93, 94, 107] Ýðïíôáé þò óõíÝðåéåò ôùí èåùñçìÜ ôùí ìáò ðïõ áðïäåSSîáìå óå áõôü ôï êåöÜëáéï. Ðéï åéäéêÜ, ðïëëÜ ãñáöÞìáôá ìðïñïýí íá åîáœèïýí ùò óõãêåêñéìÝíåò ðåñéðôþóåéò ôùí áóôåñïåéäÞ ãñáöçìÜôùí, ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôï sun-ãñÜöçìá êáé ôéò ôéìÝò ôùí äéáíõóìÜôùí êëSSêáò, áóôåñéïý, ìïíïðáôéïý, êáé êýêëïõ.

ÅðSSóçò, óôï ÊåöÜëáéï 6 áðïäåSSîáìå ôýðïõò ðïõ âáóSSæïíôáé óôïí õðïëïãéóìü ïñSSæïõóáò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G, êáé åðSSóçò ãéá ôçí ðéï ãåíéêÞ ïéêïãÝíåéá ãñáöçìÜôùí K^{(m)}_n ± G, üðïõ ôï ãñÜöçìá K^m_n (áíôSSóô. K^{(m)}_n ) åSSíáé ôï ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé áêñéâþò (áíôSSóô. ôïõëÜœéóôïí) m áêìÝò íá åíþíïõí êÜèå æåýãïò êïõöþí êáé ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá ðïëõãñÜöçìá ðïõ åðÜãåôáé áðü Ýíá óýíïëï áêìþí ôïõ ãñáöÞìáôïò K^m_n (áíôSSóô. K^{(m)}_n ). Âáóéæüìåíïé óå áõôïýò ôïõò ôýðïõò, áðïäåSSîáìå êëåéóôïýò ôýðïõò ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(K^m_n ± G), ãéá ôçí ðåñSSðôùóçó ðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé (i) Ýíá ðëÞñç ðïëõìåñÝò ãñÜöçìá, êáé (ii) Ýíá multi-star ãñÜöçìá.

Ìå âÜóç ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò, èá Þôáí åíäéáöÝñïí íá èåùñÞóåé êáíåSSò ôï ðñüâëçìá ôçò áðüäåéîçò ôýðùí ãéá ôï ðëÞèïò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí τ(K^m_n ± G) óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ôï ãñÜöçìá G áíÞêåé óå Üëëåò êëÜóåéò áðëþí ãñáöçìÜôùí Þ ðïëõãñáöçìÜôùí. Ôï ðáñáèÝôïõìå ùò Ýíá áíïéœôü ðñüâëçìá.

Ôï ðñüâëçìá ôçò ìåãéóôïðïSSçóçò ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí Ýœåé åðéëõèåSS ãéá áñêåôÝò ïéêïãÝíåéåò ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K_n − G, üðïõ ôï ãñÜöçìá G åSSíáé Ýíá multi-star ãñÜöçìá, ç Ýíùóç ìïíïðáôéþí êáé êýêëùí, êôë. (äåSSôå [24, 41, 93, 99]). ÿôóé, Ýíá åíäéáöÝñïí áíïéœôü ðñüâëçìá åSSíáé ôçò ìåãéóôïðïSSçóçò ôïõ ðëÞèïõò ôùí óêåëåôéêþí äÝíôñùí ãñáöçìÜôùí ôçò ìïñöÞò K^m_n ± G.

9.2 ÄõíáìéêïSS Áëãüñéèìïé Áíáãíþñéóçò

Óôï ÊåöÜëáéï 7 åðéëýóáìå ôï äõíáìéêü ðñüâëçìá áíáãíþñéóçò ãéá ôçí êëÜóç ôùí P_4-sparse ãñáöçìÜôùí: ï óêïðüò ìáò åSSíáé íá œåéñéóôïýìå ðñüóèåóç êáé äéáãñáöÞ áêìþí/êïñõöþí, íá áíáêáëýøïõìå ðüôå ôÝôïéåò ôñïðïðïéÞóåéò åðéöÝñïõí Ýíá P_4-sparse ãñÜöçìá êáé óå ðåñSSðôùóç ðïõ áëçèåýåé, íá åíçìåñþóåé êáôÜëëçëá ôçí áíáðáñÜóôáóç ôïõ ãñáöÞìáôïò. Ç áíôéìåôþðéóÞ ìáò âáóSSæåôáé óôçí äéáôÞñçóç ôïõ md-äÝíôñïõ ôïõ ãñáöÞìáôïò ôï ïðïSSï œñçóéìïðïéïýìå ãéá ôçí åðSSëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áíáãíþñéóçò. Áðïäåéêíýïõìå äïìéêÝò éäéüôçôåò ôïõ äÝíôñïõ êáé ðåôõœáSSíïõìå Ýíáí ðëÞñç äõíáìéêü áëãüñéèìï áíáãíþñéóçò ðïõ õðïóôçñSSæåé ôñïðïðïéÞóåéò áêìþí (åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò) óå O(1) œñüíï êáé ôñïðïðïéÞóåéò êïñõöþí (åéóáãùãÝò êáé äéáãñáöÝò) óå O(d) œñüíï ãéá êïñõöÞ âáèìïý d.

Óå óœÝóç ìå ôçí âåëôéóôüôçôá, åSSíáé åíäéáöÝñïí íá êáôïñèþóåé êáíåSSò Ýíáí áëãüñéèìï óôáèåñïý œñüíïõ ãéá ôçí åíçìÝñùóç ôïõ êïììáôéáóìÝíïõ áðïóõíèåôéêïý äÝíôñïõ óôçí ðåñSSðôùóç äéáãñáöÞò êïñõöÞò åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò. ÅðéðëÝïí, äõíáìéêïSS áëãüñéèìïé Ýœïõí ðñïôáèåSS ðïõ õðïóôçñSSæïõí áêìÝò êáé êïñõöÝò ôñïðïðïéÞóåéò óå O(n) œñüíï êáôÜ áêìÞò ôñïðïðïSSçóçò êáé óå O(nm) œñüíï êáôÜ êïñõöÞò ôñïðïðïSSçóçò ãéá ôñéãùíéêÜ (chordal) ãñáöÞìáôá. ÂÜóç áõôþí ôùí áðïôåëåóìÜôùí, Ýíáò ìðïñåSS íá åîåôÜóåé ðñïò ôçí êáôåýèõíóç Ýñåõíáò åÜí õðÜñœåé ðéï áðïôåëåóìáôéêüò äõíáìéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôçí êëÜóç ôùí ôñéãùíéêþí (chordal) êáé äéáóôçìÜôùí (interval) ãñáöçìÜôùí (Ýíáò áêìÝò-ìüíï äõíáìéêüò áëãüñéèìïò åSSíáé ãíùóôüò ãéá ôá äéáóôÞìáôá (interval) ãñáöÞìáôá ðïõ õðïóôçñSSæåé êÜèå ôñïðïðïSSçóç áêìÞò óå O(n log n) œñüíï) êáé, áêüìá ðåñéóóüôåñï, ãéá Üëëåò êëÜóåéò ãñáöçìÜôùí.

9.3 ÅðéêÜëõøç ìå ÌïíïðÜôéá

Óôï ÊåöÜëáéï 8 ðáñïõóéÜóáìå Ýíáí âÝëôéóôï áëãüñéèìï ãéá ôçí áíáöïñÜ (êáé ôçí åýñåóç ôïõ ðëÞèïõò) ôïõ ìéêñüôåñïõ óå ðëÞèïõò áñéèìïý êïñõöþí áðü áíåîÜñôçôá-êïñõöþí ìïíïðÜôéá ðïõ åðéêáëýðôïõí ôéò êïñõöÝò åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò. ÓõãêåêñéìÝíá, äïèÝíôïò ôïõ md-äÝíôñïõ åíüò P_4-sparse ãñáöÞìáôïò G ìå n êïñõöÝò êáé m áêìÝò, œñçóéìïðïéïýìå êëáóéêÝò ôåœíéêÝò óõññSSêíùóåéò äÝíôñïõ êáé ôáéñéÜóìáôïò áãêõëþí [85], êáé ðåñéãñÜöïõìå Ýíáí âÝëôéóôï ðáñÜëëçëï áëãüñéèìï ðïõ ôñÝœåé óå O(log n) œñüíï ìå O(n/ log n) åðåîåñãáóôÝò óôï EREW PRAM ìïíôÝëï. Ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò ãåíéêåýïõí ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá [85], êáé åðåêôåSSíïõí ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí ðïõ åðéäÝœïíôáé âÝëôéóôç ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá.

ÿíá Üëëï åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åSSíáé ôï ðñüâëçìá åðéêÜëõøçò ìå ôåëéêÜ Üêñá ìïíïðáôéþí (terminal path cover). Ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ôåëéêÜ Üêñá ìïíïðáôéþí åíüò ãñáöÞìáôïò G ùò ðñïò Ýíá õðïóýíïëï A ôïõ óõíüëïõ êïñõöþí V (G) åSSíáé ìéá åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá ôïõ ãñáöÞìáôïò G Ýôóé þóôå üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ óõíüëïõ A íá åSSíáé Üêñá ôùí ìïíïðáôéþí óôçí åðéêÜëõøç. ÅðïìÝíùò, ôï ðñüâëçìá ôçò åðéêÜëõøçò ìå ìïíïðÜôéá åSSíáé ìéá åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ôçò åðéêÜëõøçò ìå ôåëéêÜ Üêñá ìïíïðáôéþí, üðïõ ôï óýíïëï A åSSíáé ôï êåíü óýíïëï. Ôï ðñüâëçìá ìðïñåSS íá ðñïóåããéóôåSS åñåõíþíôáò ôá äÝíôñá ìïíïðáôéþí ðïõ éêáíïðïéïýí ôïí åðéðëÝïí ðåñéïñéóìü. Ìéá åñãáóSSá ðïõ áöïñÜ ôéò ôåëåõôáSSåò óêÝøåéò âñSSóêåôáé óå ðñüïäï êáé ìåñéêÜ ðñïêáôáñêôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðñïôåSSíïõí üôé ôá ðéï áñéóôåñÜ öýëëá ôùí äÝíôñùí ìïíïðáôéþí öáSSíïíôáé üôé áðïôåëïýí ôï êëåéäSS ãéá ôçí åðSSëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, êáèþò ïé êïñõöÝò ðïõ áíôéóôïéœïýí óå áõôÜ ôá öýëëá åSSíáé Üêñá ôùí ìïíïðáôéþí óôçí åðéêÜëõøç åíüò ãñáöÞìáôïò.

ÂéâëéïãñáöSSá

[1] K. Abrahamson, N. Daboun, D.G. Kirkpatrick and T. Przytycka, A simple parallel tree contraction algorithm, J. Algorithms 10 (1989) 287{302.

[2] G.S. Adhar and S. Peng, Parallel algorithm for path covering, Hamiltonian path, and Hamiltonian cycle in cographs, Proc. Internat. Conf. on Parallel Processing III (1990) 364{365.

[3] A.V. Aho, J.E. Hopcroft, and J.D. Ullman, The Design and Analysis of Computer Algorithms, Addison-Wesley, 1974.

[4] L. Babel, T. Kloks, I. Kratochvil, D. Kratsch, H. Mueller, and S. Olariu, E‹cient algorithms for graphs with few P_4’s, Discrete Math. 235 (2001) 29{51.

[5] L. Babel and S. Olariu, On the structure of graphs with few P_4’s, Discrete Appl. Math. 84 (1998) 1{13.

[6] L. Babel and S. Olariu, On the p-connectedness of graphs - a survey, Discrete Appl. Math.

95 (1999) 11{33.

[7] S. Baumann, A linear algorithm for the homogeneous decomposition of graphs, Report M- 9615, Zentrum Mathematik, TU M-unchen, Munich, 1996.

[8] S.D. Bedrosian, Generating formulas for the number of trees i a graph, J. Franklin Inst. 277 (1964) 313{326.

[9] C. Berge, Graphs and Hypergraphs, North-Holland, 1973.

[10] N. Biggs, Algebraic Graph Theory, Cambridge University Press, London, 1974. [11] F.T. Boesch, On unreability polynomials and graph connectivity in reliable network synthesis, J. Graph Theory 10 (1986) 339{352.

[12] F.T. Boesch and H. Prodinger, Spanning tree formulas and Chebyshev polynomials, Graphs and Combinatorics 2 (1986) 191{200.

[13] B. Bollob«as, Graph Theory, an Introductory Course, Springer-Verlag, New York, 1979. [14] U. Brandes and T. Willhalm, Visualization of bibliographic networks with a reshaped landscape metaphor, Proc. 4th Joint Eurographics - IEEE TCVG Symp. Visualization (VisSym ’02), (2002) 159{164.

[15] A. Brandst-adt, (P_5,Diamond)-free graphs revisited: structure and linear time optimization, Discrete Appl. Math. 138 (2004) 13{27.

[16] A. Brandst-adt and V.B. Le, Split-perfect graphs: characterizations and algorithmic use, SIAM J. Discrete Math. 17 (2004) 341{360.

[17] A. Brandst-adt and V.B. Le, Tree- and forest-perfect graphs, Discrete Appl. Math. 95 (1999) 141{162.

[18] A. Brandst-adt, V.B. Le, and J.P. Spinrad, Graph Classes: A Survey, SIAM Monographs on Discrete Mathematics and Applications, 1999.

[19] B. Buer and R.H. M-ohring, A fast algorithm for the decomposition of graphs and posets, Math. Oper. Res. 8 (1983) 170Ű-184.

[20] T.J.N. Brown, R.B. Mallion, P. Pollak, and A. Roth, Some methods for counting the spanning trees in labeled molecular graphs, examined in relation to certain fullerenes, Discrete Appl. Math. 67 (1996) 51{66.

[21] A.V. Carrano, Establishing the order of human chromosome-speci˛c DNA fragments, Biotechnology and the Human Genome, A.D. Woodhead and B.J. Barnhart, eds., Plenum Press, New York, 1988, 37Ű-50.

[22] M. Chudnovsky, N. Robertson, P. Seymour, and R. Thomas, The strong perfect graph theorem, Annals of Math. (to appear) 2005.

[23] V. Chv«atal and N. Sbihi, Recognizing claw-free perfect graphs, J. Combin. Theory 44 (1988) 154{176.

[24] K.-L. Chung and W.-M. Yan, On the number of spanning trees of a multi-complete/star related graph, Inform. Process. Lett. 76 (2000) 113{119.

[25] C.J. Colbourn, The Combinatorics of Network Reliability, Oxford University Press, Oxford, 1974.

[26] C.J. Colbourn, J.S. Provan, and D. Vertigan, A new approach to solving three combinatorial enumeration problems on planar graphs, Discrete Appl. Math. 60 (1995) 119{129.

[27] D. Coppersmith and S. Winograd, Matrix multiplication via arithmetic progressions, Proc.

19th ACM Symposium on the Theory of Computing, (1987) 1{6.

[28] T. Cormen, C.E. Leiserson, R.L. Rivest, and C. Stein, Introduction to Algorithms, Second Edition, McGraw Hill and MIT Press, 2001.

[29] D.G. Corneil, Y. Perl, and L.K. Stewart, A linear recognition algorithm for cographs, SIAM J. Comput. 14 (1985) 926{984.

[30] A. Cournier and M. Habib, A new linear algorithm for modular decomposition, Proc. 19th Int’l Colloquium on Trees in Algebra and Programming (CAAP’94), LNCS 787 (1994) 68{84.

[31] E. Dalhaus, E‹cient parallel modular decomposition, 21st International Workshop on Graph Theoretic Concepts in Computer Science (WG’95), LNCS 1017 (1995) 290{302.

[32] E. Dalhaus, Parallel algorithms for hierarchical clustering and applications to split decomposition and parity graph recognition, J. Algorithms, 36 (2000) 205{240.

[33] E. Dalhaus, J. Gustedt, and R.M. McConnell, E‹cient and practical algorithms for sequential modular decomposition, J. Algorithms 41 (2001) 360{387.

[34] X. Deng, P. Hell, and J. Huang, Linear time representation algorithms for proper circular arc graphs and proper interval graphs, SIAM J. Comput. 25 (1996) 390{403.

[35] J.-L. Fouquet and V. Giakoumakis, On semi-P_4-sparse graphs, Discrete Math. 165-166 (1997) 277{300.

[36] J-L. Fouquet, I. Parfeno¸ and H. Thuillier, An O(n) time algorithm for maximum matching in P_4-tidy graphs, Inform. Process. Lett. 62 (1997) 281{287.

[37] D.R. Fulkerson and O.A. Gross, Incidence matrices and interval graphs, Paci˛c Journal of Math. 15 (1965) 835{855.

[38] M.R. Garey and D.S. Johnson, Computers and intractability, a guide to the theory of NPcompleteness, Freeman, San Francisco, 1979. 17{41.

[39] V. Giakoumakis, F. Roussel, and H. Thuillier, On P_4-tidy graphs, Discrete Math. and Theoret. Comput. Science 1 (1997) 17{41.

[40] V. Giakoumakis and J-M. Vanherpe, On extended P_4-reducible and P_4-sparse graphs, Theoret. Comput. Sci. 180 (1997) 269{286.

[41] B. Gilbert and W. Myrvold, Maximizing spanning trees in almost complete graphs, Networks 30 (1997) 23{30.

[42] M.J. Golin, X. Yong and Y. Zhang, Chebyshev polynomials and spanning tree formulas for circulant and related graphs, FPSAC’02 Special Issue of Discrete Math. (to appear) 2004.

[43] M.C. Golumbic, Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs, Academic Press, Inc., 1980. [44] K.M. Hall, An r-dimensional quadratic placement algorithm, Management Science 17 (1970) 219Ű-229.

[45] M. Habib and M.C. Maurer, On the X-join decomposition for undirected graphs, Discrete Appl. Math. 1 (1979) 201Ű-207.

[46] P.L. Hammer and A.K. Kelmans, Laplacian spectra and spanning trees of threshold graphs, Discrete Appl. Math. 65 (1996) 255{273.

[47] F. Harary, Graph Theory, Addison-Wesley, 1969.

[48] D. Harel and Y. Koren, A fast multi-scale method for drawing large graphs, J. Graph Algorithms and Applications 6 (2002) 179{202.

[49] P. Heggernes, Minimal triangulations of graphs: A survey , Discrete Math. (to appear) 2005. [50] P. Hell, R. Shamir, and R. Sharan, A fully dynamic algorithm for recognizing and representing proper interval graphs, SIAM J. Comput. 31 (2002) 289{305.

[51] M.R. Henzinger and M.L. Fredman, Lower bounds for fully dynamic connectivity problems in graphs, Algorithmica 22 (1998) 351{362.

[52] C. Ho„ang, Perfect graphs, Ph.D. Thesis, McGill University, Montreal, Canada, 1985. [53] W. Hochst-atler and G. Tinhofer, Hammiltonicity in graphs with few P_4’s , Computing 54 (1995) 213{225.

[54] W.-L. Hsu, On-line recognition of interval graphs in O(m + n log n) time, LNCS 1120 (1996) 27{38.

[55] Z. Huaxiao, Z. Fuji, and H. Qiongxiang, On the number of spanning trees and Eulerian tours in iterated line digraphs, Discrete Appl. Math. 73 (1997) 59{67.

[56] L. Ibarra, Fully dynamic algorithms for chordal graphs, Proc. 10th Annual ACM-SIAM Symp.

on Discrete Algorithms (SODA’99), (1999) 923{924.

[57] L. Ibarra, A fully dynamic algorithm for recognizing interval graphs using the clique-separator graph, Technical Report, DCS-263-IR, University of Victoria, 2001.

[58] J. J«aj«a, An introduction to parallel algorithms, Addison-Wesley, Reading, MA, 1992. [59] B. Jamison and S. Olariu, A new class of brittle graphs, Studies Appl. Math. 81 (1989) 89{92. [60] B. Jamison and S. Olariu, Recognition P_4-sparse graphs in linear time, SIAM J. Comput.

21 (1992) 381{406.

[61] B. Jamison and S. Olariu, Recognizing P_4-sparse graphs in linear time, SIAM J. Comput.

21 (1992) 381{406.

[62] B. Jamison and S. Olariu, A tree representation for P_4-sparse graphs, Discrete Appl. Math.

35 (1992) 115{129.

[63] B. Jamison and S. Olariu, Linear-time optimization algorithms for P_4-sparse graphs, Discrete Appl. Math. 61 (1995) 155{175.

[64] B. Jamison and S. Olariu, p-components and the homogeneous decomposition of graphs, SIAM J. Discrete Math. 8 (1995) 448{463.

[65] B. Jamison and S. Olariu, A linear-time recognition algorithm for P_4-reducible graphs, Theoret. Comput. Sci. 145 (1995) 329{344.

[66] M. Kano and S.D. Nikolopoulos, On the structure of A-free graphs: Part II, Technical Report TR-25-99, Dept. of Computer Science, University of Ioannina, 1999.

[67] A.K. Kelmans, On graphs with the maximum number of spanning trees, Random Structures and Algorithms 1-2, 177-192, 1996.

[68] A.K. Kelmans, On graphs with the maximum number of spanning trees, Random Structures and Algorithms 1-2 (1996) 177{192.

[69] P.N. Klein, E‹cient parallel algorithms for chordal graphs, SIAM J. Comput. 25 4 (1996) 797{827.

[70] H. Lerchs, On cliques and kernels, Department of Computer Science, University of Toronto, March 1971.

[71] R. Lin and S. Olariu, A fast parallel algorithm to recognize P4-sparse graphs, Discrete Appl.

Math. 81 (1998) 191{215.

[72] R. Lin, S. Olariu and G. Pruesse, An optimal path cover algorithm for cographs, Comput.

Math. Appl. 30 (1995) 75{83.

[73] R. Lin, S. Olariu, J.L. Schwing and J. Zhang, A fast EREW algorithm for minimum path cover and hamiltonicity for cographs, Parallel Algorithms Appl. 2 (1994) 99{113.

[74] R.J. Lipton, D. Rose, and R.E. Tarjan, Generalized nested dissection, SIAM J. Numerical Anal. 16 (1979) 346{358.

[75] Z. Lonc, K. Parol, and J. Wojcieckowski, On the number of spanning trees in directed circulant graphs, Networks 36 (2001) 129{133.

[76] L. Lovasz and M.D. Plummer, Matching Theory, North-Holland, Amsterdam, 1986.

[77] D.E. Manolopoulos and P.W. Fowler, Molecular graphs, point groups and fullerenes, J. Chem.

Phys. 96 (1992) 7603Ű-7614.

[78] R.M. McConnell, An O(n^2) incremental algorithm for modular decomposition of graphs and 2-structures, Algorithmica 14 (1995) 229Ű-248.

[79] R.M. McConnell and J. Spinrad, Linear time modular decomposition and e‹cient transitive orientation of comparability graphs, Proc. 5th ACM-SIAM Symp. on Discrete Algorithms (SODA’94) (1994), 536{545.

[80] R.M. McConnell and J. Spinrad, Modular decomposition and transitive orientation, Discrete Math. 201 (1999) 189{241.

[81] B. Mohar, The Laplacian spectrum of graphs, Graph Theory, Combinatorics, and Applications 2 (1991) 871{898.

[82] W. Moon, Enumerating labeled trees, in: F. Harary (Ed.), Graph Theory and Theoretical Physics, 261{271, 1967.

[83] J.H. Muller and J. Spinrad, Incremental modular decomposition, J. ACM 36 (1989) 1{19.

[84] W. Myrvold, K.H. Cheung, L.B. Page, and J.E. Perry, Uniformly-most reliable networks do not always exist, Networks 21 (1991) 417{419.

[85] K. Nakano, S. Olariu and A.Y. Zomaya, A time-optimal solution for the path cover problem on cographs, Theoretical Comp. Science 290 (2003) 1541{1556.

[86] S.D. Nikolopoulos, Recognizing cographs and threshold graphs through a classi˛cation of their edges, Inform. Process. Lett. 74, 129{139, 2000.

[87] S.D. Nikolopoulos, Coloring permutation graphs in parallel, Discrete Appl. Math. 120, (2002) 165{195.

[88] S.D. Nikolopoulos, Parallel Algorithms for Hamiltonian Problems on Quasi-threshold Graphs, J. of Parallel and Distr. Computing 120, (2004) 48{67.

[89] S.D. Nikolopoulos, C. Nomikos, and P. Rondogiannis, A limit characterization for the number of spanning trees of graphs, Inform. Process. Lett. 90 (2004) 307{313.

[90] S.D. Nikolopoulos and L. Palios, Hole and antihole detection in graphs, Proc. 15th Annual ACM-SIAM Symp. on Discrete Algorithms (SODA’04), (2004) 850{859.

[91] S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, The number of spanning trees in K_n-complements of quasi-threshold graphs, Graphs and Combinatorics 20 (2004) 383{397.

[92] S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in cographs, Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW’03), Enschede, The Netherlands, 2003. Also in: ENDM (Elsevier) 13, 87{95, 2003.

[93] S.D. Nikolopoulos and P. Rondogiannis, On the number of spanning trees of multi-star related graphs, Inform. Process. Lett. 65 (1998) 183{188.

[94] P.V. O’Neil, The number of trees in certain network, Notices Amer. Math. Soc. 10, 569, 1963.

[95] P.V. O’Neil, Enumeration of spanning trees in certain graphs, IEEE Trans. Circuit Theory CT-17 (1970) 250.

[96] C. Papadimitriou, Computational Complexity, Addison-Wesley, 1994. [97] I. Parfeno¸, An e‹cient parallel algorithm for maximum matching for some classes of graphs, J. of Parallel and Distr. Computing 52 (1998) 96{108.

[98] S. Parter, The use of linear graphs in Gauss elimination, SIAM Review 3 (1961) 119{130. [99] L. Petingi, F. Boesch, and C. Su¸el, On the characterization of graphs with maximum number of spanning trees, Discrete Appl. Math. 179 (1998) 155{166.

[100] L. Petingi and J. Rodriguez, A new technique for the characterization of graphs with a maximum number of spanning trees, Discrete Math. 244 (2002) 351{373.

[101] R. Shamir and R. Sharan, A fully dynamic algorithm for modular decomposition and recognition of cographs, Discrete Appl. Math. 136 (2004) 329{340.

[102] J. Spinrad,P_4-trees and substitution decomposition, Discrete Appl. Math. 39 (1992) 263{ 291.

[103] H.N.V. Temperley, On the mutual cancellation of cluster integrals in Mayer’s fugacity series, Proc. Phys. Soc. 83 (1964) 3{16.

[104] G. Tinhofer, Strong tree-cographs are Birkho¸ graphs, Discrete Appl. Math. 22 (1988) 275{288.

[105] J. Valdes, R.E. Tarjan, and E.L. Lawler, The recognition of serial parallel digraphs, SIAM J. Comput. 11 (1982) 298{313.

[106] L. Weinberg, Number of trees in a graph, Proc. IRE. 46 (1958) 1954{1955. [107] W.-M. Yan, W. Myrvold, and K.-L. Chung, A formula for the number of spanning trees of a multi-star related graph, Inform. Process. Lett. 68 (1998) 295{298.

[108] X. Yong, Talip, Acenjian, The numbers of spanning trees of the cubic cycle C^3_n and the quadruple cycle C^4_n, Discrete Math. 169 (1997) 293{298.

[109] Y. Zhang, X. Yong, and M.J. Golin, The number of spanning trees in circulant graphs, Discrete Math. 223 (2000) 337{350.

ÅõñåôÞñéï

(P_5, diamond)-free, 61, 137 (q, q − 4) ãñÜöçìá, 14 K_n-complement, 26, 37, 63, 83 K_n-óõìðëÞñùìá, 26, 37, 63, 83 P_4-free, 11 P_4-isomorphic, 14 P_4-lite, 13, 59 P_4-sparse, 99 P_4-sparse ãñÜöçìá, 12 P_4-tidy ãñÜöçìá, 13, 59 P_4-éóüìïñöá, 14 m-complete multigraph, 85 m-ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá, 85 p-components, 9 p-connected components, 9 p-óõíåêôéêü, 9 s-labels, 29 s-åðéãñáöÝò, 29 3-sun, 59

adjacent

x-fully, 108 x-non, 108 x-partly, 108 antihole, 5 asteroidal, 63, 64

basic graph, 40 Berge graph, 6 Berge ãñÜöçìá, 6 bracket matching, 123 brittle, 58 brittle ãñáöÞìáôá, 14

Cayley’s tree formula, 66 cent-tree, 18 cent-äÝíôñï, 18, 19 cent-óõíÜñôçóç, 23 center vertex, 64 characteristic graph, 9 characteristic multigraph, 85 circulant graph, 17, 27, 37, 63, 84 clique set, 1, 120 closed neighborhood, 1, 121 cofactor, 3, 86 cograph, 11 cographs, 25, 27, 28 complement reducible, 27 complement spanning tree matrix, 63, 66 theorem, 66 complement-invariant, 100 complete

multipartite, 17, 27, 37, 63, 84, 93 complete multigraph, 85 complete-planet, 63, 64 complexity, 2, 26, 36, 62, 83 contractible subtree, 40 contraction functions, 41 cotree, 27, 28 crossing, 9 cubic cycle graph, 17, 27, 37, 63, 84 cycle, 2

chordless, 2 simple, 2

decremental, 3, 98 degree, 1, 121 DFS äéÜóœéóç, 24 distance hereditary, 27 double-split, 14 dynamic algorithm, 3, 98

edges-only fully, 3, 98 fully, 3, 98 dynamic-connectivity, 4

electrical network, 26, 36, 62, 83 endpoints, 2 Eulerian circuits, 26, 36, 62, 83 Eulerian êýêëùí, 26, 36, 62, 83

h-áðïóýíèåóç, 10 Hamiltonian path, 119 ìïíïðÜôé, 119 hole, 5 homogeneous decomposition, 10 homogeneous set, 6, 38, 100

incremental, 3, 98 indecomposable, 6, 38, 100

join, 64

Kirchho¸ Matrix, 3, 18, 28, 86

Tree Theorem, 3, 18, 28, 86 Kirchho¸ ÐSSíáêá, 18, 28 Kirchho¸ ÐSSíáêáò, 3, 86

ÄÝíôñùí Èåþñçìá, 3, 18, 28, 86

labelled molecular graph, 17, 27, 37, 63, 84 Laplacian Matrix, 86 Laplacian ðSSíáêáò, 86 leftist, 122

reduced, 122 list coloring, 14, 58

m-áðïóýíèåóç, 7, 38, 101 matrix

degree, 67 matrix degree, 86 maximum matching, 13 md-äÝíäñï, 7, 38, 101 midpoints, 2 minimal triangulation, 16 minor, 3, 86 modular decomposition, 7, 38, 101 module, 6, 38, 100

neighborhood, 7, 39, 101 parallel, 7, 38, 101 series, 7, 38, 101 strong, 7, 38, 100 multi-star, 95 multigraph, 85 multiplicity, 85

neighborhood, 1, 121 network reliability, 17 non-basic cost, 40 non-basic graph, 40 number

chromatic, 5 clique, 5 clique cover, 5 stability, 5

p-connectedness, 9 p-óõíäåóéìüôçôá, 9 partner, 59 path, 1

chordless, 2 simple, 1 path cover, 14, 58, 119 path tree, 123

illegal, 135 perfect

graph, 5 property, 5 perfectly orderable, 99 Pfa‹an orientation, 61, 137 planet-ãñÜöçìá, 64 planet-êïñõöÝò, 65 planet-óõíéóôþóá, 64 planet-õðïãñáöÞìáôá, 64 prime graph, 6, 38, 100 primeval decomposition, 10

QT-ãñÜöçìá, 18 quadruple cycle graph, 17, 27, 37, 63, 84 quasi-threshold ãñÜöçìá, 18

representative graph, 7, 39, 101

semi-P_4-sparse, 61, 137 series-parallel, 27 spanning tree, 2, 17, 26, 36, 83

maximum number, 26 spider, 12

partition, 12 prime, 12 thick, 12 thin, 12 split graph, 9 split-perfect, 61, 137 split-perfect ãñÜöçìá, 14 stable set, 1, 121 star-planet, 63, 64 strong block, 28 strong node, 29 Strong Perfect Graph

Conjecture, 5 Theorem, 6 sun-ãñÜöçìá, 64 sun-êïñõöÝò, 65 superbrittle, 15

terminal path cover, 136, 139 threshold graph, 17, 27, 37, 63, 84 time-optimal, 4 tree-cographs, 58 tridiagonal matrix, 46

uniform cost criterion, 24, 34 union, 64 union-stable graphs, 91

vertex ranking, 14, 58

wheel graph, 82 work, 4 work-optimal, 4

ÉóœõñÞ ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí

ÅéêáóSSá, 5 Èåþñçìá, 6

Üêñá, 2

Ýíùóç ãñáöçìÜôùí, 64

áíåîÜñôçôï óýíïëï, 1, 121 áíôéïðÞ, 5 áíôéðñïóùðåõôéêü ãñÜöçìá, 7, 39, 101 áîéïðéóôSSá äéêôýùí, 17 áñáœíïåéäÝò ãñÜöçìá, 12

áñáéü, 12 äéáìÝñéóç, 12 ðñþôï, 12 ðõêíü, 12 áñéèìüò

åðéêÜëõøçò êëSSêáò, 5 åõóôáèÞò, 5 êëSSêáò, 5 œñùìáôéêüò, 5 áóèåíÞò êïñõöÝò, 10 áóôåñïåéäÞ, 63, 64 áõîçôéêüò, 3, 98 áõôïóõìðëçñùìáôéêÞ, 100 áõôïôåëÞ-ìïíÜäá, 6, 38, 100

ãåéôïíéêÞ, 7, 39, 101 éóœõñÞ, 6, 38, 100 ðáñÜëëçëç, 7, 38, 101 óåéñéáêÞ, 7, 38, 101 ôåôñéììÝíç, 6, 38, 100

âÝëôéóôïò-åñãáóSSáò, 4 âÝëôéóôïò-œñüíïõ, 4 âáèìüò, 1, 121 âáóéêÜ ãñáöÞìáôá, 40 âëÝðåé, 1, 12, 121

ãåéôïíéÜ, 1, 121 ãåéôïíéêüò

x-ìåñéêþò, 108 x-ìç, 108 x-ðëÞñç, 108

äÝíôñá ìïíïðáôéþí, 123 äÝíôñá-cographs, 58 äÝíôñï, 2 äÝíôñï áñéóôåñü, 122

åîáóèåíçìÝíï, 122 äéáœùñSSóéìo, 9 äéœïôïìSSóéìï ãñÜöçìá, 9 äõíáìéêÞò-óõíåêôéêüôçôáò, 4 äõíáìéêüò áëãüñéèìïò, 3, 98

ìüíï-áêìÝò ðëÞñçò, 3, 98 ðëÞñçò, 3 ðëÞñùò, 98

åëÜóóùí, 3, 86 åðéãñáöüìåíï ìïñéáêü ãñÜöçìá, 17, 27, 37, 63, 84 åðéêÜëõøç ìå ìïíïðÜôéá, 119 åðéêÜëõøç ìå ôåëéêÜ Üêñá ìïíïðáôéþí, 136, 139 åñãáóSSá ðáñÜëëçëïõ áëãïñSSèìïõ, 4

çëåêôñéêü äSSêôõï, 26, 36, 62, 83

éóœõñü block, 28 éóœõñüò êüìâïò, 29

êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ãñáöçìÜôùí, 64 êåíôñéêÞ êïñõöÞ, 64 êëSSêá, 1, 120 êëåéóôÞ ãåéôïíéÜ, 1, 121 êõâéêüò êýêëïò, 17, 27, 37, 63, 84 êõêëéêü ãñÜöçìá, 17, 27, 37, 63, 84 êýêëïò, 2

Üœïñäïò, 2 áðëüò, 2

ìÝãéóôï ôáSSñéáóìá, 13 ìÝóåò-êïñõöÝò, 2 ìåéùôéêüò, 3, 98 ìç-âáóéêü ãñÜöçìá, 40 ìç-âáóéêü êüóôïò, 40 ìïíïðÜôé, 1

Üœïñäï, 2 áðëü, 1

ïìïãåíÝò, 6, 38, 100 ïìïãåíÞò áðïóýíèåóç, 10 ïìïéüìïñöï êñéôÞñéï êüóôïõò, 24, 34 ïðÞ, 5

ðSSíáêáò âáèìþí, 86 ðëÞñåò

ðïëõìåñÞ, 17, 27, 37, 63, 84 ðëÞñåò ðïëõãñÜöçìá, 85 ðëÞñåò ðïëõìåñÞ, 93 ðëÞñç k-ìåñÝò, 93 ðïëëáðëüôçôá, 85 ðïëõãñÜöçìá, 85 ðïëõðëïêüôçôá ãñáöÞìáôïò, 2, 26, 36, 62, 83 ðñùôüãïíç áðïóýíèåóç, 10 ðñþôï ãñÜöçìá, 6, 38, 100

óêåëåôéêü äÝíôñï, 2, 17, 26, 36, 83

ìÝãéóôï ðëÞèïò, 17, 26 óõìðëçñùìáôéêÜ-ðáñáãüìåíï ãñÜöçìá, 11 óõìðëçñùìáôéêÜ-ðáñáãþìåíá ãñáöÞìáôá, 25, 27 óõìðëçñùìáôéêü óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêá, 63 óõìðëçñùìáôéêüò óêåëåôéêþí äÝíôñùí ðSSíáêáò, 66 èåþñçìá, 66 óõíáñôÞóåéò óõóôïëÞò, 41 óõíôåëåóôÞò, 3, 86 óõññéêíþóéìï õðïäÝíôñï, 40 óõóôïëÞ, 2

ôÝëåéá

ãñáöÞìáôá, 5 éäéüôçôá, 5 ôÝëåéá äéáôÜîéìá, 99 ôáSSñéáóìá áãêõëþí, 123 ôåìíüìåíï, 9 ôåôñáäéêüò êýêëïò, 17, 27, 37, 63, 84 ôñéãùíïðïSSçóç, 16 ôñéäéáãþíéïò ðSSíáêáò, 46 ôñïœüò, 82

œÜíåé, 1, 12, 121 œáñáêôçñéóôéêü ãñÜöçìá, 9 œáñáêôçñéóôéêü ðïëõãñÜöçìá, 85

Âéïãñáöéêü ÓçìåSSùìá

Ï ŒÜñçò Ðáðáäüðïõëïò ãåííÞèçêå óôçí ÁèÞíá óôéò 6 ÉïõíSSïõ, 1976. Ôï 1995 åéóÞœèç óôï ÔìÞìá ÐëçñïöïñéêÞò, ôïõ ÐáíåðéóôçìSSïõ ÉùáííSSíùí, üðïõ áðïöïSSôçóå ôï 1999. Óôï SSäéï ôìÞìá Ýãéíå äåêôüò ùò ìåôáðôõœéáêüò öïéôçôÞò êáé ôï 2001 ôïõ áðïíïìÞèçêå ôï Ìåôáðôõœéáêü ÄSSðëùìá ÅéäSSêåõóçò, åíþ ôï 2005 ôï Äéäáêôïñéêü ÄSSðëùìá óôçí ÅðéóôÞìç ôçò ÐëçñïöïñéêÞò. ÓõãêåêñéìÝíá:

11/2001{7/2005 Ph.D óôçí ÐëçñïöïñéêÞ ÔìÞìá ÐëçñïöïñéêÞò, ÐáíåðéóôÞìéï ÉùáííSSíùí.

Ph.D äéáôñéâÞ: Áëãüñéèìïé óå ÊáôçãïñSSåò ÔÝëåéùí ÃñáöçìÜôùí.

9/1999{9/2001 M.Sc óôçí ÐëçñïöïñéêÞ ÔìÞìá ÐëçñïöïñéêÞò, ÐáíåðéóôÞìéï ÉùáííSSíùí.

M.Sc äéáôñéâÞ: ÌåëÝôç ÐëÞèïõò Óêåëåôéêþí ÄÝíôñùí óå ÊëÜóåéò ÃñáöçìÜôùí.

10/1995{6/1999 B.Sc óôçí ÐëçñïöïñéêÞ ÔìÞìá ÐëçñïöïñéêÞò, ÐáíåðéóôÞìéï ÉùáííSSíùí.

B.Sc äéáôñéâÞ: ÐåéñáìáôéêÞ ÌåëÝôç êáé ÏðôéêïðïSSçóç ÁëãïñSSèìùí Ìåôáèåôéêþí ÃñáöçìÜôùí.

Ôá åñåõíçôéêÜ ôïõ åíäéáöÝñïíôá åóôéÜæïíôáé óôçí óœåäSSáóç êáé áíÜëõóç áëãïñSSèìùí ãéá ðñïâëÞìáôá èåùñSSáò ãñáöçìÜôùí. ÿœåé ìåëåôÞóåé áêïëïõèéáêïýò, äõíáìéêïýò êáé ðáñáëëÞëïõò áëãüñéèìïõò óå ðñïâëÞìáôá áíáãíþñéóçò, âåëôéóôïðïSSçóçò êáé áðáñSSèìçóçò óå êáôçãïñSSåò ôÝëåéùí ãñáöçìÜôùí. Ôï åñåõíçôéêü ôïõ Ýñãï Ýœåé äçìïóéåõèåSS óå äéåèíÞ åðéóôçìïíéêÜ ðåñéïäéêÜ êáé óõíÝäñåéá.

Áðü ôïí ÓåðôÝìâñéï ôïõ 2005 åSSíáé ìåôáäéäáêôïñéêüò åñåõíçôÞò óôçí åñåõíçôéêÞ ïìÜäá \Algorithms and Complexity" ôïõ ÔìÞìáôïò ÐëçñïöïñéêÞò ôïõ ÐáíåðéóôçìSSïõ Bergen ôçò ÍïñâçãSSáò.

Äçìïóéåýóåéò

1. S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, The number of spanning trees in K_n-complements of quasi-threshold graphs, Graphs and Combinatorics 20, 383{397, 2004.

2. S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, On the performance of the ˛rst-˛t coloring algorithm on permutation graphs, Information Processing Letters 75, 265{273, 2000.

3. C. Papadopoulos and C. Voglis, Drawing graphs using modular decomposition, Proc. GD 2005 - 13th Int’l Symposium on Graph Drawing, September 2005, Limerick, Ireland. Springer Verlag, Lecture Notes in Computer Science, to appear.

4. K. Asdre, S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, An optimal solution for the path cover problem on P_4-sparse graphs, Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW’05), Cologne, Germany, 2005.

5. S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, The number of spanning trees in P4-reducible graphs, Proc. 3rd Int’l Colloquium on Mathematics and Computer Science: Algorithms, Trees, Combinatorics and Probabilities (MathInfo III), Vienna, 2004. In: Trends in Mathematics, Birkhauser, 141{143, 2004.

6. S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in cographs, Electronic Notes in Discrete Mathematics (ENDM) 13, 87{95, 2003. Also in: Proc. of the Workshop on Graphs and Combinatorial Optimization (CTW’03), Enschede, The Netherlands, 2003.

7. S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, A formula for the number of spanning trees in quasi-threshold graphs, Proc. 1st Balkan Conference on Informatics (BCI’03), 192{202, Thessaloniki, Greece, 2003.

8. S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, Counting spanning trees in graphs using modular decomposition, TR-2004-09, Dept. of Computer Science, University of Ioannina, 2004 (submitted for journal publication).

9. S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, Maximizing the number of spanning trees in K_n-complements of asteroidal graphs, (submitted for publication) 2005.

10. S.D. Nikolopoulos, L. Palios and C. Papadopoulos, A fully dynamic algorithm for the recognition of P_4-sparse graphs, (submitted for publication) 2005.

11. S.D. Nikolopoulos and C. Papadopoulos, On the number of spanning trees of K^m_n ± G graphs, TR-2005-10, Dept. of Computer Science, University of Ioannina, 2005 (submitted for journal publication).